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Renkaat ja kunnat 2021

Harjoitus 6: ratkaisuja

1. Jaa polynomi
P pXq “ X3

` 2X2
` 3X ` 2

polynomilla
QpXq “ 2X2

` 3X ` 1
(1) polynomirenkaassa QrXs ja
(2) polynomirenkaassa pZ{7ZqrXs.

Ratkaisu. (1) X3 ` 2X2 ` 3X ` 2 “ p1
2X ` 1

4qp2X
2 ` 3X ` 1q ` 7

4pX ` 1q.
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(2) X3 ` 2X2 ` 3X ` 2 “ p4X ` 2qp2X2 ` 3X ` 1q.

4X `2

2X2 ` 3X ` 1 X3 `2X2 `3X `2

¯X3 ¯5X2 ¯4X

4X2 `6X `2

¯ 4X2 ¯6X ¯2

0

2. Todista Seuraus 6.17.

Ratkaisu. Olkoon K kunta ja olkoon P pXq P KrXs polynomi, jonka aste on 2 tai 3.
Osoitetaan, että P pXq ei ole jaoton, jos ja vain jos sillä on juuri.

Jos polynomilla P pXq on juuri c P K, niin Proposition 6.16 nojalla pX ´ cq | P pXq.
Proposition 6.10 nojalla polynomit pX ´ cq ja P pXq eivät ole yksiköitä, sillä kummankin
aste on vähintään 1 Proposition 6.8 nojalla. Siis P pXq ei ole jaoton.

Jos P pXq ei ole jaoton, niin on polynomit QpXq, RpXq P KrXs, jotka eivät ole yksiköi-
tä ja joille pätee P pXq “ QpXqRpXq. Proposition 6.10 nojalla degP pXq, degQpXq ě 1.
Jos degP pXq “ 2, niin Proposition 6.8 nojalla

2 “ degP pXq “ degQpXq ` degRpXq ,

joten degP pXq “ degQpXq “ 1. Jos degP pXq “ 3, niin Proposition 6.8 nojalla

3 “ degP pXq “ degQpXq ` degRpXq ,
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joten tdegP pXq, degQpXqu “ t1, 2u. Molemmissa tapauksissa P pXq on jaollinen ensim-
mäisen asteen polynomilla, olkoon tämä polynomi QpXq. Ensimmäisen asteen polynomil-
la QpXq on juuri c P K, sillä K on kunta. Siis P pcq “ QpcqRpcq “ 0, joten polynomilla
P pXq on juuri.

3. Mitkä polynomit aX2 ` bX ` c P RrXs ovat jaottomia?

Ratkaisu. Olkoon P pXq “ aX2` bX` c. Jos a “ 0 ja b “ 0, niin P pXq on 0 tai yksikkö,
joten se ei ole jaoton. Jos a “ 0 ja b ‰ 0, niin P pXq on ensimmäisen asteen polynomina
jaoton. Jos a ‰ 0, niin polynomin P pXq juuret saadaan tutulla kaavalla

´b˘
?
b2 ´ 4ac

2a ,

jos b2 ě 4ac. Jos taas b2 ă 4ac, niin juuria ei ole. Seurauksen 6.17 nojalla P pXq on siis
jaoton, jos b2 ă 4ac

4. (a) Onko polynomi X2 ´ 2 P pZ{5ZqrXs jaoton?
(b) Onko polynomi X2 ` 1 P pZ{5ZqrXs jaoton?

Ratkaisu. (a) Olkoon P pXq “ X2 ´ 2. Tällöin P p0q “ ´2 ‰ 0, P p1q “ P p4q “ ´1 ‰ 0,
P p2q “ P p3q “ 2 ‰ 0, joten polynomilla P pXq ei ole juuria. Seurauksen 6.17 nojalla se
on jaoton.
(b) Olkoon QpXq “ X2 ` 1. Qpxq “ P pxq ` 3 kaikilla x P Z{5Z, joten Qp2q “ Qp3q “ 0.
Seurauksen 6.17 nojalla QpXq ei ole jaoton.

5. Todista Propositio 7.7.

Ratkaisu. Ideaalitestin jälkimmäinen ehto on sama kuin ideaalin määritelmän jälkim-
mäinen ehto. Jos A Ă R on ideaali, niin A on ryhmän pR,`q aliryhmä. Tällöin kaikille
a, b P A pätee a´ b P A, joten ideaalitestin ensimmäinen ehto seuraa.

Oletetaan, että ideaalitestin ehdot (1) ja (2) ovat voimassa epätyhjälle osajoukolle
A Ă R. Osoitetaan, että A on aliryhmä. Oletuksen mukaan joukossa A on ainakin yksi
alkio. Olkoot a, b P A. Ehdon (1) nojalla 0 “ a ´ a P A, joten ehdon (1) nojalla ´b “
0´a P A. Siis a`b “ a´p´bq P A. Siis A on vakaa ja ` indusoi joukkoon A assosiatiivisen
laskutoimituksen. Edellä nähtiin, että 0 P A ja jokaisella joukon A alkiolla on vasta-alkio,
joten A on ryhmän pR,`q aliryhmä.

6. Todista Propositio 7.12(1).

Ratkaisu. Koska I on ideaali, se ei ole tyhjä joukko. Siis φpI q ‰ H. Olkoot a, b P φpI q.
Tällöin a “ φpa0q ja b “ φpb0q joillain a0, b0 P I . Koska φ on homomorfismi ja I on
ideaali, saamme

a´ b “ φpa0q ´ φpb0q “ φpa0 ´ b0q P φpI q .

Olkoon a P φpI q ja olkoon s P φpRq. Tällöin a “ φpa0q ja s “ φps0q ja

sa “ φps0qφpa0q “ φps0a0q P φpI q ,

koska s0a0 P I . Ideaalitestin nojalla φpI q on renkaan φpRq ideaali.
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7. Olkoot Ii, i P I, renkaan R ideaaleja. Osoita, että
Ş

iPI Ii on renkaan R ideaali.

Ratkaisu. Jokainen ideaali Ii sisältää alkion 0R, joten 0R P
Ş

iPI Ii.
Olkoot x, y P

Ş

iPI Ii. Tällöin x, y P Ii jokaisella i P I. Ideaalitestin mukaan x´y P I
kaikilla i P I, joten x´ y P

Ş

iPI Ii.
Olkoon x P

Ş

iPI Ii ja olkoon r P R. Tällöin x P Ii jokaisella i P I. Ideaalitestin
mukaan cx P I kaikilla i P I, joten cx P

Ş

iPI Ii.
Ideaalitestin nojalla

Ş

iPI Ii on ideaali.

8. Olkoon K kommutatiivinen rengas. Olkoot a1, a2, . . . an P K. Osoita, että

tx1a1 ` x2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnan : x1, x2, . . . , xn P Ku

on renkaan K ideaali.

Ratkaisu. Olkoon

A “ tx1a1 ` x2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnan : x1, x2, . . . , xn P Ku

Valitsemalla x1 “ 1 ja x2 “ x3 “ ¨ ¨ ¨ “ xk “ 0 näemme, että a1 P A, joten A ‰ H.
Olkoot s, t P A. Tällöin s “ x1a1`x2a2`¨ ¨ ¨`xnan ja t “ y1a1`y2a2`¨ ¨ ¨`ynan joillain
x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn P K. Yhteenlaskun kommutatiivisuuden ja distributiivisuuden
nojalla

s´ t “ px1 ´ y1qa1 ` px2 ´ y2qa2 ` ¨ ¨ ¨ ` pxn ´ ynqan P A

ja kaikille r P K pätee distributiivisuuden ja assosiatiivisuuden nojalla

rs “ rpx1a1 ` x2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnanq “ prx1qa1 ` prx2qa2 ` ¨ ¨ ¨ ` prxnqan P A .

Ideaalitestin nojalla A on ideaali.


