Renkaat ja kunnat 2021

Harjoitus 6: ratkaisuja

1. Jaa polynomi
P(X)=X?+2X?+3X +2

polynomilla
Q(X)=2X?+3X +1

(1) polynomirenkaassa Q[X] ja
(2) polynomirenkaassa (Z/7Z)[X].

Ratkaisu. (1) X® +2X?+3X +2=(1X + 1)2X? +3X +1) + L(X + 1).
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(2) X3 4+2X? +3X +2=(4X +2)(2X? +3X +1).
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2. Todista Seuraus 6.17.

Ratkaisu. Olkoon K kunta ja olkoon P(X) € K[X] polynomi, jonka aste on 2 tai 3.
Osoitetaan, ettd P(X) ei ole jaoton, jos ja vain jos silld on juuri.

Jos polynomilla P(X) on juuri ¢ € K, niin Proposition 6.16 nojalla (X —¢) | P(X).
Proposition 6.10 nojalla polynomit (X — ¢) ja P(X) eivét ole yksikoéit4, silld kummankin
aste on vahintaan 1 Proposition 6.8 nojalla. Siis P(X) ei ole jaoton.

Jos P(X) ei ole jaoton, niin on polynomit Q(X), R(X) € K[X], jotka eivit ole yksikoi-
ta ja joille patee P(X) = Q(X)R(X). Proposition 6.10 nojalla deg P(X),degQ(X) > 1.
Jos deg P(X) = 2, niin Proposition 6.8 nojalla

2 =deg P(X) =degQ(X) + deg R(X),
joten deg P(X) = deg Q(X) = 1. Jos deg P(X) = 3, niin Proposition 6.8 nojalla
3 =deg P(X) =degQ(X) + deg R(X),



joten {deg P(X),deg Q(X)} = {1,2}. Molemmissa tapauksissa P(X) on jaollinen ensim-
méisen asteen polynomilla, olkoon tdméa polynomi Q(X). Ensimmaéisen asteen polynomil-
la Q(X) on juuri ¢ € K, silld K on kunta. Siis P(c) = Q(c¢)R(c) = 0, joten polynomilla
P(X) on juuri.

3. Mitka polynomit aX? + bX + c € R[X] ovat jaottomia?

Ratkaisu. Olkoon P(X) = aX?+bX +c¢. Jos a =0 jab = 0, niin P(X) on 0 tai yksikko,
joten se ei ole jaoton. Jos a = 0 ja b # 0, niin P(X) on ensimméisen asteen polynomina
jaoton. Jos a # 0, niin polynomin P(X) juuret saadaan tutulla kaavalla

—b+ b2 — 4dac
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jos b* = 4ac. Jos taas b* < 4ac, niin juuria ei ole. Seurauksen 6.17 nojalla P(X) on siis
jaoton, jos b? < 4ac

4. (a) Onko polynomi X? — 2 € (Z/5Z)[ X] jaoton?
(b) Onko polynomi X? + 1 € (Z/5Z)[X] jaoton?

Ratkaisu. (a) Olkoon P(X) = X? — 2. Talléin P(0) = =2 # 0, P(1) = P(4) = —1 # 0,
P(2) = P(3) = 2 # 0, joten polynomilla P(X) ei ole juuria. Seurauksen 6.17 nojalla se
on jaoton.

(b) Olkoon Q(X) = X2 + 1. Q(x) = P(z) + 3 kaikilla z € Z/5Z, joten Q(2) = Q(3) = 0.
Seurauksen 6.17 nojalla Q(X) ei ole jaoton.

5. Todista Propositio 7.7.

Ratkaisu. Ideaalitestin jalkimmaéinen ehto on sama kuin ideaalin maéritelman jalkim-
mainen ehto. Jos A < R on ideaali, niin A on ryhmén (R, +) aliryhmé&. Talloin kaikille
a,be A pitee a — b € A, joten ideaalitestin ensimméinen ehto seuraa.

Oletetaan, etté ideaalitestin ehdot (1) ja (2) ovat voimassa epétyhjille osajoukolle
A < R. Osoitetaan, ettd A on aliryhmé. Oletuksen mukaan joukossa A on ainakin yksi
alkio. Olkoot a,b € A. Ehdon (1) nojalla 0 = @ — a € A, joten ehdon (1) nojalla —b =
O0—a€ A.Siisa+b = a—(—b) € A. Siis A on vakaa ja + indusoi joukkoon A assosiatiivisen
laskutoimituksen. Edella néhtiin, ettd 0 € A ja jokaisella joukon A alkiolla on vasta-alkio,
joten A on ryhméan (R, +) aliryhma.

6. Todista Propositio 7.12(1).

Ratkaisu. Koska .# on ideaali, se ei ole tyhja joukko. Siis ¢(.#) # &. Olkoot a,b € ¢(.%).
Talloin a = ¢(ag) ja b = ¢(by) joillain ag,by € #. Koska ¢ on homomorfismi ja .# on
ideaali, saamme

a—b= qb(ao) — ¢<b0) = qb(ao — bo) S qb(j) .
Olkoon a € ¢(.#) ja olkoon s € ¢p(R). Talloin a = ¢(ag) ja s = ¢(so) ja
sa = ¢(so)P(ag) = ¢(soa0) € ¢(F),
koska spag € #. Ideaalitestin nojalla ¢(.#) on renkaan ¢(R) ideaali.



7. Olkoot ., i € I, renkaan R ideaaleja. Osoita, etta [)._; -% on renkaan R ideaali.

el

Ratkaisu. Jokainen ideaali .#; sisaltad alkion Og, joten Og € (), ;-

Olkoot z,y € (,.; . Talloin x,y € I; jokaisella i € I. Ideaalitestin mukaan z —y € &
kaikilla i € I, joten x — y € (,.; .

Olkoon x € (), ;% ja olkoon r € R. Talloin = € I; jokaisella i € I. Ideaalitestin
mukaan cz € & kaikilla i € I, joten cx € [),.; %

Ideaalitestin nojalla [),.; -%; on ideaali.

el
8. Olkoon K kommutatiivinen rengas. Olkoot ay, as,...a, € K. Osoita, etta
{r1a1 + X200 + -+ + THay, T, Ta, ..., T, € K}

on renkaan K ideaali.

Ratkaisu. Olkoon
A ={x101 + X202 + -+ + Tpay, : Ty, Ta, ..., T, € K}

Valitsemalla z; = 1 ja 29 = 23 = -+ = 7, = 0 ndemme, ettd a; € A, joten A # .
Olkoot s,t € A. Talloin s = x1a; + xoas + - - -+ Tpa, jat = yraq + yoas + - - - + Yypa, joillain
X1, L9y Tny Y1, Y2, - - -, Yn € K. Yhteenlaskun kommutatiivisuuden ja distributiivisuuden
nojalla

s—t=(xr1—y1)as + (xg —y2)ag + -+ + (x, —yn)a, € A

ja kaikille r € K patee distributiivisuuden ja assosiatiivisuuden nojalla
rs = r(xia; + Toas + - + xpa,) = (rri)a; + (rag)ag + -+ + (rz,)a, € A

Ideaalitestin nojalla A on ideaali.



