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Renkaat ja kunnat 2021

Harjoitus 5: ratkaisuja

1. (1) Olkoon K kommutatiivinen rengas. Olkoon u P Kˆ ja olkoon a P K. Osoita, että
a P Kˆ, jos a | u.
(2) Olkoon K kokonaisalue. Jos a | b ja b | a, niin a “ ub jollain u P Kˆ.

Ratkaisu. (1) Olkoon u P Kˆ ja olkoot a, b P K siten, että u “ ab. Kertolaskun assosia-
tiivisuuden nojalla

apbu´1
q “ pabqu´1

“ uu´1
“ 1 ,

joten a on yksikkö.
(2) Olkoot a, b, c, d P K siten, että b “ ac ja a “ bd. Tällöin a “ pacqd “ apcdq. Jos a ‰ 0,
niin supistussäännön nojalla saadaan cd “ 1, joten c ja d ovat yksiköitä. Jos taas a “ 0,
niin b “ ac “ 0, joten mille tahansa yksikölle u pätee a “ 0 “ u0 “ ub.

2. Osoita, että Zris on kokonaisalue. Osoita, että 1` i on jaoton renkaassa Zris.

Ratkaisu. Renkaan Zris alkiot ovat kompleksilukuja. Jos renkaassa Zris olisi nollan ja-
kaja, niin se olisi nollan jakaja kompleksilukujen kunnassa. Seurauksen 5.5 nojalla tämä
on mahdotonta.

Olkoot a, b P Zris siten, että ab “ 1 ` i. Koska n on homomorfismi kertolaskulle,
saamme yhtälön npaqnpbq “ np1`iq “ 2 kokonaislukujen renkaassa. Koska 2 on alkuluku,
saamme npaq “ 1 tai npbq “ 1. Jos 1 “ npaq “ aa, niin a on yksikkö. Siis 1` i on jaoton.

3. Määritä renkaan Z{14Z yksiköt ja nollan jakajat.

Ratkaisu. Proposition 5.16 nojalla a ` 14Z on yksikkö, jos ja vain jos sytpa, 14q “ 1.
Tämä pätee, kun a P t1, 3, 5, 9, 11, 13u. Muut nollasta poikkeavat alkiot 2, 4, 6, 7, 8, 10, 12
ovat nollan jakajia.

Renkaan R alkio x on idempotentti, jos x2 “ x.

4. Osoita, että kokonaisalueen K ainoat idempotentit alkiot ovat 0 ja 1.

Ratkaisu. Jos x2 “ x, niin assosiatiivisuuden nojalla saadaan xpx ´ 1q “ x2 ´ x “ 0.
Koska K on kokonaisalue pätee x “ 0 tai x “ 1.

5. Määritä polynomien X2`X`1 P pZ{2ZqrXs, X2`X`1 P pZ{3ZqrXs ja X3`2X`1 P
pZ{3ZqrXs juuret.

Ratkaisu. 02 ` 0 ` 1 “ 1 ‰ 0 P Z{2Z ja 12 ` 1 ` 1 “ 1 ‰ 0 P Z{2Z, joten polynomilla
X2 `X ` 1 P pZ{2ZqrXs ei ole juuria.

02 ` 0` 1 “ 1 ‰ 0 P Z{3Z, 12 ` 1` 1 “ 0 P Z{3Z ja 22 ` 2` 1 “ 1 ‰ 0 P Z{3Z, joten
1` 3Z on polynomin X2 `X ` 1 P pZ{3ZqrXs ainoa juuri.

03` 2 0` 1 “ 1 ‰ 0 P Z{3Z, 13` 2` 1 “ 1 ‰ 0 P Z{3Z ja 23` 2 2` 1 “ 1 ‰ 0 P Z{3Z,
joten polynomilla X3 `X ` 1 P pZ{3ZqrXs ei ole juuria.
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6. Osoita, että 1` 2Z on polynomin P pXq P pZ{2ZqrXs juuri, jos ja vain jos polynomilla
P pXq on parillinen määrä nollasta poikkeavia kertoimia.

Ratkaisu. Olkoon P pXq “
řn

k“0 akXk, missä ak P Z{2Z “ t0, 1u. Olkoon

m “ #tk P N : k ď n ja ak “ 1u.

Kaikilla k P N pätee p1` 2Zqk “ 1` 2Z, joten

P p1q “
n
ÿ

k“0
ak “ m` 2Z “ 0` 2Z ,

jos ja vain jos m on parillinen.

7. Todista Propositio 6.5.

Ratkaisu. Olkoon K kommutatiivinen rengas. Olkoot P pXq, QpXq P KrXs,

P pXq “
n
ÿ

k“0
akXk ja QpXq “

n
ÿ

k“0
bkXk .

Tällöin

FunpP pXq `QpXqqpcq “ Funp
n
ÿ

k“0
pak ` bkqX

k
qpcq “

n
ÿ

k“0
pak ` bkqc

k

“

n
ÿ

k“0
akck

`

n
ÿ

k“0
bkck

“ FunpP pXqqpcq ` FunpQpXqqpcq

“ pFunpP pXqq ` FunpQpXqqqpcq

ja

FunpP pXqQpXqqpcq “ Funp
2n
ÿ

k“0

`

ÿ

i`j“k

aibj

˘

Xk
qpcq “ Funp

2n
ÿ

k“0

`

ÿ

i`j“k

aibj

˘

ck
q

“

n
ÿ

k“0
akck

n
ÿ

k“0
bkck

“ FunpP pXqqpcqFunpQpXqqpcq

“ pFunpP pXqqFunpQpXqqqpcq

kaikille c P K. Lisäksi vakiopolynomi 1KrXs, 1KrXs “ 1KX0, kuvautuu vakiokuvaukseksi
1F pK,Kq : K Ñ K, koska

Funp1KrXsqpcq “ Funp1KX0
qpcq “ 1Kc0

“ 1K “ 1F pK,Kqpcq

kaikilla c P K. Siis Fun on rengashomomorfismi.

8. Laske p4X ` 1qpX3 ` 2X ` 3q polynomirenkaissa ZrXs, pZ{5ZqrXs ja pZ{7ZqrXs.

Ratkaisu. Kokonaislukukertoimisena polynomina

p4X ` 1qpX3
` 2X ` 3q “ 4X4

`X3
` 8X2

` 14X ` 3 ,
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joten renkaassa pZ{5ZqrXs pätee

p4X ` 1qpX3
` 2X ` 3q “ 4X4

`X3
` 3X2

` 4X ` 3

ja renkaassa pZ{7ZqrXs pätee

p4X ` 1qpX3
` 2X ` 3q “ 4X4

`X3
`X2

` 3 .


