Renkaat ja kunnat 2021

Harjoitus 3: ratkaisuja
1. Osoita, etta kokonaislukujen kertolasku on yhteensopiva kongruenssin kanssa.

Ratkaisu. Olkoon ¢ € N — {0, 1}. Olkoot a,d’,b,0’ € Z siten, ettd a = o’ mod ¢q ja b=V
mod ¢. Télloin o’ = a + kq jollain k € Z ja b’ = b + nq jollain n € Z. Tall6in

a't —ab=ad't —d'b+db—ab=d (b —b)+ (a —a)b =a'ng+ kgb = (a'n+ kb)q,

joten a'b' = ab mod q.

2. Muodosta yhteen- ja kertolaskun laskutaulut kongruenssiluokilla modulo 2 ja modulo
6.

Ratkaisu. Renkaan Z/2Z laskutaulut ovat

+]10 1 ot

010 1 010 0

110 110 1

ja renkaan Z/6Z laskutaulut ovat

+10 1 2 3 45 012345
0101 2 3 4 5 0j0 00000
111 2 3 450 1101 2 3 4 5
212 34501 210 2 40 2 4
3134501 2 310 3 03 0 3
414 501 2 3 410 4 2 0 4 2
514 01 2 3 4 5/0 54 3 2 1

3. Todista Propositio 3.23(2).

Ratkaisu. Olkoot z,y € ¢~ 1(S’). Téllsin ¢(x), p(y) € S’. Siis
oz +y) =0(x)+d(y) s ja olxy) =d(x)e(y) €S,

koska ¢ on rengasisomorfismi ja S’ on renkaan R’ alirengas. Siis = + y, zy € ¢~ 1(S").
Proposition 3.5(2) nojalla ¢(—1g) = —1g. Koska S’ on renkaan R’ alirengas, pétee
—1gp € S'. Siis —1x € ¢71(9’). Alirengastestin] nojalla ¢~(S5’) on renkaan S alirengas.

4. Todista Lemma 3.28.

Ratkaisu. Olkoon z € R. Talloin kertolaskun neutraalialkion méaaritelman, monikerran
maaritelmén, distributiivisuuden ja assosiatiivisuuden, monikerran méaritelmén, karak-
teristikan méaritelméan ja Proposition 3.9(1) nojalla

qv =q(lgr) =lgr +1lgr + -+ 1lgx = (g + Ig + -+ + 1g)z = (qlg)z = Ogx = Oy
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5. Osoita, etta renkaalla Z ei ole muita alirenkaita kuin Z.

Ratkaisu. Olkoon S renkaan Z alirengas. Méaritelman mukaan 1 € S, Lemman 3.14
nojalla 0 € S ja esimerkiksi alirengastestin nojalla —1 € S. Alirenkaana S on vakaa
yhteenlaskun suhteen, joten kaikki lukujen 1 ja —1 monikerrat kuuluvat alirenkaaseen S.
Siis Z < S, joten S = Z.

6. Olkoon ¢ € N—{0, 1}. Osoita, etté ei ole rengashomomorfismia jaannosluokkarenkaalta
Z/qZ renkaaseen Z.

Ratkaisu. Oletetaan, ettd ¢: Z/qZ — 7 on rengashomomorfismi. Téll6in ¢(1 + ¢Z) = 1
ja Lemman 3.18 nojalla ¢(0 + ¢Z) = 0. Siis

0=0(0+qZ) =d(g(1 +qZ)) = ¢((1 + ¢Z) + (L + gZ) + - - - + (1 + qZ))
=o(1+q2)+o(1+qZ)+ - +o(1+q¢Z)=1+1+---+1=g¢q,

miké on ristiriita.

Ratkaisu (Toinen tapa). Jos olisi rengashomomorfismi ¢: Z/qZ — 7, niin Proposition
3.23(1) nojalla ¢(Z/qZ) olisi renkaan Z alirengas. Tehtévén [5| nojalla siis ¢(Z/qZ) = Z
mutta tdma on mahdotonta, koska ¢(Z/qZ) on aérellinen joukko.

7. Sievenna lauseke (a+b)? kommutatiivisessa renkaassa, jonka karakteristika on alkuluku
p. Miksi oletamme, etta p on alkuluku?

Ratkaisu. Jos 1 < k < p— 1, niin (i) on jaollinen luvulla p. Téma johtuu siita, etta (z)

on kokonaisluku ja lausekkeen (Z) = #ik)! osoittajassa on alkuluku p mutta nimittdjassa

sité ei ole. Siis binomikaavanﬂ nojalla ja koska Lemman 1.27 ja Proposition 3.28 nojalla
(pn)x = p(nz) = 0 kaikille n € N ja kaikille x € R, saamme

P _ N PN p—kpk _ p N DY pkyk S
(a—i—b)—z 1)@ b" =a —1—2 1)@ b + b =ad’ + V7.
k=0 k=1

Jos p ei olisi alkuluku, lauseke (a + b)? ei sievenisi yhtd hyvin. Esimerkiksi (}) = 6 ei ole
jaollinen luvulla 4 ja renkaassa Z/47 pétee

(1+4Z) + (1 +4Z))" = (24 4Z)* = 0 # 2+ 4Z = (1 + 4Z)* + (1 + 4Z)*.

8. Olkoon K kommutatiivinen rengas, jonka karakteristika on alkuluku p. Olkoon ¢: K —
K kuvaus ¢(a) = a?. Osoita, ettd ¢ on rengashomomorfismi.

Ratkaisu. Tehtavin 7 nojalla ¢: (K, +) — (K, +) on homomorfismi:
dla+0b) = (a+b)P =d’ + b = ¢(a) + ¢(b)
kaikille a, b € K. Koska kertolasku on kommutatiivinen,
¢(ab) = (ab)’ = a"b" = p(a)p(b)
kaikille a,b € K, joten ¢: (K, ) — (K, -) on homomorfismi. Lisdksi ¢(1) = 17 = 1.
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