Renkaat ja kunnat 2021

Harjoitus 2: ratkaisuja

1. Olkoon = kahden alkion joukon X = {a,b} laskutoimitus, jonka laskutaulu on
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Onko laskutoimitus * skommutatiivinen? Onko se assosiatiivinen?

Ratkaisu. Laskutaulusta ndemme, ettd a = b = b # a = b = a, joten laakutoimitus ei ole
kommutatiivinen. Lisdksi a = (a*a) = a*b =0 +# a = bxa = (a*a)*a, joten laskutoimitus
ei ole myoskédan assosiatiivinen.

2. Olkoon X joukko. Onko potenssijoukon Z(X) laskutoimituksilla n ja U neutraalial-
kiot? Onko jokaisella A € &(X) kaanteisalkiot laskutoimitusten n ja U suhteen?

Ratkaisu. Molemmilla laskutoimituksilla on neutraalialkio: Alkio X € Z(X) on lasku-
toimituksen N neutraalialkio, silli X n A = A = An X kaikille A e Z(X) ja J € Z(X)
on laskutoimituksen U neutraalialkio, silld @ U A = A = A u J kaikille A € Z(X).

Ainoastaan alkiolla X € (Z(X), n) on kaanteisalkio: Jos An B = X, niin X < A ja
X < B. Tami patee vain, kun A = B = X. Ainoastaan alkiolla ¢J € (#£(X),u) on
kadnteisalkio: Jos Au B = ¢F, niin A ¢ J ja B < . Tama pétee vain, kun A = B = (J.

3. Todista Lemma 1.22(2).

Ratkaisu. Olkoot z = a + ib,w = c+id € C. Télléin zw = (ac — bd) +i(ad + bc) = 0, jos

ja vain jos

ac —bd =0

PO (1)
ad + bc =0

Kerrotaan ensimmaéinen yhtalo luvulla ¢ ja toinen luvulla d. Laskemalla néin saatavat

yhtdlot yhteen saadaan a(c? + d?) = 0. Jos ¢? + d* = 0, niin w = ¢ + id = 0. Muutoin
taytyy olla a = 0. Talloin yhtalopari (1)) on

bd =0
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Siisb =0taic=d = 0. Jos b =0, niin z = a+1ib = 0. Muuten yhtaloparin molemmat
yhtalot voidaan jakaa luvulla b ja saadaan ¢ = 0 = d. Talloin w = ¢+ id = 0.

4. Osoita, etté kaikilla z,w € C pitee z = 2z, z + w = Z + w, zwW = zw ja n(z) = n(z).



Ratkaisu. Olkoot z = a + tb,w = ¢ + id € C. Télloin

(Z)=a—ib=a+ib= 2z,

ztw=a+c+ilb+d) =a+c—i(b+d)=(a—ib)+ (b—id) =z+w,
zw = (a —ib)(a — id) = (ad — be) —i(ad + bc) = Zw ja

n(z) = n(a + (=b)i) = a* + b* = n(z).

il
Il

5. Olkoon R rengas. Osoita, etta
(1) z(—y) = (—x)y = —(zy) kaikilla x,y € R,

(2) z(y—2) =2y — 2z ja (y — 2)x = yr — zx kaikilla z,y, z € R.

Ratkaisu. (1) Olkoot z,y € R. Distributiivisuuden ja Proposition 3.9(1) nojalla

ry+a(-y) =z(y—y)=20=0.

Koska yhteenlasku on kommutatiivinen, tastd seuraa x(—y) = —(xy). Samalla tavalla
niahdéan, etta

ry+ (—2)y=(r—2)y=0y =0,

joten (—x)y = —(zy).
(2) Olkoot z,y, z € R. Distributiivisuuden ja kohdan (1) nojalla

x(y—z) =axy+x(—2) =2y —xz
ja
(y—2)r=yzr+ (—2)z = yr — 2x.

6. Todista Propositio 3.11(2).

Ratkaisu. Jos r € R on alkio, jolle patee 0 = 1, niin Proposition 3.9(1) nojalla
0=r0=1.
Tam4a on mahdotonta Proposition 3.11(1) nojalla.
7. Olkoon (R,®,-) kahdella laskutoimituksella varustettu joukko siten, ettd @ ja - ovat
assosiatiivisia ja
(1) (R,®) on ryhma,
(2) kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen ja
(3) kertolaskulla on neutraalialkio 1 = 15 € R.

Osoita, ettd (R,®, ) on rengas.

Ratkaisu. Olkoot z,y € R. Télloin distributiivisuuden ja assosiatiivisuuden nojallaﬂ

(leh@Eey =(lehrelely=(lrel)e(lyely) =20 (tey) ey)
! Assosiatiivisuuden nojalla (a +b) + (c+d) =a+ (b+ (c+d)) =a+ ((b+c) +d)




ja toisaalta

1e)(z@y) =1z@y) @1z Dy) =@ ((y®z) Dy) .

Yhtalosta @ ((m@y)@y) = x@((y@x)@y) saadaan kdyttamalla kahdesti supistussdantoa
r @y =y @ x. Siis yhteenlasku on kommutatiivinen, joten R on rengas.

8. Todista Propositio 3.15.

Ratkaisu. Olkoon R rengas ja olkoon S < R alirengas. Talloin S on laskutoimituksella
varustettujen joukkojen (S, +) ja (5,-) vakaa osajoukko. Siis (1) pétee. Koska jokaisella
s € (S,+) on vasta-alkio, erityisesti tdmé péatee alkiolle 1z = 1g € S. On siis alkio
x €S < R, jolle pitee x+ 1z = 0g = 0r. Vasta-alkion yksikéasitteisyyden nojalla x = —13.
Siis ehto (2) pétee.

Oletetaan, ettd S < R on osajoukko, jolle patee ehdot (1) ja (2). Ehdon (1) nojalla S
on laskutoimituksella varustettujen joukkojen (.S, +) ja (.5, ) vakaa osajoukko. Siis + ja -
indusoivat laskutoimitukset joukkoon S. Molemmat laskutoimitukset ovat assosiatiivisia,
koska ne ovat assosiatiivisia renkaassa R, jonka osajoukko S on. Samasta syystd + on
kommutatiivinen ja - on distributiivinen yhteenlaskun suhteen. Oletusten (1) ja (2) ja
Proposition 3.9(2) nojalla 1z = (—1g)(—1g) € R. Siis laskutoimituksella varustetussa
joukossa (.S, -) on neutraalialkio.

Olkoon s € S. Oletusten (1) ja (2) nojalla (—1g)s € S ja pétee s + (—1g)s = Og = 0,
joten alkiolla s € (S,+) on vasta-alkio —s = (—1g)s € S. Samalla ndimme myos, etti
Og € S, joten (S, +) on kommutatiivinen ryhmaé. Siis S on rengas, jolle patee 1g = 1g.



