Renkaat ja kunnat 2021

Harjoitus 1: ratkaisuja

1. Olkoot (A, ) ja (C,®) laskutoimituksella varustettuja joukkoja ja olkoon f: (A, *) —
(C,®) homomorfismi. Osoita:

(a) Jos B < A on vakaa, niin f(B) < C on vakaa.

(b) Jos B = C on vakaa ja f~!(B) ei ole tyhji joukko, niin f~!(B) < A on vakaa.

Ratkaisu. (a) Olkoot ¢y, co € f(B). Talloin on by, by € B, joille f(by) = ¢1 ja f(b2) = co.
Koska B on vakaa, patee by = by € B. Siis f(b1) ® f(ba) = f(by = by) € f(B), koska f on
homomorfismi.

(b) Olkoot ay,as € f~4(B). Talléin f(ay), f(az) € B. Koska f on homomorfismi ja B on
vakaa, patee f(aj *az) = f(a;) ® f(ag) € B. Siis a; #ap € f~1(B), jotenf~!(B) on vakaa.
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on matriisien kertolaskulla varustetun joukon (My(R), ) vakaa osajoukko.
Osoita, etta laskutoimituksella varustettu joukko (R—{0}, -) on isomorfinen matriisien
kertolaskulla varustetun joukon (A, -) kanssa.

2. Osoita, etta

Ratkaisu. Olkoot a,as € R — {0}. Talloin
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joten ¢ on homomorfismi. Homomorfismi ¢ on surjektio, silla méaritelménsid mukaan

A={§(a):aecR—{0}} = $(R*).

Jos ¢(a1) = ¢(ag), niin matriisien ¢(a;) ja ¢(az) kertoimet ovat samat, joten erityisesti
a1 = as. Siis ¢ on injektio. Siis ¢ on isomorfismi.

Siis A on vakaa.

Olkoon ¢: R* — A kuvaus ¢(a) = ( ) Téalloin

3. Olkoot f: (A,*) — (B,®) ja g: (B,®) — (C, ) laskutoimituksella varustettujen jouk-
kojen homomorfismeja. Osoita, ettd g o f on homomorfismi.

Ratkaisu. Olkoot aq,a, € A. Talloin yhdistetyn kuvauksen maéritelmén, kuvauksen f
homomorfisuuden, kuvauksen g homomorfisuuden ja yhdistetyn kuvauksen méaritelmén
nojalla

go flar=ag) = g(f(ar+as)) = g(f(ar) @ f(az)) = g(f(ar))-9(f(a2)) = go flar)-go f(az) .

Siis g o f on homomorfismi.



4. Olkoon (A, *) laskutoimituksella varustettu joukko ja olkoon Hom(A, A) kaikkien ho-
momorfismien ¢: (A, %) — (A, =) joukko. Osoita, ettd homomorfismien yhdistdminen on
laskutoimitus joukossa Hom(A, A).

Ratkaisu. Olkoot ¢y, ¢o € Hom(A,a). Siis ¢1,¢p2: A — A ovat homomorfismeja. Tehté-
van 3| nojalla ¢ o ¢o: A — A on homomorfismi. Siis ¢; o ¢y € Hom(A, A), joten kuvaus
(1 ¢2) — &1 © ¢o on joukon Hom(A, A) laskutoimitus.

5. Olkoot (E,+*) ja (E',®) laskutoimituksella varustettuja joukkoja ja olkoon = assosia-
tiivinen. Olkoon h: (F,x) — (E',®) surjektiivinen homomorfismi. Osoita, ettd ® on
assosiatiivinen.

Ratkaisu. Olkoot o/,b',¢ € E’. Koska f on surjektio, on a,b,c € E, joille f(a) = &/,
f(b) =V ja f(c) = ¢. Kayttamalla kahdesti kuvauksen f homomorfisuutta, sitten lasku-
toimituksen = assosiatiivisuutta ja taas kahdesti kuvauksen f homomorfisuutta saamme
yhtaloketjun

(@)@ = (f(a)® f(0) ® f(c) = flaxb)® fc) = f((axb)xc) = flax(bxc))
= fla)® f(bxc) = fla)®(f(0)® f(c)) =ad' @V ® ).

Siis laskutoimitus ® on assosiatiivinen.

6. Olkoon = rationaalilukujen laskutoimitus, joka mééritelladn asettamalla

axb=

2

Onko laskutoimitus * assosiatiivinen? Onko laskutoimituksella * neutraalialkio?

Ratkaisu. Laskutoimitus = ei ole assosiatiivinen: Esimerkikksi
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Laskutoimituksella * ei ole neutraalialkiota: Jos n € Q on neutraalialkio ja a € Q, niin

a=n*a= "7”, joten n = a, mutta tdmaé ei voi pétea kaikille a € Q.

(O*O)*lz

=0=x(0=1).

7. Todista Propositio 1.19: Olkoon X # ¢F ja olkoon * joukon X assosiatiivinen laskutoi-
mitus. Jos alkiolla g € X on kadanteisalkio, se on yksikésitteinen.

Ratkaisu. Olkoon g € (X, ) alkio, jolla on kaéanteisalkio. Talloin laskutoimituksella = on
neutraalialkio e € (X, #). Jos a,a’ € X ovat alkion g kdanteisalkioita, niin a*g = e = g=a’.
Talloin assosiatiivisuuden nojalla

a=axe=ax(g=ad)=(axg)+d =exd =d.

Avaruuden R? wvektoritulo eli ristitulo on laskutoimitus, joka maaritelliin asettamalla
kaikille a = (CLl, as, CL3) ja b= (bl, bg, bg) € R3
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8. Osoita, etta

(a) x on antikommutatiivinen: b x a = —a x b kaikille a,b € R3.
(b) x on distributiivinen vektorien yhteenlaskun suhteen.
(

c) x ei ole assosiatiivinen.
Ratkaisu. Olkoot a,b,c € R3.
(a) Lasku osoittaa

a x b= (azbs — agba, asby — a1bs, arbs — azhy)

= —(bgag — bgag, bgal — blag, blbag - 62&1> =-bxa.
(b) Lasku osoittaa

ax (b+c) = (az(bs + c3) —az(by + ¢2),a3(by + ¢1) — ay(bs + ¢3),a1(by + ¢2) — az(by + ¢1))
= (G253 — asby, asby — a1bs, ajby — CL251)

+ (agcs — ascq, a3cy — a1C3,a1C0 — azcy) =a X b+a x c.
Kohdan (a) nojalla

(b+c)xa=—-ax(b+c)=—(axb+axc)=—-axb—axc=bxa+bxc=(b+c)xa.

(c) Lasku osoittaa, etta
((1,0,0) x (1,0,0)) x (0,1,0) = (0,0,0) x (0,1,0) = (0,0,0)
ja
(1,0,0) x ((1,0,0) x (0,1,0)) = (1,0,0) x (0,0,1) = (0,—1,0).
Siis

((1,0,0) x (1,0,0)) x (0,1,0) # (1,0,0) x ((1,0,0) x (0,1,0)).



