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Ryhmät 2021

Harjoitus 7: ratkaisuja

1. Osoita, että Q8 ď Hˆ.

Ratkaisu. Koska Q8 Ă Hˆ on määritelty luettelemalla 8 alkiota, se ei ole tyhjä joukko
ja selvästi Q8 ei ole koko Hˆ. Luvussa 4.3. osoitettiin, että

i2
“ j2

“ k2
“ ´1 (1)

ja
ij “ k “ ´ji, ki “ j “ ´ik, jk “ i “ ´kj . (2)

Siis kaikille x, y P Q8 pätee xy P Q8. Lisäksi yhtälöistä (1) seuraa

ip´iq “ p´iqi “ jp´jq “ p´jqj “ kp´kq “ p´kqk “ 1 , (3)

joten x´1 P Q8 jokaiselle x P Q8. Aliryhmätestin nojalla Q8 ă Hˆ.

2. (a) Osoita, että ryhmän G keskus ZpGq on normaali aliryhmä.
(b) Osoita, että ryhmän Q8 kaikki aliryhmät ovat normaaleja.

Ratkaisu. (a) Toisissa harjoituksissa tehdyssä Harjoitustehtävässä 9.6 osoitettiin, että
ZpGq ď G. Olkoon g P G ja olkoon h P ZpGq. Keskuksen määritelmän nojalla

ghg´1
“ hgg´1

“ h ,

joten Proposition 12.5 nojalla ZpGq Ĳ G.
(b) Lagrangen lauseen nojalla mahdolliset aliryhmien kertaluvut ovat 1, 2, 4 ja 8. Ainoas-
taan alkion ´1 kertaluku on 2, se virittää kertaluvun 2 syklisen ryhmän. Alkioiden ¯i, ˘j
ja ˘k kertaluku on 4, ne virittävät yhteensä kolme kertaluvun 4 syklistä ryhmää. (Esi-
merkiksi xiy “ ti,´1,´i, 1u “ x´iy ja vastaavasti alkioille ˘j ja ˘k.) Lisäksi kaaviossa
ovat triviaalit aliryhmät t1u ja Q8.

Q8

xiy xjy xky

x´1y

t1u

Näimme, että
rQ8 : xiys “ rQ8 : xjys “ rQ8 : xkys “ 2 ,

joten Proposition 12.3 nojalla xiy Ÿ Q8, xjy Ÿ Q8 ja xky Ÿ Q8. On helppo tarkastaa, että
t1,´1u ď ZpQ8q ja yhtälöt (2) osoittavat, että ryhmän muut alkiot eivät ole keskuksessa.
Siis (a)-kohdan nojalla t1,´1u Ÿ Q8. 1

1Tämän tehtävän voi ratkaista myös tarkastelemalla aliryhmien sivuluokkia tai Proposition 12.5.
avulla.
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3. Olkoon H Ĳ An normaali aliryhmä, joka sisältää ainakin yhden 3-syklin. Osoita, että
H “ An.

Ratkaisu. Olkoon pabcq P H. Tällöin myös pacbq “ pabcq2 P H, joten molemmat 3-syklit,
joissa alkiot a, b ja c esiintyvät ovat aliryhmässä H.

Harjoitustehtävässä 10.14(1) osoitettiin, että pabqpcdqpabcqpcdqpabq “ padbq. Normaa-
luden nojalla padbq P H. Siis mikä tahansa 3-syklissä esiintyvä alkio voidaan vaihtaa kon-
jugoimalla sellaiseen, joka ei siinä esiinny. Toistamalla tätä nähdään, että kaikki 3-syklit
ovat aliryhmässä H. Proposition 10.21 nojalla H “ An.

4. Osoita, että A5 on yksinkertainen ryhmä.

Ratkaisu. Olkoon N Ÿ A5, #N ě 2. Harjoitustehtävän 12.5 nojalla riittää osoittaa, että
aliryhmässä N on 3-sykli.

Harjoitustehtävän 10.13 nojalla aliryhmässä N on 3-sykli, 5-sykli tai kahden erilli-
sen syklin tulo. Jos pabcdeq P H, niin Proposition 10.14 kohtien (2) ja (3) nojalla N Q

pacbqpabcdeqpabcq “ pabdecq ja siten N Q pabcdeqpabdecq “ pabcdeqpacedbq “ padcq. Jos
pabqpcdq P N , niin Proposition 10.14 kohtien (4) ja (5) nojalla N Q paebqpabqpcdqpabeq “
paeqpcdq ja siten N Q pabqpcdqpaeqpcdq “ paebq.

5. Osoita, että D6 – S3 ˆ pZ{2Zq.

Ratkaisu. Geometriasta näkee, että D3 ă D6. Kertalukujen perusteella näemme, että
rD6 : D3s “ 2, joten Proposition 12.3 nojalla D3 Ÿ D6.

Olkoon H “ x´ idy ă D6. Proposition 12.22 nojalla D3H ď D6. Koska ´ id P D6 ´

D3, Lagrangen lauseen nojalla pätee D6 “ D3H. Lisäksi ´ id P ZpOp2qq, joten D6 on
alityhmiensä D2 ja H sisäinen suora tulo. Propositioiden 9.30 ja 8.19 nojalla

D6 “ D3 ˆH – D3 ˆ pZ{2Zq .

6. Osoita, että Epnq on ryhmä.

Ratkaisu. Aloitamme osoittamalla, että Epnq Ă PermpRnq. Tarkastetaan siis, että ku-
vaukset EA,b ovat bijektioita. Olkoot A P Opnq ja b P Rn. Olkoon y P Rn. Tällöin

EA,bpA
´1
py ´ bqq “ ApA´1

py ´ bqq ` b “ y .

Siis EA,b on surjektio. Oletetaan sitten, että EA,bpxq “ EA,bpyq joillain x, y P Rn. Tällöin

Ax` b “ Ay ` b ,

joten Apx´yq “ 0. Koska A P Opnq on kääntyvä, saadaan x´y “ 0. Siis EA,b on injektio.
Osoitetaan sitten, että Epnq ď PermpRnq. Määritelmänsä nojalla Epnq ei ole tyhjä.

Olkoot sitten EA,a, EB,b P Epnq. Tällöin

EA,a ˝ EB,bpxq “ ApBx` bq ` a “ ABx` Ab` a “ EAB,Ab`apxq

kaikille x P Rn, joten
EA,a ˝ EB,b “ EAB,Ab`a P Epnq . (4)
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Yhtälön (4) avulla huomataan, että

EA,b ˝ EA´1,´A´1b “ EIn,0 “ id .

Proposition 8.4(3) nojalla
E´1

A,b “ EA´1,A´1b P Epnq . (5)

Aliryhmätestin nojalla Epnq ď PermpRnq.

7. Osoita, että Tpnq Ÿ Epnq ja että Epnq{Tpnq – Opnq ja että Epnq “ Tpnq ¸Opnq.

Ratkaisu. Olkoon P0 : Epnq Ñ Opnq, P0pEA,bq “ A. Yhtälön (4) nojalla P0 on homomor-
fismi. Jokaiselle A P Opnq pätee P0pEA,0q “ A, joten P0 on surjektio. Lisäksi

kerP0 “ tF P Epnq : P0pF q “ Inu “ tEIn,b : b P bu “ Tpnq ,

joten ryhmien isomorfismilauseen nojalla Epnq{Tpnq – Opnq.
Kuvaus φ : Opnq Ñ Epnq, φpAq “ EA,0 on homomorfismi yhtälön (4) nojalla. Se on

määritelmänsä nojalla injektio, joten ryhmät Opnq ja Opnq “ φpOpnqq ovat isomorfisia.
Osoitetaan, että Epnq on aliryhmiensä Tpnq ja Opnq sisäinen puolisuora tulo. Olkoon

EA,b P Epnq. Tällöin EA,b “ Tb ˝ EA,0, joten Epnq “ TpnqOpnq Jos EA,b P Opnq X Tpnq,
niin b “ 0 ja A “ In, joten EA,b on identtinen kuvaus. Siis Epnq “ Tpnq ¸Opnq sisäisenä
puolisuorana tulona, joten Epnq “ Tpnq ¸Opnq abstraktina puolisuorana tulona.
Huomaa: Aliryhmän Tpnq normaaliuden voi tarkastaa ilman homomorfismin P0 käyt-
töäkin, mutta tällöin ei päästä suoraan kiinni tekijäryhmään: Yhtälöistä (4) ja (5) seuraa,
että Tpnq ď Epnq. Tämä on toki helppo tarkastaa suoraankin.

Olkoot A P Opnq ja Tb P Tpnq. Tällöin kaikille x P Rn pätee

A ˝ Tb ˝ A
´1
pxq “ ApA´1

pxq ` bq “ x` Ab “ TAbpxq ,

joten A ˝ Tb ˝ A
´1 “ TAb P Tpnq. Siis Tpnq Ÿ Epnq.

8. Osoita, että Sn on ryhmien An ja Z{2Z puolisuora tulo.

Ratkaisu. Esimerkin 12.8(a) nojalla An Ÿ Sn. Olkoon H “ p12q. Tällöin H – Z{2Z
ja H X An “ tidu. Proposition 12.22 nojalla An ă AnH ď Sn ja rSn : Ans “ 2, joten
AnH “ Sn. Siis Sn “ An ¸H – An ¸ Z{2Z.


