Ryhmit 2021

Harjoitus 7: ratkaisuja

1. Osoita, ettd Qg < H*.

Ratkaisu. Koska ()3 = H* on maéritelty luettelemalla 8 alkiota, se ei ole tyhja joukko
ja selvisti Qg ei ole koko H*. Luvussa 4.3. osoitettiin, etta

i’=j*=k*=—-1 (1)
ja
—k——ji, ki—j——ik, jk—i——Kj. 2)
Siis kaikille x, y € Qg pitee zy € Qs. Lisiksi yhtaloista (1)) seuraa
i(—1) = ()i =j(-j) = (=i = k(-k) = (-k)k =1, (3)

joten 27! € Qg jokaiselle 7 € Qg. Aliryhmitestin nojalla Qg < H*.

2. (a) Osoita, ettd ryhmén G keskus Z(G) on normaali aliryhma.
(b) Osoita, ettd ryhmén Qg kaikki aliryvhmét ovat normaaleja.

Ratkaisu. (a) Toisissa harjoituksissa tehdyssid Harjoitustehtévissd 9.6 osoitettiin, ettd
Z(G) < G. Olkoon g € G ja olkoon h € Z(G). Keskuksen maaritelmén nojalla

ghg™' =hgg™' =h,

joten Proposition 12.5 nojalla Z(G) < G.

(b) Lagrangen lauseen nojalla mahdolliset aliryhmien kertaluvut ovat 1, 2, 4 ja 8. Ainoas-
taan alkion —1 kertaluku on 2, se virittdd kertaluvun 2 syklisen ryhmén. Alkioiden Fi, +j
ja tk kertaluku on 4, ne virittavit yhteensi kolme kertaluvun 4 syklistd ryhmaa. (Esi-
merkiksi (i) = {i, —1, —i,1} = (—i) ja vastaavasti alkioille +j ja +k.) Lisdksi kaaviossa
ovat triviaalit aliryhmét {1} ja Qs.
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Naimme, etta
[Qs : (] = [Qs : ()] = [Qs : k)] = 2,
joten Proposition 12.3 nojalla (i) < Qs, () < Qs ja (k) < Qs. On helppo tarkastaa, etta

{1,—1} < Z(Qs) ja yhtalot (2)) osoittavat, ettd ryhméan muut alkiot eivit ole keskuksessa.
Siis (a)-kohdan nojalla {1, —1} < Qs.[]

!Tamén tehtdvin voi ratkaista myos tarkastelemalla aliryhmien sivuluokkia tai Proposition 12.5.
avulla.




3. Olkoon H < A,, normaali aliryhmé, joka sisdltda ainakin yhden 3-syklin. Osoita, etta

H=A,.

Ratkaisu. Olkoon (abc) € H. Tallin myés (ach) = (abc)? € H, joten molemmat 3-syKklit,
joissa alkiot a, b ja c esiintyvat ovat aliryhméssa H.

Harjoitustehtévassa 10.14(1) osoitettiin, etta (ab)(cd)(abe)(cd)(ab) = (adb). Normaa-
luden nojalla (adb) € H. Siis mika tahansa 3-syklissa esiintyvé alkio voidaan vaihtaa kon-
jugoimalla sellaiseen, joka ei siind esiinny. Toistamalla tatd nahdaan, etta kaikki 3-syklit
ovat aliryhméssa H. Proposition 10.21 nojalla H = A,,.

4. Osoita, ettd A5 on yksinkertainen ryhma.

Ratkaisu. Olkoon N <« A5, #N > 2. Harjoitustehtdvin 12.5 nojalla riittaa osoittaa, etté
aliryvhmésséd N on 3-sykli.

Harjoitustehtdavan 10.13 nojalla aliryhméssd N on 3-sykli, 5-sykli tai kahden erilli-
sen syklin tulo. Jos (abcde) € H, niin Proposition 10.14 kohtien (2) ja (3) nojalla N 3
(acb)(abede)(abc) = (abdec) ja siten N 3 (abede)(abdec) = (abede)(acedb) = (adce). Jos
(ab)(cd) € N, niin Proposition 10.14 kohtien (4) ja (5) nojalla N 3 (aeb)(ab)(cd)(abe) =
(ae)(cd) ja siten N 3 (ab)(ed)(ae)(cd) = (aeb).

5. Osoita, etta Dg =~ S3 x (Z/27).

Ratkaisu. Geometriasta nikee, ettd D3 < Dg. Kertalukujen perusteella ndemme, etté
[Dg : D3] = 2, joten Proposition 12.3 nojalla D3 <t Dg.

Olkoon H = {(—id) < Dg. Proposition 12.22 nojalla DsH < Dg. Koska —id € Dg —
D3, Lagrangen lauseen nojalla piatee Dg = DsH. Lisdksi —id € Z(O(2)), joten Dg on
alityhmiensa Dy ja H sisdinen suora tulo. Propositioiden 9.30 ja 8.19 nojalla

Ds = Dy x H = Dy x (7,)27).
6. Osoita, ettd E(n) on ryhma.

Ratkaisu. Aloitamme osoittamalla, ettd E(n) < Perm(R"). Tarkastetaan siis, ettd ku-
vaukset E4; ovat bijektioita. Olkoot A € O(n) ja b e R™. Olkoon y € R". T&lloin

Eap(A7 y—b)) = A(A(y—b) +b=1y.
Siis E4 5 on surjektio. Oletetaan sitten, ettd E4,(z) = Ea,(y) joillain z,y € R™. Talléin
Ar+b=Ay +0,
joten A(z —y) = 0. Koska A € O(n) on kddntyvé, saadaan x —y = 0. Siis E 4 on injektio.
Osoitetaan sitten, ettd E(n) < Perm(R"). Mééritelmansé nojalla E(n) ei ole tyhja.
Olkoot sitten Ey4 ,, Epp € E(n). Talloin

Ejo0Epy(r) = A(Br+b) +a=ABx + Ab+ a = Eap ap+q(2)

kaikille x € R"™, joten
EsooEpy = Eapapia € E(n). (4)



Yhtalon (4f) avulla huomataan, etta
EAJ, 9 EAfl,—Aflb = E[m() =id .

Proposition 8.4(3) nojalla
Eyy = Ea-1 a1, € E(n). (5)

Aliryhmétestin nojalla E(n) < Perm(R™).
7. Osoita, ettd T(n) < E(n) ja ettd E(n)/T(n) = O(n) ja ettd E(n) = T(n) x O(n).

Ratkaisu. Olkoon Fy: E(n) — O(n), Py(Eap) = A. Yhtélon (4)) nojalla Py on homomor-
fismi. Jokaiselle A € O(n) péatee Py(E40) = A, joten Py on surjektio. Liséksi

ker Py ={F € E(n): Ry(F)=1,} ={E,,:beb} =T(n),

joten ryhmien isomorfismilauseen nojalla E(n)/T(n) = O(n).

Kuvaus ¢: O(n) — E(n), ¢(A) = E4 on homomorfismi yhtélén (4]) nojalla. Se on
méadritelméinsé nojalla injektio, joten ryhmat O(n) ja O(n) = ¢(O(n)) ovat isomorfisia.

Osoitetaan, ettd E(n) on aliryhmienséd T(n) ja O(n) sisdinen puolisuora tulo. Olkoon
Eap € E(n). Télloin Eqp = Ty 0 Eay, joten E(n) = T(n)O(n) Jos Eap € O(n) n T(n),
niin b = 0 ja A = I,,, joten E4; on identtinen kuvaus. Siis E(n) = T(n) x O(n) sisdisena
puolisuorana tulona, joten E(n) = T(n) x O(n) abstraktina puolisuorana tulona.
Huomaa: Aliryhmén T(n) normaaliuden voi tarkastaa ilman homomorfismin Py kéyt-
toakin, mutta téalloin ei padsta suoraan kiinni tekijaryhmaén: Yhtéaloista (4)) ja seuraa,
ettd T(n) < E(n). TAmé& on toki helppo tarkastaa suoraankin.

Olkoot A € O(n) ja T, € T(n). Talloin kaikille z € R™ pétee

AoTyo A (x) = A(A7 (z) +b) = 2 + Ab = Tyy(x),

joten AoTyo A~ = Ty, € T(n). Siis T(n) < E(n).
8. Osoita, ettd S,, on ryhmien A,, ja Z/27 puolisuora tulo.

Ratkaisu. Esimerkin 12.8(a) nojalla A, < S,,. Olkoon H = (12). Talloin H =~ Z/27Z
ja H n A, = {id}. Proposition 12.22 nojalla A, < A,H < S, ja [S, : A,] = 2, joten
ALH = S,. Siis S, = A, x H = A, » Z/2Z.



