Ryhmit 2021

Harjoitus 5: ratkaisuja

1. Osoita, ettd R, < C* ja méaaritd aliryhméan R, sivuluokat ryhméssia C*. Piirrd kuva,
joka havainnollistaa sivuluokkien maardamaa ositusta.

Ratkaisu. Positiivisten reaalilukujen tulo on positiivinen reaaliluku ja positiivisen reaa-
liluvun kédénteisluku on positiivinen reaaliluku. Aliryhmétestin nojalla siis R, < C*.

Kompleksiluvun a € C* sivuluokka aR, = {at : t € R, } on luvun a kautta kulkeva
puolisuora.  Proposition 11.4 mukaan aR, = bR,, jos ja vain jos a/b € R, mikd on
yhtéapitavaa sen kanssa, ettéd on tg € Ry, jolle a = bty.

2. Todista Propositio 11.4.

Ratkaisu. (1) Olkoot z,y € G. Oletetaan, ettd x H = yH. Talloin jokaisella h € H pétee
xh € yH, joten samaan tapaan on k € H siten, ettd wh = yk. Siis y'o = kh~'e H.
Oletetaan sitten, ettd y~'x € H. Olkoon h € H. Tilloin

wh = a(z"lyy " o)h = (xx™)y(y~'a)h = y(y~'zh) e yH
joten xH < yH. Toisaalta myds z 7'y = (y~*x)~! € H, joten
yh = yly tzx~ty)h = v(z'yh) e vH .
Siis tH = yH.

Kohta (2) todistetaan samaan tapaan.

3. Olkoon G ryhmaé ja olkoon H < G. Osoita, ettd kuvaus b : G/H — H\G, b(aH) =
Ha™! on bijektio.



Ratkaisu. Proposition 11.4 kohdan (1) nojalla *tH = yH, jos ja vain jos y 'z € H ja
kohdan (2) nojalla Hz~! = Hy ™!, jos ja vain jos y 'z € H. Siis

b(yH) = Hy ' = Hor ' = b(zH), (1)

jos ja vain jos y 'z € H. Siis kuvaus b on hyvin médritelty.

Edella tehty lasku osoittaa myos, ettd b on injektio: Jos b(yH) = b(xH), niin
ylr € H, joten tH = yH. Olkoon Ha € H\G. Tilléin b(a 'H) = Ha, joten b on
surjektio. Siis b on bijektio.

4. Maarita kaikki ryhmien (Z/6Z, +) ja (Z/7Z,+) aliryhmét.

Ratkaisu. Lagrangen lauseen nojalla ryhmaélla Z/6Z voi koko ryhmén Z/6Z ja aliryhméan
{0 + 6Z} liséksi olla aliryhmié, joiden kertaluvut ovat 2 tai 3. Tallaiset aliryhmat ovat
syklisid, koska mahdolliset kertaluvut 2 ja 3 ovat alkulukuja. Ryhmé (3 + 6Z) on ainoa
kahden alkion aliryhmé, sillé (3 + 6Z) on ainoa alkio, jonka kertaluku on 2. Kertaluvun 3
alkioita on 2, alkiot 2+ 6Z ja 4+ 6Z, ja ne virittavat saman aliryhmén (2+6Z) = {(4+67Z).

Lagrangen lauseen nojalla ryhmalla (Z/7Z,+) on vain triviaalit aliryhmét Z/77Z ja
{0 + 7Z}, koska 7 on alkuluku.

5. Olkoon G aarellinen ryhma. Olkoot K < H < (. Osoita Lagrangen lauseen avulla,
etta indekseille pétee:

|[G:K]|=[G:H]|H:K].

Ratkaisu. Lagrangen lauseen nojalla

HG#H  #G

[G:H][H:K]—#H#K_#K_

|G : K].

6. Olkoon G ryhmaé, jossa on korkeintaan 5 alkiota. Osoita, ettd G on kommutatiivinen.

Ratkaisu. Kertalukujen 1, 2, 3 ja 5 ryhmat ovat syklisid Seurauksen 11.14 nojalla. Siis
ne ovat kommutatiivisia esimerkiksi Lauseen 9.25(1) nojalla, koska ryhmét Z /27, 7./3Z ja
Z/5Z ovat kommutatiivisia.

Olkoon G ryhma, jossa on 4 alkiota. Jos G on syklinen, niin se on kommutatiivinen
kuten edelld. Oletetaan, ettd G ei ole syklinen. Seurauksen 11.13 nojalla jokaisen alkion
g € G, joka ei ole neutraalialkio, kertaluku on 2. Harjoitustehtévin 9.14 nojalla G on
kommutatiivinen. [1

7. Osoita, etta Sy = ((12), (1234)).

Ratkaisu. Ryhmassa S, on 4! = 24 alkiota, joten Lagrangen lauseen nojalla riittaé osoit-
taa, ettd aliryhmaéssa ((12), (1234)) on vahintaan 13 alkiota. Téllaisen 13 alkion osajoukon
voi 16ytad monella eri tavalla, esimerkiksi ndin: Virittajien virittamissa syklisissa aliryh-
missd on yhteensi 5 alkiota id, (12), (1234), (1234)% = (13)(24) ja (1234)® = (4321).
Muita alkioita ovat esimerkiksi (12)(1234) = (234) ja (234)% = (432), (1234)(12) = (134),

'Ttse asiassa se on Kleinin neliryhmé Propositioiden 9.30 ja 8.19 nojalla, mutta téiti ei pyydetty
todistamaan.



(134)% = (431) ja (12)(1234)(12) = (1342). Sen potensseista saadaan (14)(23) ja (2431),
jolloin on loydetty 12 alkiota. Kun huomataan vield, ettd esimerkiksi (12)(1234)* =

(12)(13)(24) = (1324) ei ole aiemmassa luettelossa, niin tarvittavat 13 alkiota on 10y-
detty.

8. Todista Propositio 12.7(2): Olkoon ¢: G — G’ ryhm&homomorfismi. Olkoon H' < G'.
Tillsin ¢~ (H') < G.

Ratkaisu. Proposition 9.11(2) nojalla ¢~'(H’) < G. Olkoon g € G ja olkoon h € ¢! (H').
T&llsin ¢(h) € H'. Proposition 8.19 nojalla ¢(g7!) = ¢(g)™!, joten

d(ghg™") = o(g)o(R)d(g~") = d(g)p(h)p(g) ' € H',

koska H' < G'. Siis ghg™ € ¢~ '(H’), joten Proposition 12.5 nojalla ¢—!(H') < G.



