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Ryhmät 2021

Harjoitus 3: ratkaisuja

1. Olkoon X joukko ja olkoon x0 P X. Olkoon

F “ tf P PermpXq : fpx0q “ x0u

Osoita, että F ď PermpXq.

Ratkaisu. Joukko F ei ole tyhjä, sillä idXpx0q “ x0, joten idX P F . Jos f, g P F , niin
f ˝ gpx0q “ fpgpx0q “ fpx0q “ x0, joten f ˝ g P F . Samoin, jos f P F , niin f´1px0q “ 0,
sillä fpx0q “ x0. Siis f´1 P F . Aliryhmätestin nojalla F ď PermpXq.

2. Todista Lemma 9.22.

Ratkaisu. Olkoon
M “ mintk ě 1 : gk

“ eu .

Tällöin kaikilla b P Z pätee gbM “ pgMqb “ e. Jakoyhtälön nojalla kaikilla K P Z pätee
K “ K0 ` aM joillain 0 ď K0 ďM ´ 1 ja a P Z. Siis gK “ gK0gaM “ gK0 , joten

xgy Ă te “ g0, g, g2, . . . , gM´1
u .

Jos joillekin 0 ď m ď n ď M ´ 1 pätee gm “ gn, niin gn´m “ e ja 0 ď n ´ m ă M .
Luvun M määritelmän nojalla n ´m “ 0, joten n “ m. Siis xgy “ te, g, g2, . . . , gM´1u,
joten M “ ord g.

3. Todista Lause 9.25(2).

Ratkaisu. Olkoon φ : xay Ñ G ryhmähomomorfismi. Jos g P φpxayq, niin

g “ φpak
q “ φpaqk

jollain k P Z. Siis φpxayq “ xφpaqy.

4. Olkoon G ryhmä ja olkoon H Ă G äärellinen vakaa osajoukko, jossa on ainakin yksi
alkio. Osoita, että H ď G.

Ratkaisu. Riittää osoittaa, että jokaisella h P H on käänteisalkio joukossa H. Olkoon
h P H. Koska G on äärellinen, joukko thk : k P N ´ t0uu Ă G on äärellinen. Siis joillain
n,m P N ´ t0u pätee hn “ hm. Oletetaan, että m ă n. Tällöin hn “ hn´mhm, joten
supistussäännön nojalla hn´m “ e. Siis hhn´m´1 “ hn´m “ e, joten hn´m´1 “ h´1.

5. Todista Lemma 9.28.

Ratkaisu. Olkoon G kommutatiivinen ryhmä ja olkoot S, T ď G. Tällöin ST “ xSYT y.
Koska S, T Ă ST Ă xS Y T y, riittää osoittaa, että ST ď G.

Olkoot s1tt, s2t2 P ST . Kommutatiivisuuden nojalla ps1t1qps2t2q “ ps1s2qpt1t2q P ST .
Lisäksi kaikille st P ST pätee kommutatiivisuuden nojalla pstq´1 “ t´1s´1 “ s´1t´1 P ST .
Aliryhmätestin nojalla ST ď G.
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6. Todista Propositio 9.30

Ratkaisu. Kuvaus φ : S ˆ T Ñ ST , φpstq “ st, on homomorfismi: Jos ps1, t1q, ps2, t2q P
S ˆ T , niin kommutatiivisuuden nojalla

φpps1, t1qps2, t2qq “ φps1s2, t1t2q “ s1s2t1t2 “ ps1t1qps2t2q “ φps1, t1qφps2, t2q .

Kuvaus φ on selvästi surjektio. Osoitetaan vielä, että se on injektio: Jos ps, tq P kerφ, niin
st “ e P G. Siis s “ t´1. Tällöin s P S X T “ teu, joten s “ e ja t “ s´1 “ e. Siis φ on
isomorfismi.

7. Olkoon σ : t1, 2, . . . , 7u Ñ t1, 2, . . . , 7u permutaatio, jolle pätee

σp1q “ 3, σp2q “ 5, σp3q “ 7, σp4q “ 1, σp5q “ 6, σp6q “ 2, σp7q “ 4 .

Kirjoita permutaatio σ erillisten syklien tulona.

Ratkaisu. p1374qp256q.

8. Olkoot α “ p13457q ja β “ p2645q. Määritä permutaatio α´1 β´1 erillisten syklien
tulona. Määritä permutaation α´1 β´1 kertaluku.

Ratkaisu. α´1 β´1 “ p17543qp2546q “ p1753qp246q. Kertaluku on lukujen 3 ja 4 pienin
yhteinen jaettava 12.


