Ryhmit 2021

Harjoitus 3: ratkaisuja

1. Olkoon X joukko ja olkoon zy € X. Olkoon
F ={fePerm(X): f(xg) = xo}
Osoita, ettd F < Perm(X).

Ratkaisu. Joukko F' ei ole tyhja, silla idx(zg) = xo, joten idy € F. Jos f,g € F, niin

fog(ze) = f(g(zo) = f(xo) = o, joten foge F. Samoin, jos f € F, niin f~(z) = 0,
silld f(xg) = xo. Siis f~! € F. Aliryhmétestin nojalla F' < Perm(X).

2. Todista Lemma 9.22.

Ratkaisu. Olkoon
M =min{k >1:¢" =e}.
Talloin kaikilla b € Z pitee ¢®™ = (gM)? = e. Jakoyhtilén nojalla kaikilla K € Z piitee
K = Ky + aM joillain 0 < Ky < M — 1 ja a € Z. Siis ¢ = g&%0¢g*™ = ¢¥o_joten
(ppcie=¢"g.9" . ..¢""}.

Jos joillekin 0 < m < n < M — 1 pétee g™ = ¢g", niin "™ =ejal0<n—m< M.
Luvun M mééritelmén nojalla n —m = 0, joten n = m. Siis {g) = {e,g,9%, ..., 9"}
joten M = ordg.

Y

3. Todista Lause 9.25(2).

Ratkaisu. Olkoon ¢: {(a) — G ryhmdhomomorfismi. Jos g € ¢({a)), niin
g = 0(d") = ¢(a)"
jollain k € Z. Siis ¢({ay) = {(p(a)).

4. Olkoon G ryhma ja olkoon H < G aéarellinen vakaa osajoukko, jossa on ainakin yksi
alkio. Osoita, ettd H < G.

Ratkaisu. Riittda osoittaa, ettd jokaisella h € H on kaédnteisalkio joukossa H. Olkoon
h € H. Koska G on éadrellinen, joukko {h* : k e N — {0}} = G on &irellinen. Siis joillain
n,m € N — {0} piatee h™ = h™. Oletetaan, ettd m < n. Talléin A" = A""™h™, joten
supistussdidnnon nojalla h"~™ = e. Siis hh"™™" 1 = 4™ = ¢, joten "™t = A1,

5. Todista Lemma 9.28.

Ratkaisu. Olkoon G kommutatiivinen ryhmaé ja olkoot S, 7T < G. Talloin ST = {(SuT).
Koska S, T < ST < (S u T), riittda osoittaa, ettd ST < G.

Olkoot s1ty, sots € ST. Kommutatiivisuuden nojalla (s1t1)(s2t2) = (s182)(t1t2) € ST.
Lisaksi kaikille st € ST patee kommutatiivisuuden nojalla (st) ™' = t~ts7! = s71¢71 € ST.
Aliryhmétestin nojalla ST < G.



6. Todista Propositio 9.30

Ratkaisu. Kuvaus ¢: S x T' — ST, ¢(st) = st, on homomorfismi: Jos (s1,1), (S2,1t2) €
S x T, niin kommutatiivisuuden nojalla

((s1,t1)(52,t2)) = d(51592, tita) = s18atita = (s1t1)(S2t2) = P(s1,t1)P(s2,t2) .

Kuvaus ¢ on selvisti surjektio. Osoitetaan vield, etta se on injektio: Jos (s, t) € ker ¢, niin
st =e€ G. Siis s =t Talloin s € S T = {e}, joten s = e jat = s~' = e. Siis ¢ on
isomorfismi.

7. Olkoon o: {1,2,...,7} — {1,2,...,7} permutaatio, jolle pétee
o(1)=3, 0(2)=5, 03)=7, c(4)=1, (b)) =6, 0(6)=2, o(7)=4.

Kirjoita permutaatio o erillisten syklien tulona.
Ratkaisu. (1374)(256).

8. Olkoot o = (13457) ja B = (2645). Médritd permutaatio o~ 371 erillisten syklien
tulona. Maéritd permutaation o' S~ kertaluku.

Ratkaisu. o™ 871 = (17543)(2546) = (1753)(246). Kertaluku on lukujen 3 ja 4 pienin
yhteinen jaettava 12.



