Ryhmit 2021

Harjoitus 1: ratkaisuja

1. Olkoon (G, *) ryhmé. Maaritelladn uusi laskutoimitus ® joukossa G asettamalla
a®b=b=xa

kaikille a,b € G. Osoita, ettd (G,®) on ryhma.

Ratkaisu. Osoitetaan, ettd ryhmén méaéritelmén kolme ehtoa toteutuu.

Olkoot a, b, c € G. Télloin laskutoimituksen ® méaaritelmén nojalla a®(b®c) = (cxb)=*a.
Laskutoimitus = on assosiatiivinen, joten (¢ * b) * a = ¢ = (b * a), ja laskutoimituksen
® maaritelmén nojalla saadaan ¢ = (b *a) = (a ® b) ® c¢. Yhdistaméalla ndma yhtéalot
saadaan haluttu yhtalo a ® (b®c¢) = (a® b) ® ¢, joten ® on assosiatiivinen.

Olkoon e € GG laskutoimituksen = neutraalialkio. Télloin e ®g=g*e=¢g jag®e =
e * g = g kaikille g € G. Siis e on laskutoimituksen ® neutraalialkio.

Olkoon g € G. Koska (G, *) on ryhmé, on g € G, jolle patee g g = e = g * g. Mutta
tasta seuraa g ®g = g*g =€ = g*g = g® g, joten g on alkion g € G kaanteisalkio
laskutoimituksella varustetussa joukossa (G, ®). -

2. Todista Lemma 8.6.

Ratkaisu. Olkoon G = {g¢1, g2, ...,¢9,} ddrellinen ryhmé, jossa on n alkiota ja olkoon
g € G. Alkion g rivilla laskutaulussa on alkiot ggi, 992, ..., 99,. Jos gg; = gg; joillain
i,j €{1,2,...,n}, niin supistussadnnon nojalla g; = g;. Siis rivilld on n eri alkiota, joten

kaikki esiintyvat joka rivilla. Sarakkeet kasitelladn samaan tapaan.

3. Olkoon G ryhma ja olkoon e € G neutraalialkio. Oletetaan, etta jokaiselle g € G patee
g% = e. Osoita, ettd G on kommutatiivinen ryhma.

Ratkaisu. Olkoot z,y € G. Oletuksen mukaan kaikille z,y € G pétee 2% = y* = (zy)? =
e, siis wy = z(zy)*y = 2*yxy* = yx.

4. Olkoon F = {f1, fa,..., fn} ddrellinen kommutatiivinen ryhmaé ja olkoon e = f; neut-
raalialkio. Olkoon a = fifs- - f, kaikkien ryhméin F alkioiden tulo. Osoita, ettd a? = e.
Keksi esimerkki, jossa a = e ja toinen esimerkki, jossa a # eE]

Ratkaisu. Jokaisella ryhméan F alkiolla on kéinteisalkio. Jos f;! = fi» # f; kaikilla
2 < ¢ < n, niin kommutatiivisuuden nojalla a = e. Talléin #F on pariton. Olkoon
J={2<i<n:f'=fi} Talldin a = fifo-- fn = [Lc; f; ja kommutatiivisuuden

nojalla a® = [ [, f7 = e.

!T4ssé tehtdvissd kiytetdin multiplikatiivista merkintds mutta esimerkissd, laskutoimitus voi olla
my6s +. T&lloin tarkastellaan siis kommutatiivisen ryhmén kaikkien alkoiden summaa.



5. Varustetaan joukko A = {a,b, ¢, d, e} laskutoimituksella *, jonka laskutaulu on
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Patevitko supistussadnnot laskutoimituksella varustetussa joukossa (A, #)? Onko (A, *)
ryhma?

Ratkaisu. Supistussdannot patevit, koska kaikki ryhmén alkiot esiintyvét jokaisella ri-
villa ja jokaisella sarakkeella.ﬂ Laskutoimituksella varustettu joukko (A, ) ei ole ryhmaé:
Laskutaulusta ndkee, ettd e on neutraalialkio. Lisdksi ab = e, joten Proposition 8.3(3)
nojalla pitaisi olla ba = e mutta laskutaulun mukaan ba = d.

6. Monellako eri tavalla voit tdydentad taulukon
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niin, ettd tuloksena on ryhmén laskutaulu? Mita voit paatella tastd havainnosta?

Ratkaisu. On vain yksi tapa tédydentdéd laskutaulu siten, ettd kaikki alkiot esiintyvét
jokaisella rivilla ja jokaisella sarakkeella:
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Jos nimittain valitsisimme a = a = e, pitaisi olla a = b = b ja talloin b olisi viimeisessa
sarakkeessa kahdesti. Laskutaulun mukaan e on neutraalialkio ja ab = ba = e, joten
jokaisella alkiolla on kéanteisalkio. Koska alkioita on vain kolme, on helppo tarkastaa,
ettd saadun laskutaulun kuvaama laskutoimitus on assosiatiivinen.

Péaatelméan voi tehda loppuun toisellakin tavalla. Pdattelimme juuri, ettd on korkein-
taan yksi ryhmad, jossa on kolme alkiota e, a ja b. Toisaalta tieddmme, ettd (Z/3Z,+) on
ryhma. Sen laskutaulu on ‘
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Laskutaulussa kaytetdan kongruenssiluokan k + 3Z merkintédna edustajaa k € Z.

Maaritellaan kuvaus f: Z/3Z — {e,a, b} asettamalla f(0 + 3Z) = e, f(1+3Z) = a ja
f(2 + 3Z) = b. Laskutauluja vertaamalla. ndemme, etta f: (Z/3Z,+) — ({e,a,b},*) on
isomorfismi, joten ({e,a, b}, *) on ryhma.

2Vertaa Proposition 8.6 todistukseen.



7. Olkoon G kommutatiivinen ryhma. Osoita, etta kuvaus ¢v: G x G — G,

¢(<ga h)) = gh_l

on homomorfismi.

Ratkaisu. Olkoot (g1, h1), (g2, ha) € G x G. Téalloin

(g1, h1) (g2, h2)) = 1 ((9192, hiha)) = (g1g2) (h1ha) ™"
= q1g2hs Bt = g1hi " gags " = ¥ ((91, 1)) ¥ ((g2, h2)) -

8. Olkoon G ryhma ja olkoon a € G. Olkoon ¢,: G — G,

da(g) = aga™".

Osoita, ettd ¢, on ryhmén G automorfismi.

Ratkaisu. Olkoot g,h € G. Télléin ¢,(gh) = agha™ = aga=‘aha™ = ¢.(g9)¢.(h). Siis

¢, on homomorfismi. Huomataan, etta

ba-1 0 da(g) = a tagara =g
ja
¢a © ¢a*1 (g) = aag_laa_l =g

kaikilla g € G, joten ¢,-1 = ¢, '. Siis ¢, on automorfismi.



