Algebra 1A: Ryhmat

Tentti 15.5.2019

Muista perustella vastauksesi huolellisesti!

1. (a) Olkoon o: {1,2,...,7} — {1,2,...,7} permutaatio, jolle patee
c(1)=3, 0(2)=2, 0(3)=4, c4)=7, o(b)=6, o(6)=5, o(7)=1.
Kirjoita permutaatio o erillisten syklien tulona.

(b) Olkoot av = (26345) ja 8 = (1753). Kirjoita permutaatio a~! 3 erillisten syklien tulona.

2. (a) Ovatko ryhmit Z/6Z ja S; isomorfisia’]
(b) Ovatko ryhmét Z/9Z ja (Z/37) x (Z/3Z) isomorfisia?
(c) Ovatko ryhmaét Z/4Z ja {1,i,—1, —i} < C* isomorfisia?

Olkoon G ryhmaé. Jos a: G — G on isomorfismi, niin o on ryhmén G AUTOMORFISMI.
Ryhmén G AUTOMORFISMIRYHMA on

Aut(G) = ({a: G — G : « on automorfismi}, o) :

Oletamme tunnetuksi, etta kuvausten yhdistdminen on laskutoimitus automorfismien jou-
kossa ja ettd Aut G on ryhma.

3. Olkoon G ryhma.

(a) Olkoon a € G. Osoita, etta kuvaus ¢,: G — G,
da(g) = aga™,

on automorfismi.

(b) Olkoon
Inn(G) ={¢, : a € G} C Aut(G).
Osoita, ettd Inn(G) < Aut(G).

(c) Osoita, etta kuvaus p: G — Inn(G), p(a) = ¢,, on surjektiivinen homomorfismi, jonka
ydin on ryhmén G keskus Z(G)f]

(d) Mita voit paatella ryhmien ensimmaisen isomorfismilauseen avulla téssé tehtévassa
esiintyvien ryhmien suhteesta?

4. Olkoon p alkuluku.

(a) Olkoon C syklinen ryhmaé, jonka kertaluku on p™ jollain positiivisella kokonaisluvulla
n. Osoita, ettd ryhméssa C' on alkio, jonka kertaluku on pfJ

(b) Olkoon G ryhma, jonka kertaluku on p™ jollain positiivisella kokonaisluvulla m. Osoi-
ta, ettd ryhmaéssia G on alkio, jonka kertaluku on p.

Tehtavien pisteytys: 4+6+8+6=24

1S5 on joukon {1,2,3} permutaatioiden ryhmaé.
2Muista, ettd ryhmén G keskus on Z(G) = {z € G : zg = gz kaikilla g € G}.
3Ryhmiin kertaluku on sen alkioiden lukumiiiri. Alkion h kertaluku on syklisen ryhmiin (h) kertaluku.



