Algebra 1: Ryhmat

Harjoitus 1: Ratkaisuja

1. Varustetaan reaalilukujen joukko R laskutoimituksella %, joka méaritellaan asettamalla

axb=+va®+ b

kaikille a, b € R.
(a) Onko laskutoimitus  assosiatiivinen?
(b) Onko laskutoimituksella * neutraalialkio?

Olkoon : (R,*) — (R, +) kuvaus, joka madritelliin asettamalla v(a) = a? kaikilla
a € R.

(¢) Onko kuvaus ¢: (R, %) — (R, +) homomorfismi?

Ratkaisu. (a) Reaalilukujen yhteenlaskun assosiatiivisuuden nojalla

a*(b*c):\/a2+\/b2+c22: a?+ (b? + ¢?)
= (a2+b2)+02:\/\/a2+b22+02:(a*b)*c.

(b) Laskutoimituksella ei ole neutraalialkiota: a*b > 0 kaikilla a, b € R, joten esimerkiksi
(—1) *xa > —1 kaikilla a € R. Siis mikdan a € R ei ole neutraalialkio.

(c) ¥(a*b) = VaZ + 52 = a? + b2 = (a) +1(b), joten ¥ on homomorfismi.

2. Olkoon (G, *) ryhméa. Maaritelldén uusi laskutoimitus ® joukossa G asettamalla
a®b=">bxa

kaikille a,b € G. Osoita, ettd (G, ®) on ryhmaé.

Ratkaisu. Osoitetaan, ettd ryhmén méaaritelman kolme ehtoa toteutuu.

Olkoot a,b,c¢ € G. Talloin laskutoimituksen ® madaritelmén nojalla a ® (b ® ¢) =
(exb)*a. Laskutoimitus * on assosiatiivinen, joten (cxb)xa = cx(bxa), ja laskutoimituksen
® maaritelman nojalla saadaan cx(bxa) = (a®b)®c. Yhdistamalla nama yhtélot saadaan
haluttu yhtéalé a ® (b® ¢) = (a ® b) ® ¢, joten ® on assosiatiivinen.

Olkoon e € G laskutoimituksen * neutraalialkio. Télloin e® g =gxe =g jag®e =
e x g = g kaikille g € G. Siis e on laskutoimituksen ® neutraalialkio.

Olkoon g € G. Koska (G, x) on ryhmé, on g € G, jolle pétee g * g = e = g * g. Mutta
téstd seuraa g® g = g*xg =€ = g*x g = g ® g, joten g on alkion g € G kdanteisalkio
laskutoimituksella varustetussa joukossa (G, ®). -

3. Osoita, ettd SL,(Z) varustettuna matriisien kertolaskulla on ryhma.

Ratkaisu. Kuten Esimerkissa 8.2 lineaarialgebran kurssilla osoitetusta determinantin las-
kusddnnosta det AB = det A det B seuraa, ettd joukko SL,(Z) on laskutoimituksella va-
rustetun joukon (Mat,, (K), -) vakaa osajoukko ja matriisien kertolasku indusoi laskutoimi-
tuksen tdhan joukkoon. Lineaarialgebran kurssilla on osoitettu, ettd matriisien kertolasku



on assosiatiivinen laskutoimitus joukossa Mat, (R) ja identtinen matriisi [, on tdmén
laskutoimituksen neutraalialkio.

Olkoon A € SL,(Z). Lincaarialgebrasta tiedimme, matriisi A on kdantyva ryhmaéssa
SL,(R). Matriisin A kofaktorimatriisin cof A kertoimet ovat matriisin A (n —1) x (n — 1)
alimatriisien determinantteja, erityisesti ne ovat kokonaislukuja. Lineaarialgebrasta tie-

dédmme, ettd A~' = - cof A = cof A € SL,(Z). Alkiolla A € SL,(Z) on siis kédnteisal-

kio laskutoimituksella varustetussa joukossa SL,(Z), joten SL,(Z) on ryhmé

4. Todista Propositio 8.6: Olkoon A assosiatiivisella laskutoimituksella varustettu joukko,
jossa on neutraalialkio. Tall6in A on ryhmé, jos ja vain jos yhtal6illa ax = b ja ya = b on
ratkaisu joukossa A kaikilla a,b € A.

Ratkaisu. Oletetaan, ettd A on ryhma. Olkoot a, b € A. Talléin a(a™'b) = bja ba~ta = b,
joten yhtaloilla on ratkaisut.

Oletetaan, ettd yhtéloillda ax = b ja ya = b on ratkaisut joukossa A kaikilla a,b € A.
Olkoon e € A neutralialkio ja olkoon a € A. Oletuksen mukaan yhtél6illa ax = e ja
ya = e on ratkaisut, joten alkiolla a on vasen ja oikea kdanteisalkio. Assosiatiivisuuden
nojalla y = ye = y(ax) = (ya)r = ex = x, joten y = x on alkion a kéénteisalkio. Siis A
on ryhma.

5. Todista Lemma 8.7: Airellisen ryhmin laskutaulussa jokaisella rivilli ja jokaisessa
sarakkeessa esiintyvét kaikki ryhman alkiot.

Ratkaisu. Olkoon G = {¢1, g9, .., 9} dérellinen ryhmai, jossa on n alkiota ja olkoon
g € G. Alkion g rivilla laskutaulussa on alkiot ggi,ggs, ..., g9, Jos gg; = g; joillain
i,j € {1,2,...,n}, niin supistussdédnnoén nojalla g; = g;. Siis rivilld on n eri alkiota, joten

kaikki esiintyvéat joka rivilla. Sarakkeet kéasitellaén samaan tapaan.

6. Monellako eri tavalla voit taydentda taulukon
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b
niin, ettd tuloksena on ryhmaén laskutaulu? Mité voit péatella tastd havainnosta?

Ratkaisu. On vain yksi tapa téydentad laskutaulu siten, ettd kaikki alkiot esiintyvéat
jokaisella rivilld ja jokaisella sarakkeella:

*‘eab
ele a b

b e
blb e a

Jos nimittain valitsisimme a * a = e, pitaisi olla a x b = b ja talloin b olisi viimeisessa
sarakkeessa kahdesti. Laskutaulun mukaan e on neutraalialkio ja ab = ba = e, joten
jokaisella alkiolla on kéanteisalkio. Koska alkioita on vain kolme, on helppo tarkastaa,
ettd saadun laskutaulun kuvaama laskutoimitus on assosiatiivinen.



Péaatelman voi tehda loppuun toisellakin tavalla. Péaattelimme juuri, ettd on korkein-
taan yksi ryhmad, jossa on kolme alkiota e, a ja b. Toisaalta tieddmme, ettd (Z/3Z,+) on
ryhmad. Sen laskutaulu on

+]0 1 2
00 1 2
11 20
212 0 1

Laskutaulussa kaytetaan kongruenssiluokan k + 3Z merkinténa edustajaa k € Z.

Maaritellaan kuvaus f: Z/3Z — {e, a,b} asettamalla f(0+3Z) =e, f(1+3Z) = a ja
f(2+4 3Z) = b. Laskutauluja vertaamalla. ndemme, ettd f: (Z/37Z,+) — ({e,a,b},*) on
isomorfismi, joten ({e,a, b}, *) on ryhma.

7. Olkoon T': SLy(Z) — SLo(Z), T(B) = B, kuvaus, joka liittda matriisiin B sen trans-
poosin. Olkoon inv: STy(Z) — SLy(Z) kuvaus inv(B) = B~'. Mitkd kuvauksista T, inv,
T oinv ja inv o' ovat homomorfismeja?

Ratkaisu. Lineaarialgebran tietojen nojalla
T(AB) ="(AB) ='B'A=T(B)T(A)
kaikille A, B € SLy(Z). Samoin pétee
inv(AB) = (AB)™' = B'A™! = inv(B) inv(A)

kaikille A, B € SLy(Z). Koska SLy(Z) ei ole kommutatiivinen (katso Esimerkki 1.9(c)),
kuvaukset T ja inv eivat ole homomorfismeja. Toisaalta edellisten laskujen nojalla

T oinv(AB) = T(inv(B)inv(A) = T oinv(A)T o inv(A)

ja
invoT(AB) = inv(T(B)T(A) = invoT'(A) inv oT'(A)
kaikille A, B € SLy(Z), joten T o inv ja inv o7 ovat homomorfismeja.

8. Minka kurssilla késitellyn ryhmén kanssa ryhmé (Z/12Z)* on isomorfinen?

Ratkaisu. Proposition 8.22 nojalla (Z/12Z)* = {1 + 12Z,5 + 12Z,7 + 12Z,11 + 12Z}.
Ryhmén (Z/127Z)* laskutaulu on

1 5 7 11
1171 5 7 11
5 (5 1 11 7
T, 7 11 1 5
1111 7 5 1

kun merkitsemme kongruenssiluokkaa k + 127 edustajallaan k£ € Z. Vertaamalla ryhmén
(Z/8Z)* laskutauluun

~ Ot W =

N Ot W =
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jossa merkitsemme kongruenssiluokkaa k + 8Z edustajallaan k € Z, huomaamme, etté
kuvaus

1+8Z+1+8Z,
3487+ 5+8Z,
54 87— 7+ 8Z,
7+ 87+— 11 + 87

on ryhmaisomorfismi ryhmien (Z/8Z)* ja (Z/12Z)* valilla. Siis (Z/127Z)* ja (Z/8Z)*
ovat isomorfisia ja Esimerkin 8.26 nojalla ne ovat isomorfisia Kleinin neliryhméan kanssa.



