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4 TOPOLOGISET VEKTORIAVARUUDET JA DISTRIBUUTIOT

ALUKSI

Taméa "Suoraviivaista ajattelua” -trilogian pa#ttdva kolmas osa sisdltda distri-
buutioteorian perusteet. Etenkin téssa yleistetddn sarjan toisessa osassa [1] Banach-
avaruuksille todistetut klassiset tulokset koskemaan myos yleisempié topologisia vek-
toriavaruuksia.

Distribuutiot on luonnollisinta tulkita lokaalikonveksien vektoriavaruuksien duaa-
lien alkioiksi. Distribuutioiden teoreettinen késittely johtaisi myos nukleaaristen lo-
kaalikonveksien avaruuksien méarittelyyn, mitd emme tee. Todettankoon téssé vain,
ettd nukleaariset avaruudet ovat erdiltd ominaisuuksiltaan mahdollisimman erilaisia
kuin Banach-avaruudet ja ettd heikot topologiat ovat esimerkki téastd. Myoskaan
differentiaalilaskentaa Banachin avaruudessa tai yleisemmaéssé topologisessa vekto-
riavaruudessa ei késitelld ndiden kansien vélissd, vaan kollegani Ari Lehtosen oppi-
materiaalissa. Katsaus funktionaalianalyysin historiaan rajoittuu minimaalisiin hen-
kilotietoihin (nimi, kotimaa, elinvuodet) useimmista nimeltd mainituista henkiloisté.

Kuten funktionaalianalyysin monisteessa [1] ovat nytkin kdyttdmistdni monista
ldhteists térkeimpis opettajani, professori Klaus Valan!' 1970-luvulla pitdmét mai-
niot luennot. Distribuutioteorian osuus noudattelee suureksi osaksi Walter Rudinin
kirjaa [3], mutta olen koettanut tehdi teoriasta vasta-alkajalle helpompaa keskitty-
maélléd yksiulotteiseen tapaukseen.

Olen syksylla 2010 pitdmaéni kurssin aikana jakanut oppilailleni tdmén tekstin osia
ja minulla on nyt tilaisuus kiittda heitd omistuskirjoituksin varustetuin kirjoin niistéa
monista parannusehdotuksista ja korjauksista, joilla he ovat vaikuttaneet tekstin
sisaltoon.

Myds tydtoverini ovat auttaneet minua monin tavoin kootessani néitd muistiin-
panoja, mistd tahdon kiittda kaikkia mainitsematta erikseen endd ketdan — funk-
tionaalianalyysin ja minun yhteisen ystdvan Ari Lehtosen nimihén jo lipsahti té-
hén tekstiin. Muut ldhteet olen parhaani mukaan koettanut muistaa mainita kir-
jallisuusluettelossa. Jos lukija siitd huolimatta sattuu loytdméaéan tekstista joitakin
omintakeisia kohtia, kyse on luultavasti joko tekemistéini virheisté tai unohtamistani
kirjallisuusviitteista.

Sysméssa kesalld 2012
Tekija

IKlaus Eerikinpoika Thesleff Vala 1930-2000, Suomi.
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Topologiset vektoriavaruudet

Funktionaalianalyysin tutkimuskohde ovat raja-arvoilmitt vektoriavaruuksissa. Té-
ta varten olemme funktionaalianalyysin monisteessa ottaneet eri vektoriavaruuksissa
kédyttoon topologioita. Useimmat niistd olivat johonkin normiin perustuvia, mutta
médrittelimme myds mm. heikon topologian. Tarkastelemalla uudelleen normiava-
ruuksien teoriaa huomaa, ettd monet todistukset edellyttavit topologialta loppujen
lopuksi ainoastaan laskutoimitusten jatkuvuutta, joka tuntuukin luonnolliselta mi-
nimivaatimukselta "vektoriavaruustopologialle”. Suuri osa normiavaruuksien teori-
aa yleistyy jollakin tavalla topologisille vektoriavaruuksille, joskaan ei aina kaikille.
Useissa tapauksissa my6s normiavaruustilanteessa esitetyt todistukset ovat sopivin
muutoksin toteutettavissa alkuperiistd lievemmin oletuksin. Kertaamme ja yleis-
tdmme funktionaalianalyysin klassilliset tulokset. Todistamme Hahnin ja Banachin
lauseen avaruudessa, jonka topologialla on konvekseista joukoista muodostuva kan-
ta. Baire’'in kategorialause puolestaan liittyy metriikkaan, ja sen seurauksista esi-
merkiksi avoimen kuvauksen lause yleistetddn helpoiten metrisoituvalle taydelliselle
lokaalikonveksille vektoriavaruudelle eli Frechet’n? avaruudelle.

1. YLEISET TOPOLOGISET VEKTORIAVARUUDET
1.1. Vektoriavaruustopologiat.

Maaritelma 1.1. Symboli K edustaa seuraavassa joko reaalilukujen tai komplek-
silukujen kuntaa varustettuna tavallisella itseisarvosta saadulla topologiallaan. Vek-
toriavaruus on seuraavassa K-kertoiminen.

Topologinen vektoriavaruus on vektoriavaruus F varustettuna topologialla 7T, jon-
ka suhteen molemmat vektoriavaruuden laskutoimitukset

(1.1) +:EXE—E ja
(1.2) :KxE—> E

ovat jatkuvia. Téllaista topologiaa sanotaan avaruuden E vektoriavaruustopologiak-
Si.

Esimerkki 1.2. Topologisia vektoriavaruuksia ovat tietenkin esimerkiksi normia-
varuudet, mutta on olemassa muitakin, vaikkapa miké tahansa indiskreetilla topo-
logialla varustettu vektoriavaruus ja Lebesguen® avaruudet? LP(A, u) myos silloin,
kun 0 < p < 1.

Huomautus 1.3. Topologisessa vektoriavaruudessa jokainen siirtokuvaus eli trans-
laatio F — E : x — x + a on homeomorfismi. Vektoriavaruustopologia 7 on siis
swirto- eli translaatioinvariantti: kun A C F ja a € E,| niin

AceT << A+acT.

2Maurice René Frechet 1878-1973, Ranska.

3Henri Léon Lebesgue 1875-1941, Ranska.

4Lukijan tehtaviksi jad madritella naihin liittyva topologia. Kannattaa myo6s piirtdd esim. 2-
1

ulotteisen avaruuden ¢2 yksikképallo.
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Vastaavasta syysté topologisen vektoriavaruuden topologia T on my0s homotetiain-
variantti: kun A C E ja A € K~ {0}, niin

AeT < N eT.

Seurauksena translaatioinvarianssista on, etté lineaarikuvaukset ovat topologisissa
vektoriavaruuksissa jatkuvia origossa eli nollavektorin kohdalla aina ja vain ollessaan
jatkuvia koko avaruudessa, vieldipi seuraavassa mielessi® tasaisesti:

Seuraus 1.4. Kahden topologisen vektoriavaruuden (E,Tg) ja (F,Tr) vdlinen li-
neaarikuvaus L : E — F on jatkuva mielivaltaisessa pisteessi a € E tdsmdlleen
ollessaan jatkuva origossa. Lisiksi L on tdlloin tasaisesti jatkuva seuraavassa mie-
lessd: Jokaista avaruuden F origon sisdltivdd avointa joukkoa A kohti on olemassa
avaruuden E origon sisdltdvd avoin joukko B siten, ettd

(x—y) € B = (Lz— Ly) € A.
Todistus. Jos L on jatkuva origossa, niin yhdistetty kuvaus
r—x—a— Lx—a)— L(x —a)+ La= Lx

— eli kuvaus L itse — on jatkuva kohdassa a. Samaan tapaan péaatelladn, ettd missa
tahansa kohdassa a jatkuva lineaarikuvaus on jatkuva origossakin. Tasaisuusehdon
verifiointi ja& harjoitustehtéviksi (0.0.8). O

Seuraus 1.5. Kahden topologisen vektoriavaruuden (E,Tg) ja (F,Tr) vilinen line-
aartkuvaus L : E — F' on avoin kuvaus eli kuvaa avoimet joukot avoimiksi joukoiksi
tasmdlleen kuvatessaan avaruuden E jokaisen origon ympdriston U avaruuden F
origon ympdristoksi.

Todistus. Harjoitustehtava (0.0.9). O

1.2. Origon ympéristokannat ja filtterikannat.
Seuraukset 1.4 ja 1.5 antavat aiheen tarkastella huolellisesti origon ympéristoja.

Maéiritelmé 1.6. Olkoon (X, 7)) topologinen avaruus ja z € X.

(1) Joukko U C X on pisteen = ympdristd, eli x on joukon U sisdpiste jos on
olemassa avoin joukko A € T, siten, ettd x € A C U. Erityisesti jokainen
pisteen x sisdltavé avoin joukko on x:n ympéristd, avoin ympdristo.

(2) Pisteen = kaikkien ympéristojen joukko on xz:n ympdristifiltteri

U, ={UCFE ‘ U on x:n ympéristo}.

Erityisesti topologisen vektoriavaruuden (E, 7") origon ympéristofiltterid mer-
kitdsn Uy, mutta usein myos U tai Usr. 6

(3) Topologian T kanta K on niin runsas kokoelma avoimia joukkoja, K C T,
ettéd jokainen avoin joukko A € 7T on yhdiste joistakin kantajoukoista: A =
(J A jollekin A C K.

SAvaruutemme ei villttdmittd ole metrisoituva, joten tasainen jatkuvuus on médriteltivi
uudelleen.

U saksan sanasta Umgebung. Toisissa teksteissd nikee merkintéi F(0).
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Huomautus 1.7. Klassisen esimerkin topologian kannasta muodostavat metrisen
avaruuden avoimet pallot. Toisen esimerkin saa kahden topologisen avaruuden tulo-
topologiasta, jossa kannan muodostavat alkuperdisten avointen joukkojen karteesiset
tulot.

Topologisen avaruuden osajoukko A C X on pisteen z ympéristo tasan silloin,
kun on olemassa topologian kantaan kuuluva joukko K C X jolla z € K C A.

Topologisen avaruuden osajoukko A C X on avoin, jos ja vain jos se on jokaisen
pisteensd ymparisto.

Vektoriavaruustopologian siirtoinvarianssi merkitsee, etté kaikilla x € E pétee

Maaritelmaé 1.8. Topologisen avaruuden pisteen x € E ympdristékanta on sellainen
joukko IC, C U, pisteen x ympéristoja, kantaympdristdjd, ettd jokainen ympéaristo
siséltédd jonkin kantaympériston:

VAelU,dK e K, : K C A,

jolloin ympéristofiltteri U, muodostuu kaikista ympéristokantajoukoista ja niitd jouk-
ko-opin mielessé suuremmista joukoista.

Esimerkki 1.9. Normiavaruudessa (E,|| - ||) pisteen x ympéristokannaksi kelpaa
kaikkien x-keskisten || - ||-pallojen joukko. Sama pétee missd tahansa metrisessd ava-
ruudessa.

Missé tahansa topologisessa avaruudessa (X, 7") pisteen x ympéaristokannaksi kel-
paa sen kaikkien avointen ympaéristdjen joukko.

Normiavaruuksien ja heikkojen topologioiden késittelystd on tuttua, ettd origon
ympéristot eivit voi olla aivan millaisia joukkoja tahansa. Osoitamme seuraavak-
si mm, ettd jokaisessa topologisessa vektoriavaruudessa kaikki origon ympéristot
ovat "absorboivia joukkoja”. Toisaalta origon ympéristét voi valita teorian ja las-
kutekniikankin kannalta "edullisesti”, milld tarkoitetaan, ettd on olemassa “sopivan
saannollisistd” kantaympéaristoistd muodostuva origon ympéristokanta. Osoitamme
seuraavassa lauseessa, ettd jokaisessa topologisessa vektoriavaruudessa origolla on
ympaéristokanta, joka muodostuu balansoiduista, suljetuista — ja tietenkin absor-
boivista — joukoista. Liséiksi seuraavassa luvussa kdy ilmi, ettd ns. lokaalikonvek-
sissa avaruudessa origon kantajoukkojen voi myds vaatia olevan konvekseja — siité
nimi. Maéarittelemme ensin tarvittavat "geometriset” késitteet.

Maiéritelméa 1.10. Vektoriavaruuden E osajoukko A C E on balansoitu, jos
adACA kaikilla |o| < 1.

Erityisesti 0 € A ellei A ole tyhja. Joukon A C E balansoitu verho on suppein
A:ta laajempi balansoitu joukko. Sellainen on olemassa, koska mielivaltaisen monen
balansoidun joukon leikkaus tietenkin on balansoitu, joten joukon A balansoitu verho
on

bal A = m{B | B on balansoitu ja B D A}.

Huomautus 1.11. Joukon A balansoitu verho on bal A = J,, <, 4.
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Todistus. Harjoitustehtava (0.0.5). O

Maéaritelma 1.12. Vektoriavaruuden E osajoukko A on absorboiva eli A absorboi
avaruuden E pisteet, mikéali kaikilla x € FE on olemassa sellainen luku A > 0, etta

la] > A = =z € aA.

Maaritelmé on yhtapitava sen kanssa, ettd jokainen origon kautta kulkeva K-suora
{Xz | A € K} (z € E~ {0}) siséltda jonkin joukkoon A siséltyvén O-keskisen K-
janan” {ax | |a| < €}, missi ¢ > 0. Erityisesti jokainen absorboiva joukko sislt44
origon.

Huomaa, ettéd vektoriavaruuden E balansoitu joukko A C E on absorboiva aina

ja vain, kun
E = U aA.

a>0

Maaritelma 1.13. K-kertoimisen vektoriavaruuden E osajoukko A C E on kon-
veksi®, jos se sisdltid pisteidensd viliset reaaliset janat:

reAyeA0<a<l = ar+(1—a)ye A

Joukon A C E konveksi verho on suppein sitéd laajempi konveksi joukko. Sellai-
nen on olemassa, koska mielivaltaisen monen konveksin joukon leikkaus tietenkin on
konveksi, joten joukon A konveksi verho on

coA = ﬂ{B | B on konveksi ja B D A}.

Selvisti (tehtava 0.0.7) konveksin verhon co A alkiot ovat joukon A alkioiden kon-
veksit kombinaatiot, ts.

cOA = {i 0T

i=1

nEN,QJiEA,OSCWSLZOq:l}.

i=1

mE N N
& T

absorboiva absorboiva absorboiva absorboimaton
balansoitu ei balansoitu  balansoitu balansoitu
konveksi konveksi ei konveksi konveksi

KuvAa 1. Geometriaa reaalisessa vektoriavaruudessa

"Jos K = C, niin “jana” on pikemminkin “kiekko”.
8Konveksia balansoitua joukkoa sanotaan toisinaan absoluuttikonveksiksi.
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Esimerkki 1.14. a) Esimerkkeja vektoriavaruuden konvekseista joukoista ovat yksi
piste, jana, suljettu kolmio, avoin kolmio, suljettu tetraedri ja normiavaruuden avoin
ja suljettu pallo.

b) Asrellisen joukon {w | i = 1,2...n} konveksi verho, konveksi monitahokas,
on vektorien x; konveksien kombinaatioiden joukko

co{:ci|z':1,2,...,n}:{Zaixi Zaizljaogaigl}.
i=1 i=1

c) Adrellisen monen konveksin joukon {C; | i = 1,2...n} yhdisteen konveksi
verho on vektorien x; € C; konveksien kombinaatioiden joukko

COOCi = {iazxz x; € CZ', iai = 1,0 <qa; < 1} .
=1 =1 =1

d) Jos C C E ja D C FE ovat konvekseja, niin myos summajoukko C' + D =
{c+d|ce C,de D} on konveksi.

Todistus. Harjoitustehtava (0.0.13).

Maaritelma 1.15. Vektoriavaruuden E konveksi osajoukko A on algebrallisesti
avoin, mikali jokaisella reaalisella suoralla s C E leikkaus s N A on joko avoin jana,
avoin puolisuora, koko suora tai tyhja joukko.

Lause 1.16. Topologisen vektoriavaruuden E origon ympdaristéfiltterilla Uy on seu-
raavat ominaisuudet.

(1.3) VAelUy A on absorboiva.
(1.4) VAeUy, IBe€lUy: B+ B C A.
(1.5) VAeUy IB e Uy: B on balansoitu ja suljettu ja B C A.

Todistus. (1.3): Olkoon x € E. Koska tulo on jatkuva ja 0z = 0, niin on olemassa
luvun 0 € K kantaympéiristé B = Bg(0,e) = {a € K | |a| < ¢} siten, ettd Bx C A,
jolloin x € %A.

(1.4): Yhteenlasku + : E x E — E on vektoriavaruustopologian mééritelméan 1.1
mukaan jatkuva ja +(0,0) = 0+ 0 = 0. Siksi on olemassa tulotopologian mielessi
pisteen (0, 0) kantaympéaristéo W = C' x D siten, ettd

C+D=+(CxD)cCA.
Valitse B =C N D.
(1.5): Riittaa osoittaa, etta

(i) jokainen origon ympéristo A € U sisiltad origon balansoidun ympériston,
(i) jokainen origon ympéaristo A € Uy sisdltédé origon suljetun ympériston ja
(iii) balansoidun joukon sulkeuma on balansoitu.

Kukin néista on tosi:
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(i) Tulokuvaus - : K x £ — FE on jatkuva ja - (0k,0g) = 0. Siksi on olemassa
tulotopologian mielessé pisteen (Ox, 0gp) € Kx E kantaympéristo W = C'x D
siten, etta

CD=-(CxD)CA
Voimme valita téssa C:ksi origokeskisen vilin

C= BK(O, 8).

Etsityksi ympéristoksi kelpaa B = U|a‘ <eppD = 5halD.

(ii) Olkoon S € Uy. Jo todistetun nojalla on olemassa balansoitu origon ympé-
risto B siten, ettd B + B C A. Todistetaan, ettd B C A: Olkoon z € B.
Koska © + B € U,, niin BN (x + B) # (), joten on olemassa z,y € B, joilla
z=x+yelir=2—ye B-—BCB+BCA.

(iii) Olkoon z € A ja 0 < |a| < 1. Osoitetaan, etti ax € A. Olkoon U € U,
eli ax +U € U,,. Vektoriavaruustopologian homotetiainvarianssi takaa, ettéa
éU on 0:n ympéristo, joten x + éU on x:n ympéaristo ja siis

(z+1iU)NA#0D.
Olkoon y € (z 4+ 1U) N A. Silloin
ay € (ax+U)NaA C (ax+U)NA,
koska A on balansoitu. 4

Seuraus 1.17. Topologisessa vektoriavaruudessa konveksin joukon sulkeuma on
konveksz.

Todistus. Kuulukoot x ja y avaruuden X konveksin osajoukon C' sulkeumaan ja
olkoon z = ax+(1—a)y, missd 0 < a < 1. Osoitetaan, ettid z € C. Olkoon z+U € U,
eli U € Uy. Valitaan V' € U siten, ettd V +V C U. Koska z,y € C, on olemassa
¥ e (x+V)NCjay € (y+V)NC. Nyt az’+(1—a)y’ € x+(1—a)y+V+V C 2+U
jaar’ +(1—a)y €C. O

Huomautus 1.18. Topologisessa vektoriavaruudessa konveksin joukon sisus on
konveksi.

Perustelu. Ks. lemma 3.2 eli harjoitustehtava (0.0.17).

Huomautus 1.19. Topologisen avaruuden topologia méaraytyy huomautuksen 1.7
mukaan tdysin, kun tiedetédén kaikkien pisteiden ympéristofiltterit. Erityisesti topo-
logisessa vektoriavaruudessa riittdéd tuntea origon ympéristot, koska muiden pistei-
den ympéristot saadaan niisté siirrolla. Olemme edellisessé lauseessa 1.16 todenneet,
ettd origon ymparistofilttereilla on laskutoimituksiin liittyvid erityisominaisuuksia.
Seuraavan tarkastelun sisdltoné on selvittdd, missd mielessé edellisen lauseen ehdot
(1.3) = (1.5) ovat riittdvia karakterisoimaan origon ympéaristofiltterin. Ilmaisun hel-
pottamiseksi ja vastaisen varalle méérittelemme ensin sopivan késitteen, nimittain
(yleisen) filtterin ja sen kannan.

Maéritelmés 1.20. Olkoon X joukko ja P(X) = {A | A C X} sen potenssijoukko.
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a) Kokoelma osajoukkoja F C P(X) on filtteri, mikali se toteuttaa filtteriaksioomat:

(1.6) D¢ F jaF# 0
(1.7) A BeF = ANBeF
(1.8) ADBeF = AcF

b) Kokoelma filtterin joukkoja K C F on filtterin F filtterikanta, mikéli jokainen
filtteriin F kuuluva joukko siséltdéd jonkin kantajoukon. Sanomme talloin, ettd K
virittad filtterin F.

¢) Kokoelma osajoukkoja I C P(X) on filtterikanta, mikili se toteuttaa filtterikanta-
akstoomat:

(1.9) D¢ jakK# 0
(1.10) A BeK = 3dJCeKkK:CCANB.

Huomautus 1.21. On helppo todeta, ettéi filtterin F kanta toteuttaa filtterikanta-
aksioomat ja etté jokainen filtterikanta KC virittda filtterin, nimittédin filtterin Fi =
{ACX ‘ JK € K s.e. K C A}. Huomaa, ettd Fy riippuu perusjoukosta X.
Topologisen avaruuden avoimet joukot madraytyviat huomautuksen 1.7 mukaan tay-
sin, kun jokaiselle pisteelle on annettu ympaéristofiltteri tai sen kanta. Minké tahan-
sa joukon X voisi siis yrittda varustaa topologialla liittamalld jokaiseen pisteeseen
x € X jokin filtteri U, tai filtterikanta IC,, jonka alkiot julistettaisiin ympéristoik-
si. Télla tempulla ei kuitenkaan aina synny topologiaa, silla topologisen avaruuden
ympéristoilla on seuraavat ominaisuudet:

(Y1) piste kuuluu jokaiseen ympéristoonsa, ts. U e U, — = € U,
(Y2) ympéristo sisdltdd “avoimen ympériston”, ts. U € U, = IV € U, siten,
ettd kaikilla y € V on V € U,,.

Helpoksi harjoitustehtavéksi (0.0.10) jaa kontrolloida, ettd ndmé kaksi ehtoa ta-
kaavat, etté filtterit U, ovat ympéristofiltterit jossain X:n topologiassa. Mielenkiin-
toisempaa on muodostaa vastaava lause topologisille vektoriavaruuksille:

Lause 1.22. Olkoon E vektoriavaruus ja F filtteri, jolla on seuraavat ominaisuudet:

(i) kaikki filtterin F alkiot ovat absorboivia joukkoja,

(ii) jokainen filtterin F alkio sisdltad filtteriin F kuuluvan balansoidun joukon,
(iii) kaikilla A € F on olemassa B € F siten, ettc B+ B C A ja
(iv) kaikilla A € F ja a € K~ {0} pdtee aA € F.

Silloin on olemassa tasmdlleen yksi sellainen vektoriavaruuden E vektoriavaruusto-
pologia T, etti
F :Z/lo.

Todistus. Jos haluttu topologia on olemassa, niin siiné pisteen x € E ymparistofilt-
teri on U, = x + Uy = x + F, joten tdmé on ainoa ehdokas etsityksi topologiaksi.
Osoitetaan, ettd se on E:n vektoriavaruustopologia.

Osoitetaan ensin, ettd ympéristofiltteriehdokkaat U, = x + F muodostavat topo-
logian. On verifioitava huomautuksen 1.21 kohdat Y1 ja Y2.

Koska F muodostuu absorboivista joukoista, niin ne kaikki siséltévéit origon ja
siis ainakin z € U aina, kun U € x + F, joten Y1 toteutuu.
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Ehdon Y2 varmistamiseksi tarkastellaan ympéristoa U € U, eli joukkoa U = z+A,
missd A € F. Valitaan

V={yeU|3IBeFse y+BCU},

jolloin selvisti U € U, kaikilla y € V. Riittéa siis todistaa, ettd V' € U,. Oletuksen
(iii) nojalla voidaan valita sellainen B € F, ettd B+ B C A. Nyt z+ B € U,,, mutta
liséksi x + B C V, silld kaikillay e x+ Bony+ B Cax+ B+ B Cx+ A=U. Siis
Uel,.

Néin on myo6s ehto Y2 voimassa, joten on luotu vektoriavaruuden E topologia T,
jossa F = Uy. Osoitetaan, ettd se on vektoriavaruustopologia.

Summan jatkuvuus on ilmeinen: Jos z,y € F ja (r +y) + A € (x + y) + F, niin
valitaan oletuksen iii) mukainen B € F siten, ettd B + B C A, jolloin

+((z+B)x(y+B)=2+y+B+BC (z+y)+A.

Tulon jatkuvuus voidaan todistaa hieman samaan tapaan vetoamalla kohtiin ii),
iii) ja iv). Se huvi jadkoon lukijalle, silld sen sijasta nyt esitetédéin teoreettisesti mie-
lenkiintoisempi todistus, jossa ei lainkaan tarvita ehtoa iv). Koska tulon jatkuvuus
padttaa todistuksemme sille, etté saatiin vektoriavaruustopologia, niin tulee samalla
todistetuksi, ettd ehto iv) itse asiassa seuraakin kolmesta ensimméisesti.”

Olkoon zy € E, \g € K ja A € F. On loydettivi B € F ja ¢ > 0 siten, ettd
A —e, A+ ¢] X (xg + B) kuvautuu kertolaskussa ympériston Agzo + A sisdén.

Valitaan n € N* siten, ettd |[\g| < n. Induktiolla paitelldin, ettd on olemassa
balansoitu B € F siten, ettd B+ B +---+ B C A. Koska B on absorboiva, on

n+5rkp1
olemassa luku ¢ €]0, 1] siten, ettd A\xy € B, kunhan |\| < e. Koska vield B on
balansoitu ja [22| < 1, niin kaikilla 2 € B on

Aoz =n22x €nB C B+ B+---+ B (nkpl),
jolloin kaikilla [A| < e
(Mo + A) (o + ) = Nz + Aoz + Ao + A
EXzo+ (B+---+B) (nkpl) + B+ B C Nzg+ A O

Huomautus 1.23. Filtteri-késitetté ei kannattaisi esitelld ellei olisi olemassa mui-
takin téarkeitd filttereitd kuin ymparistofiltterit. Esimerkkeja filttereistd ovat mm.
seuraavat:
a) yhden osajoukon A C X wvirittimd filtteri’® {B C X | A C B}
b) Fréchet'n filtteri {B C N | N\ B on drellinen}
c) filtterin kuva(filtteri): Jos F C P(X) on filtteri ja ¢ : X — Y on kuvaus,
niin {¢(A) | A € F} on filtterikanta F:ssi. Sen virittamé filtteri on filtterin
F kuva ¢(F).
d) alkeisfiltter: on Fréchet'n filtterin kuva kuvauksessa N — X (joka on jono!).
e) ultrafiltteri eli maksimaalinen filtteri on filtteri, johon ei enéé voi lisité jouk-
koja ilman ett# se lakkaa olemasta filtteri.!

9Todistus on periisin G. Kothen kirjasta [2].
10yhden joukon virittamaa filtterid sanotaan usein pddfiltteriksi.
HJokainen filtteri voidaan laajentaa ultrafiltteriksi vetoamalla Zornin lemmaan.
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Maaritelméa 1.24. (Filtterin ja filtterikannan suppeneminen)

a) Topologisessa avaruudessa X filtteri F C P(X) suppenee kohti pistettd = €
X, jos U, C F.

b) Topologisessa avaruudessa filtterikanta K C P(X) suppenee kohti pistetta
x € X, jos kaikilla U € U, on olemassa B € K siten, ettd B C U. Té-
mé merkitsee tietenkin juuri sitd, ettd filtterikannan C virittama filtteri Fi
suppenee kohti pistetta x.

Huomautus 1.25. Topologisessa avaruudessa alkeisfiltteri suppenee kohti pistetta
x tasan silloin, kun vastaava jono suppenee kohti pistetta x.

Topologisessa avaruudessa filttereitd voi kdyttaa kuten jonoja metrisessé avaruu-
dessa eli kaikkiin topologisiin tarkasteluihin. Esimerkiksi piste 2 kuuluu osajoukon
A sulkeumaan tasan silloin, kun on olemassa joukon A osajoukoista muodostuva, filt-
terikanta, joka suppenee kohti pistetti . Yleisessé topologisessa avaruudessa ei viét-
tamitti ole pistettd x € A kohti suppenevaa A:mn jonoa!? (harjoitustehtivi 0.0.11).

Miéritelmé 1.26. Topologinen avaruus (X, 7T) on Hausdorff-avaruus® eli toteut-
taa erotteluaksiooman'* Ty, mikéli kahdella sen eri pisteelld 2 ja y aina on olemassa
erilliset ympéristot.

Huomautus 1.27. a) Topologinen avaruus (X,7) on Hausdorff aina ja vain, kun
mikédn sen filtteri ei suppene kohti useampaa kuin yhta pistetta.
b) Topologiselle vektoriavaruudelle E seuraavat ovat yhtapitdvia:

(1) E on Hausdorff,

(2) E:n yksipisteiset joukot eli yksiot ovat kaikki suljettuja,’®
(3) {0} on suljettu,

(4) avaruuden E jokin yksipisteinen joukko on suljettu.

1.3. Jatkuvat lineaarimuodot.

Lineaarikuvauksen jatkuvuus- ja avoimuuskriteerit 1.4 ja 1.5 antoivat edelld aiheen
tarkastella huolellisesti origon ympéristojé, mika juuri tehtiin kappaleessa 1.2. Pa-
laamme tarkastelemaan jatkuvia lineaarikuvauksia, erityisesti sellaisia, joissa maa-
liavaruus on pelkké K eli lineaarimuotoja. Huomattakoon, ettd vektoriavaruudessa
yleisesti kdaytetyt Hamelin koordinaatit ja Hilbertin avaruuden koordinaatit ovat li-
neaarimuotoja.

Maaritelma 1.28. Lineaarikuvauksia vektoriavaruudelta E yksiulotteiseen avaruu-
teen K sanotaan lineaarimuodoiksi ja useimmiten merkitdén lineaarimuotoa sym-
bolilla 2’ ja sen arvoa kohdassa x symbolilla 2'(z) = (x,2’). Vektoriavaruuden E
(algebrallinen) duaaliavaruus eli duaali on vektoriavaruus

E'={f:E — K| f on lineaarikuvaus}

PPilttereiden kiiytolle on olemassa vaihtoehto: Jonot voi korvata ns. "verkoilla”. Verkko on ku-
vaus tietyn ehdon toteuttavalta jérjestetyltd joukolta topologiseen avaruuteen. Verkon suppenemi-
nen méadritellddn suunnilleen kuten jonon suppeneminen. Emme kéyta verkkoja.

13Felix Hausdorff 18681942, Saksa.

1Gaks. Trennungsaxiom

15Yleisessi topologisessa avaruudessa Hausdorffin ehto T, takaa yksididen olevan suljettuja,
mutta kddnteinen ei pade ilman lisdoletuksia.



14 Topologiset vektoriavaruudet

eli kaikkien lineaarimuotojen avaruus. Selvasti £’ on kaikkien funktioiden vektoria-
varuuden K¥ = {f : E — K | f on kuvaus} aliavaruus.

Topologisen vektoriavaruuden E topologinen duaaliavaruus eli topologinen duaali
— puhekielessé usein pelkkéd duaali — on vektoriavaruus

E*={f:EF—=K ‘ f on jatkuva lineaarikuvaus}

eli kaikkien jatkuvien lineaarimuotojen avaruus. Selvésti E* C E’ on aliavaruus.
Jatkuvaa lineaarimuotoa merkitddn usein symbolilla z* ja sen arvoa kohdassa x
symbolilla z*(z) = (x, x*).

Lause 1.29. Topologisen vektoriavaruuden E lineaarimuodolle f € E' eli lineaari-
kuvaukselle f : E — K ovat yhtdpitavid seuraavat ehdot

(1) f € E* eli f on jatkuva

(2) Ker f on suljettu

(3) Ker f ei ole avaruuden E aito, tihed aliavaruus

(4) f on rajoitettu jossakin origon ympdristossi A € Uy.

Todistus. ITmplikaatiot (1)=-(2)=(3) ovat helposti todeksi huomattavia (harjoi-
tustehtdva 0.0.14). Todistettavaksi jad (3)=(4)=(1).
Huomautetaan aluksi kahdesta ilmeisesté tosiasiasta:

e Kun A C FE on balansoitu joukko, niin my&s sen kuva lineaarikuvauksessa
on balansoitu.

e Yksiulotteisessa avaruudessa K balansoituja joukkoja ovat ainoastaan origo-
keskiset avoimet ja suljetut pallot, pelkké origo, tyhja joukko ja koko avaruus.
Avaruuden K balansoitu lukujoukko on siis joko rajoitettu tai koko K.

Lauseen tilanteessa lineaarikuvaus f suuntautuu yksiulotteiseen avaruuteen K. Ava-
ruuden E mielivaltainen origon ympéristo A siséltédd origon balansoidun ympériston
B, jonka kuva T'(B) C K on balansoitu joukko ja siis joko rajoitettu tai koko K.

Ehdon (4) todistus aloitetaan tekemélld sille vastaoletus: f ei ole rajoitettu mis-
sdan origon ymparistossé, erityisesti ei missédén balansoidussa ympéristossia B € Uy,
vaan f(B) = K. Siis f(A) = K kaikilla A € Uy. Siispd myos kaikilla z € E ja
AelUyon fx+A) = flx)+ f(A) = f(z) + K=K, jolloin 0 € f(z+ A) ja siis
Ker f N (x 4+ A) # (). Lineaarimuodon f ydin on siis tihed, ja oletuksen (3) mukaan
se néin ollen on koko avaruus, eli f = 0, mikd on mahdotonta, koska oletimme etté
minkédn ympériston kuva ei ole rajoitettu saati pelkka {0}.

Paluuimplikaatio (4) = (1) seuraa lauseen 2.15 ehdosta (5), koska | - | on
lokaalikonveksin avaruuden K topologian méaérittelevd seminormi. U

Huomautus 1.30. Nollasta eroavan lineaarimuodon ydin eli hypertaso on siis aina
joko suljettu tai tihed sen mukaan onko lineaarimuoto jatkuva vai ei.

Huomautus 1.31. Topologisessa vektoriavaruudessa nollasta eroava lineaarimuoto
f € E' on aina avoin kuvaus. Origon ympéristo A € Ug sisiltda nimittidin balansoi-
dun absorboivan joukon B ja téllaisen kuva f(B) on origon ympéristo, sillda B on
absorboiva, joten on olemassa o > 0, jolla ax € B, jolloin f(ax) = af(x) # 0, joten
f(B) ei ole tyhji eikd pelkkd {0}, mutta kuitenkin balansoitu, siis origon ympéaristo.



Yleiset topologiset vektoriavaruudet 15

1.4. Asrellisulotteiset topologiset vektoriavaruudet.

Lause 1.32. (Tihonov 1935)'® Jokainen n-ulotteinen topologinen Hausdorff-vek-
toriavaruus (E,T) on lineaarisesti homeomorfinen eli topologisena vektoriavaruu-
tena isomorfinen euklidisen avaruuden K" kanssa.

Todistus. Olkoon (ey, ..., e,) vektoriavaruuden E kanta. Jokainen kuvaus
K—FE: A= e
on jatkuva. Siis myos yhdistetty kuvaus
K*—-ExE—FE
(A1, Ag) = (Aqeq, Agea) — Ajeg + Agey
on jatkuva. Huomattakoon, ettd K™:ssi tulotopologia on sama kuin euklidinen to-

pologia. Induktiolla saadaan, ettd kuvaus
K" — FE

()\17 s 7)\71) = Z)\’Lel
=1

on jatkuva. Lisdksi se on lineaarinen bijektio eli vektoriavaruusisomorfismi, joten
voimme olettaa, ettd £ = K" ja T on jokin avaruuden K" vektoriavaruustopolo-
gia. Viite on, ettd T yhtyy euklidiseen topologiaan 7., eli ettd identtinen kuvaus
(K™, 7.) — (K", T) on homeomorfismi. Totesimme sen juuri jatkuvaksi. Siksi eukli-
disen yksikkopallon pinta S = Sg on T.-kompaktin joukon jatkuvana kuvana myos
T-kompakti. Peitetddan S valitsemalla kullekin x € S topologian 7 mielessd avoin
ympéristo A, € U, ja valitaan samalla Hausdorffin Ts-ehtoa kéyttden myo6s origon
ympéristot B, € Uy siten, ettd A, N B, = 0.

Kuva 2. Peite

On olemassa déarellinen osapeite
A, U---UA, DS
ja sité leikkaamaton origon ympéristo

B=B, N---NB,,.

6Tihonov, Andrei Nikolajevits 19061993, Veniji,/Neuvostoliitto.
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B siséltda balansoidun ympériston C' € Uy, joka on euklidisesti yhtendinen ja siis
siséltyy kokonaan euklidiseen yksikképalloon. Identtinen kuvaus (E,7) — (E,7.)

on siis jatkuva.
O

2. LOKAALIKONVEKSIT AVARUUDET

2.1. Semipallot ja mittausfunktiot.

Maéaritelma 2.1. Vektoriavaruudessa F méaritelty reaaliarvoinen kuvaus p on sub-
addititvinen, jos kaikille x,y € E pétee kolmioepdyhtdlo

(2.1) p(x +y) < p(x) + p(y).
Huomaa, ettéd subadditiiviselle kuvaukselle pétee

(2.2) p(z) —p(y) <p(r—y)ja

(2.3) 0 <p(0) <p(x)+p(—=)

mista seuraa, ettd max{p(x), p(—z)} > 0 kaikille z € E.
Subadditiivinen kuvaus p on sublineaarinen, jos kolmioepayhtalon lisdksi pétee
positiivinen homogeenisuus eliVa,y €

(2.4) p(Az) = Ap(z) YA > 0.

Esimerkki sublineaarikuvauksesta on p(x) = sup,c; fi(z), missé jokainen f; on
lineaarinen ja sup;¢; fi(x) dérellinen.

Jokainen sublineaarifunktio p : £ — R on konwveksi funktio, toisin sanoen kaikilla
x,y € E janiilld a, 5 > 0, joilla a + 8 = 1, pétee

(2.5) p(az + By) < ap(x) + Bp(y),

erityisesti p(0) = 0 ja p(ax) < ap(x) kaikille reaalisille . Sublineaarikuvaus p on
seminormi eli puolinormi, jos se on homogeeninen eli ehto 2.4 on voimassa hieman
terdstetyssid muodossa:

(2.6) p(Ax) = |Ap(z)| VA € K.
Erityisesti p(z) = |p(z)| > 0. Seminormille pétee myos toinen kolmioepdyhtilé

p(z) —p(y)| < plz —y).
Esimerkiksi lineaarikuvauksen itseisarvo on seminormi. Toinen esimerkki seminor-
mista on p(x) = sup,—; ¢(A\r), missi ¢ on sublineaarinen.
Jos lisdksi

(2.7) p(x) = 0 vain, kun z = 0,

niin p on normia.

Maéaritelma 2.2. Jos p on ei-negatiivinen sublineaarikuvaus, x € E ja r > 0, niin
joukko By(xz,r) = {y € E | p(x —y) < r} on (2-keskinen, r-séiteinen) avoin subpallo
ja By(z,r) = {y € E | p(z —y) < r} vastaava suljettu subpallo. Origokeskisié

subpalloja merkitsemme B,(r) ja B,(r), 1-siteisia B, ja B,. Naméi késitteet eivit
edellytd mitddn topologiaa, vaikka nimissé esiintyvét sanat "avoin” ja "suljettu”.
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Koska suljetun subpallon sulkeuma voi jossain topologiassa hyvinkin olla muuta kuin
subpallo itse, merkitsemme subpallojen mahdollisia sulkeumia vdhan pitemmélla
viivalla, siis avoimen subpallon sulkeumaa B,(r) ja suljetun B,(r).

Jos p on seminormi, niin vastaavia subpalloja sanotaan semzipalloiksi tai — etenkin
kun p on normi — pallotksi. Téassé kirjassa tarvitaan eniten semipalloja.

Seuraavien lauseiden ideana on néyttda yhteys sublineaarifunktion algebrallisten
ominaisuuksien ja sen subpallon geometristen ominaisuuksien vélilla.

Huomautus 2.3. (1) Ei-negatiivisen sublineaarifunktion avoin subpallo on al-
gebrallisesti avoin, konveksi ja absorboiva.
(2) Seminormin avoin semipallo on liséksi balansoitu.

Maéritelma 2.4. Vektoriavaruuden absorboivan, konveksin osajoukon A C E mit-
tausfunktio on p: E — R:

p(z) =inf {A > 0|z € AA}.
Huomaa, ettd AA C pA aina, kun 0 < \ < p.

X -
pA(X)_215

D

Kuva 3. Mittausfunktio

\

Lause 2.5. Olkoon A vektoriavaruuden E konveksi ja absorboiva osajoukko.
(1) Joukon A mittausfunktio on ei-negatiivinen sublineaarinen kuvaus p : E —
R.
(2) Joukon A mittausfunktion p origokeskinen avoin yksikkosubpallo B, on jou-
kon A algebrallinen sisus, ts.

B,={r €A ‘ Yy € E3e > 0 siten, ettd kaikilla 0 < X < on ez + Ay € A}.

Erityisesti, jos A on algebrallisesti avoin eli yhtyy algebralliseen sisukseensa,
niin mittausfunktion p origokeskinen avoin yksikkosubpallo on A.

(3) Joukon A mittausfunktion p origokeskisen suljetun yksikkosubpallon mittaus-
funktio on p.

(4) Jos A on lisiksi balansoitu, niin sen mittausfunktio p on seminormi

Todistus. (1) Ainakin p(x) on ei-negatiivinen luku. Todistetaan kolmioepayht&lo:
Valitaan luvut A > p(z) ja p > p(y), jolloin § € A ja % € A ja siis, koska A on
konveksi

1z 1
AB uA+X%:x+y
st A p

joten p(z + y)

< A+ p. Koska tdmé pétee kaikille A > p(x) ja ¢ > p(y), niin
p(x+y) < p(x) +p(y).



18 Topologiset vektoriavaruudet

(2) ja (3) Seuraavat siité, ettd AA C pA aina, kun 0 < A < p.

(4) Homogeenisuusehto p(Ax) = |A|p(z) seuraa vélittomésti, jos A on balansoitu.

Lopuksi KzN A on yksiulotteisen aliavaruuden Kz suljettu jana, joten z € A <
p(z) < 1. O

Huomautus 2.6. a) Lauseet 2.3 ja 2.5 sanovat erityisesti, ettd sublineaarifunktiot
ja niiden avoimet origokeskiset yksikkosubpallot eli absorboivat, konveksit, algebral-
lisesti avoimet joukot vastaavat toisiaan yksi yhteen.

b) Samoin seminormit ja niiden avoimet origokeskiset yksikkosemipallot eli ba-
lansoidut, absorboivat, konveksit, algebrallisesti avoimet joukot vastaavat toisiaan
yksi yhteen.

¢) Avaruuden E sublineaarikuvauksilla, erityisesti seminormeilla, on kiytossé luon-
nollinen jérjestysrelaatio

p<q < px) <qx)Vze k.

Tiélle riittdd tietenkin, ettd p(x) < ¢(x) niille x € E, joilla g(z) < 1. Itse asiassa
riittdd tarkastaa, ettd g(z) <1 = p(x) <1, eli B, C B,.
d) Samoin
p<q < B,CB, & B,CB,.
e) Seminormin nollakohtien joukko, sen ydin Kerp = {x € E | p(z) = 0} on
vektoriavaruuden E aliavaruus.

Maaritelma 2.7. Lokaalikonveksi avaruus on vektoriavaruus F varustettuna per-
heelld seminormeja P. Seminormiperheeseen P liittyva lokaalikonveksi topologia on
vektoriavaruustopologia, joka mééritelladn valitsemalla origon ympéristokannaksi
kaikki &dérelliset leikkaukset perheen P seminormien avoimista semipalloista.

Sama topologia saadaan tietenkin perheen P seminormien suljetuista semipallois-
ta. Seuraava lause selittdé lokaalikonveksin topologian nimen.

Lause 2.8. Topologinen vektoriavaruus E on lokaalikonveksi aina ja vain, kun silld
on konvekseista joukoista muodostuva origon ympdristokanta IKCo. Tdlloin silld on
myds absorboivista, balansoiduista, konvekseista, suljetuista joukoista, eli tynnyreis-
ta muodostuva origon ympdristokanta.

Todistus. Origokeskiset suljetut semipallot
B,(0,e) ={x € E | p(z) < ¢}

ovat selvastikin konvekseja, absorboivia ja balansoituja ja ndmé ominaisuudet periy-
tyvét niiden &arellisille leikkauksille, jotka lauseen 1.22 mukaan muodostavat origon
ympaéristokannan jossain F:n vektoriavaruustopologiassa. Liséksi suljetut semipallot
ovat suljettuja tdssd topologiassa (harjoitustehtavé 0.0.22) ja suljettujen joukkojen
adrelliset leikkaukset ovat suljettuja. Suljettujen semipallojen &érelliset leikkaukset
ovat siis jopa tynnyreité, joten lauseen jyrkempikin ehto on valttaméaton topologisen
vektoriavaruuden lokaalikonveksiudelle.

Ehdon riittdvyyden todistamiseksi oletetaan, etté avaruudella on konvekseista jou-
koista muodostuva origon ympéristokanta ICy. Osoitetaan ensin, ettd on olemassa
tynnyreistd muodostuva origon ympaéristokanta, eli ettd mielivaltainen origon ym-
péristo sisaltda origon ympéariston, joka lisdksi on tynnyri: Olkoon A € Uy. Lauseen
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1.16 mukaan on olemassa siihen siséltyva suljettu origon ympéristo S. Siihen puo-
lestaan sisédltyy oletuksen nojalla konveksi origon ympéristd C' ja uudelleen lauseen
1.16 mukaan vield suppeampi balansoitu origon ympéristo B.

o)

Kuva 4. Tynnyriympéristod

o

Osoitetaan, ettd ympériston B suljetulla konveksilla verholla co B on halutut omi-
naisuudet.

(1) On helppoa (harjoitustehtava 0.0.20) todeta, ettd balansoidun joukon kon-
veksi verho co B on balansoitu'”. Tietysti se on myos konveksi ja B C co B C
ccs.

(2) Balansoidun joukon sulkeuma co B C S C A on lauseen 1.16 pittelyn mu-
kaan balansoitu, tietenkin suljettu ja origon ympéristond myos absorboiva.
Seurauksen 1.17 mukaan se on myos konveksi.

Avaruudella on siis tynnyreistd muodostuva ympéristokanta. Toinen vaihe riitté-
vyystodistuksestamme liittd4 kuhunkin origon tynnyriympéristoén seminormin si-
ten, ettd annettu tynnyri on sen suljettu yksikkosemipallo. Téllaiseksi seminormiksi
tarjoutuu tietenkin tynnyrin A € U, mittausfunktio, joka lauseen 2.5 mukaan on
seminormi. Taytyy vain varmistaa, etté

reAd < plx) <L

Tamékin onnistuu, silli Kz N A on yksiulotteisen aliavaruuden Kz origokeskinen
suljettu jana, joten x € A <= p(z) < 1. d

Huomautus 2.9. Lokaalikonveksi avaruus £ on Hausdorff aina ja vain, kun kaikille
x € E pétee, ettd x = 0 tasan silloin, kun p(z) = 0 kaikilla p € P.

Todistus. Viite seuraa siitd, ettd lauseen 1.26 mukaan topologinen vektoriavaruus
on Hausdorff, kunhan sen yksipisteiset joukot ovat suljettuja. 0

Seuraavaksi selvitimme, milla ehdoilla lokaalikonveksissa avaruudessa (E, P) maéi-
ritelty seminormi ¢ on jatkuva kuvaus £ — R. On helppo arvata — ja totta — etté
ainakin topologian méérittelevddan perheeseen kuuluvat seminormit ¢ € P ovat jat-
kuvia, ja ettd toisaalta jatkuvien seminormien lisddminen perheeseen P ei muuta
topologiaa. Erityisesti kaikkien jatkuvien seminormien perhe ma&réda alkuperdisen
lokaalikonveksin topologian. Motivaatioksi seuraavalle lauseelle huomautamme viel&
siitd, ettd selviteltdessd lineaarikuvauksen jatkuvuutta on edullista osata tunnistaa

17Pieni piirros R2:ssa osoittaa, etti konveksin joukon balansoitu verho ei yleensé ole konveksi.
Myoskadn suljetun joukon konveksi verho ei yleensé ole suljettu. Varo niitil
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jatkuvat seminormit. Tdméan huomaa jo normiavaruuksien tapauksessa, silla nor-
miavaruuksien vélinen lineaarikuvaus 7' : £ — F on jatkuva tasan silloin, kun sen

madrdama seminormi pr(z) = ||Tz|| on jatkuva, miké tapahtuu tasan silloin, kun
on olemassa vakio C' > 0, jolla kaikissa pisteissid x € E pétee
pr(z) < Cllz].

Lause 2.10. Olkoon E topologinen vektoriavaruus ja p avaruudessa E mddritelty
seminormi. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtapitdvid keskenddn:

(1) p on jatkuva.
(2) B, on avoin.

(3) B on origon ymparisto.

(4) B on origon ymparisto.

(5) p on rajoitettu jossakin origon ympdristossi A.

(6) p on jatkuva pisteessi 0.

Jos (E,P) oletetaan lokaalikonveksiksi, niin edellisten kanssa ovat yhtdpitivid seu-
raavat hyvin kdyttokelpoiset ehdot:

(7) On olemassa luku € > 0 ja topologian virittividin joukkoon P kuuluvat semi-
normit qq, ..., q, siten, ettd

e(ByN---NBy,) C By

(8) On olemassa luku € > 0 ja seminormit qi,...,q, € P siten, ettd kaikilla
rek
ep(r) <max{q(x),...,q.(z)}.
(9) On olemassa luku € > 0 ja seminormit q1,...,q, € P siten, ettd kaikilla
reFE

ep(z) <qu(@) + -+ + gu(x).

Todistus. Ehdot (1)—(6) on helppo todeta yhtéapitaviksi, samoin lokaalikonveksissa
tapauksessa ehdot (3) ja (7). Ehtojen (7),(8) ja (9) yhtépitavyys seuraa siitd, etta
E':n seminormeille p, q1, ..., q, ja q patee

(i) p<q < B, DB,

(ii) max{q,...qgn} on seminormi ja Byax{q,,..qu} = Bg NN By,

(iil) max{q1,... ¢} <@+ + ¢ < nmax{q,... ¢} dJ

2.2. Lokaalikonveksin avaruuden aliavaruus ja jatkuvan seminormin laa-
jentaminen.

Topologisen vektoriavaruuden E aliavaruus M C E perii avaruudelta F seké line-
aariset laskutoimitukset ettéd aliavaruustopologian ja ndmé tekevét siitd topologisen
vektoriavaruuden.

Jos (E, Q) on lokaalikonveksi avaruus, niin osoittautuu, ettd myos aliavaruusto-
pologia TEl  On lokaalikonveksi ja sen virittdvét seminormien ¢ € Qp rajoittumat
aliavaruuteen M ja origon ympaéristokantana konveksit joukot U M M, missd U on
avaruuden E origon konveksi kantaympéaristo. Tamén luonnolliselta tuntuvan vait-
teen todistus perustuu siihen, ettd aliavaruuden jatkuvat seminormit ovat samoja
kuin alkuperéisen avaruuden jatkuvien seminormien rajoittumat aliavaruuteen.
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Lause 2.11. Olkoon E vektoriavaruus, M sen aliavaruus, p seminormi avaruudessa
M ja q seminormi koko avaruudessa E siten, etti p < q‘M eli p(z) < q(x)Vr € M.

Tdlloin on olemassa koko avaruudessa E mddaritelty seminormi p siten, ettip = ﬁ}M
jap <q.

Kuva 5. Seminormin jatkaminen

Todistus. Koska p(z) < g(x)Vax € M, niin B, M C B,. Olkoon B = co(B, U B,.)
Silloin B C F on absorboiva, konveksi ja myos balansoitu, joten sen mittausfunktio
p on seminormi. Koska B D By, niin p(z) < ¢(z)Vx € E. Esimerkin 1.14 mukaan
B = co(B,UB,) = {az,+ Bz, | a+=1,0<a< 1z € Bz, € By}, joten
BN M = B, jasiis p(x) = q(r) kaikille z € M. O

Seuraus 2.12. Olkoon (E, Qg) lokaalikonveksi vektoriavaruus, M sen aliavaruus
ja p jatkuva seminormi avaruudessa M. Tdlléin on olemassa koko avaruudessa E
mddritelty jatkuva seminormi p siten, ettd p = f)! e

Erityisesti aliavarustopologia TE‘ v On lokaalikonveksi ja sen virittavat seminor-
mien q € Qg rajoittumat aliavaruuteen M.

Seuraus 2.13. Olkoon (E, Q) lokaalikonveksi vektoriavaruus. Merkitidn seminor-
miperheen Qg topologiaa Tp. Olkoon edelleen M C E lineaarinen aliavaruus, Py
sen jokin seminormiperhe ja Ty vastaava lokaalikonveksi topologia.

Inkluusiokuvaus 7 : M — E on jatkuva tasan silloin, kun jokainen p € Py on
TE-jatkuva eli kun

Vp € PydA >0 jaqe Qp siten, ettd p < q|M.
Erityisesti ndin kdy, kun jokainen p € Py on muotoa q|M.

Perustelu. Viite seuraa lauseesta 2.12 ja siité, ettd inkluusiokuvaus j : M — F on
tietenkin jatkuva aina ja vain, kun topologian 7z joukkoon M indusoima aliavaruus-
topologia TE‘ o on karkeampi kuin 7. O

Lauseesta 2.11 tarvitaan mychemmin myos hieman muokattua versiota:



22 Topologiset vektoriavaruudet

Lause 2.14. Olkoon E lokaalikonveksi vektoriavaruus, M sen suljettu (!) aliavaruus
ja p jatkuva seminormi avaruudessa M sekd xo € E ~ M. Tdlloin on olemassa
sellainen seminormin p jatko koko avaruuden jatkuvaksi seminormiksi p, ettd xo et
kuulu p:n avoimeen yksikkosemipalloon, vaan p(zg) > 1.

Todistus. Valitaan p:lle jokin jatko avaruuden E jatkuvaksi seminormiksi ¢;. Koska
x ¢ M, ja M on suljettu, on olemassa F:n jatkuva seminormi g siten, ettd M ei
leikkaa zg-keskistd 1-siteisté go-semipalloa, vaan go(z — xo) > 1 kaikilla = € M.
Télloin seminormi ¢ = max{qi, g2} on joukossa M vahintddn yhtd suuri kuin p
eikd xy kuulu g-yksikkosemipalloon. Seminormia g joudutaan vield korjaamaan, jotta
se olisi p:n jatko. Jaljitellddn lauseen 2.11 konstruktioita tarkastelemalla konveksia
verhoa B = co(B, U By), missd B, C M C E ja B, C E ovat seminormien avoimet
yksikkosemipallot. Valitaan p:ksi konveksin verhon B mittausfunktio. Tdmé toimii,
onhan ensinnédkin E:ssd p < ¢, joten seminormi p on jatkuva. Toiseksi todella p
on alkuperdisen seminormin jatko, kuten lauseen 2.11 todistuksessa todettiin. On
vield todettava, ettd p(zg) > 1: Jos olisi p(zg) < 1, niin olisi zg € B. Tédmé on
mahdotonta, silld jos © — 0 € B = co(B, U B,), niin zy = Az, + uz, joillekin
xp, € By, v, € By ja A\, p >0, joilla A+ p = 1. Siis A\, = 29 — px, € 29 + B,, mikd
on ristiriidassa sen kanssa, ettd z, € B, C M. 4

2.3. Lokaalikonveksin avaruuden jatkuvat lineaarikuvaukset.
Lokaalikonveksien avaruuksien vélisen lineaarikuvauksen jatkuvuus on mahdollis-
ta lausua seminormiepéyht&ldin.

Lause 2.15. Olkoon (E,T) topologinen vektoriavaruus ja (F,Pg) lokaalikonveksi
avaruus seki T : E — F lineaarikuvaus. Seuraavat ehdot ovat yhtdpitivia keske-
naan:

(1) T on jatkuva

(2) Kaikilla p € Pr kuvaus po T on jatkuva seminormi avaruudessa E.

Erityisesti, jos myds (E, Pg) on lokaalikonveksi, niin yhtapitivid on myds
(3) Vp € Pr 3 > 0 ja 3q1,...,q, € Pg siten, etti Vr € E
ep(Tx) < qu(x) + -+ + ().

Todistus. (1)=>(2): Jos T on jatkuva, niin yhdistetty kuvaus poT on jatkuva, onhan
lauseen 2.10 mukaan jokainen seminormi p € Pr jatkuva. Liséksi p o T on helppo
todeta seminormiksi.

(2)=(1): Olkoon U € Uy r. Lokaalikonveksin topologian mééritelmén 2.7 mukaan
on olemassa pi,...,p, € Pr jar > 0 siten, ettd r(),_, B,, C U. Oletuksen (2)
mukaan jokainen poT on jatkuva avaruuden (E, Pg) topologiassa, joten on olemassa
Vi € Uy siten, ettd T'(V;) C B,,. Nyt T(Ni_, Vi) C r(;, Bp, C U. On l5ydetty
avaruuden £ origon ympéristo, joka kuvautuu annettuun ympéristoon U € Uy p,
joten T on jatkuva origossa ja siis kaikkialla, olipa E lokaalikonveksi tai ei.

(2) = (3): Olkoon (E,Pg) lokaalikonveksi ja p € Pp. Ehdon (2) nojalla kuvaus
po T on jatkuva seminormi, joten edellisen lauseen ehdon (9) nojalla se toteuttaa
todistettavana olevan lauseen ehdon (3).
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(3)=(1): Osoitamme, ettd mielivaltaiseen origon avoimeen ympéristoon A € Uy
kuvautuu jokin origon ympéristo (E, Pg):sté. Lokaalikonveksin topologian mééritel-
mén 2.7 mukaan riittéé tarkastella tilannetta, jossa A = B, jollekin p € Pp. Ehdon
(3) nojalla on olemassa luku € > 0 ja seminormit ¢y, ..., q, € Pg siten, etté kaikille
xr € F patee

ep(Tz) < qu(@) + -+ + gu(2).
Erityisesti siis pisteille z € By, (0, £)N---N B, (0,£) on

ep(Tz) <e
eli p(T'z) < 1, toisin sanoen Tz € B, = A. O

3. KONVEKSIGEOMETRISIA LAUSEITA

Aloitamme funktionaalianalyysin klassisten tulosten yleistdmisen Mazurin'® ja
Banachin'? lauseilla, koska ndma péteviit yleisessé topologisessa vektoriavaruudessa
ilman mitdan lisdoletuksia.

3.1. Laajennus- ja erottelulauseet.

Palautetaan aluksi mieleen, ettéd vektoriavaruuden E affiinilla aliavaruudella tar-
koitetaan joukkoa M = x 4 F', missd x € E ja F' C E on lineaarinen aliavaruus.
Affiini hypertso on joukko H = x 4+ K, missd ¢ € F ja K on hypertaso eli nollasta
eroavan lineaarimuodon ydin.

Lause 3.1. (Mazurin laajennuslause)

Olkoon E topologinen vektoriavaruus, A C E konveksi, avoin joukko, ja M C E
affiini aliavaruus siten, ettdi MNA = 0. Tdlldin on olemassa suljettu affiini hypertaso
H C FE siten, etti M C H ja HN A = ().

Kuva 6. Mazurin laajennuslause

Todistus. Tapaus A = () on triviaali. Yleisessi tapauksessa todistus perustuu Zornin
lemmaan ja seuraaviin osatuloksiiin, jotka ovat itsessdédnkin kiinnostavia, eivatka
vaikeita tarkastaa®’.

18G¢anistaw Mazur 1905-1981, Puola.
19Gtefan Banach 1892-1945, Puola.
20vrt. [1] lause 21.9.
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Lemma 3.2. Topologisessa vektoriavaruudessa:

(1) Konveksi joukko on polkuyhtendinen, siis myds yhtendinen.

(2) Konveksin joukon sulkeuma on konveksi

(3) Konveksin joukon sisdpisteen ja kosketuspisteen vdlinen “avoin R- jana” si-
saltyy joukon sisukseen.

(4) Konveksin joukon sisus on siis konveksi.

(5) Lineaarialgebrallinen projektio topologiselta vektoriavaruudelta sen (topologi-
selle, lineaariselle) aliavaruudelle — joka on aina topologinen vektoriavaruus
— on avoin®' kuvaus.

Perustelu. Kohta (2) on sama kuin seuraus 1.17. Kohdat (1) ja (3) ovat harjoitusteh-
tavia (0.0.17) ja (4) on véliton seuraus kohdasta (3). Todistetaan kohta (5). Riittaa,
ettd pisteiden ympéristot kuvautuvat kuvapisteiden ympéristoiksi. Télle riittaa, etta
origon ymparistot kuvautuvat origon ympéristoiksi. Projektio aliavaruudelle F' C E
on lineaarikuvaus P : £ — E, jolla Po P = P ja F' = P(F), jolloin erityises-
ti Pr = x kaikille x € F. Siksi origon ympériston A € Ug kuva P(A) sisdltdd
leikkauksen A N F', joka on aliavaruuden F' origon ympéristo.

Mazurin laajennuslauseen 3.1 todistus. Voimme olettaa, ettd 0 € M, jolloin M on
lineaarinen aliavaruus ja 0 ¢ A. Oletamme aluksi vield, ettd K = R.

Hypertasoehdokkaaksi H valitaan maksimaalinen alkio inkluusiorelaatiolla jérjes-
tetystd perheesta

A={N C E | N on lineaarinen aliavaruus, M C N, NN A = (}.

Maksimaalisen alkion olemassaolo voidaan perustella Zornin lemmalla®?, silli ali-
avaruusperheen A jokaisella inkluusion mielessé téysin jarjestetylld osaperheelld on
ylaraja perheessia A, nimittain alkioidensa yhdiste.

Maksimaalinen aliavaruus H toteuttaa lauseen ehdot, kunhan ndemme, etté se on
hypertaso ja suljettu.

Valitaan aliavaruudelle H C E jokin Hamel-kanta K ja laajennetaan se koko
avaruuden E kannaksi L D K. Osoitetaan, ettd "uusien” kantavektorien virittdma
aliavaruus F© = (L ~ K) on yksiulotteinen: Kannan avulla mééritelty projektio
avaruudelta E aliavaruudelle F'

@:E%F:Zaixrﬁ Z Oy

€L rzelNK

on edellisen lemman mukaan avoin lineaarikuvaus E — F' ja kuvaa siis joukon
A avoimeksi, konveksiksi joukoksi ¢(A) C F. Origo ei kuulu joukkoon ¢(A), silld
e 0)=HjaHNA=0.

Jos F' olisi vahintdan kaksiulotteinen, niin tarkastelisimme sen jotain kaksiulot-
teista aliavaruutta G, jolloin G N @(A) olisi avoin ja konveksi ja 0 € G ~\ ¢(A).
Kaksiulotteisessa avaruudessa G olisi tietenkin olemassa yksiulotteinen aliavaruus
S, joka ei leikkaisi joukon A kuvajoukkoa ¢(A). Silloin olisi

M CH=¢'(0) ¢ '(S)

2IMutta ei aina jatkuva, ks. 0.0.39.
2270rnin lemma sanoo juuri, etti niin voi tehdi. Max August Zorn 1906-1993, Saksa. Ks. [1] .
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ja
e HS)NA=
joten aliavaruus ¢ '(S) rikkoisi hypertason H maksimaalisuutta. Kannan avulla
konstruoimamme aliavaruus F' on siis yksiulotteinen ja H on hypertaso.

Loydetty hypertaso H ei ole tihed, koska se ei leikkaa avointa joukkoa A. Siksi se
on suljettu.

Néin on reaalinen versio todistettu. Kompleksinen versio palautuu reaaliseen, sil-
& kompleksikertoiminen normiavaruus on luonnollisesti samalla reaalikertoiminen.
Néin on olemassa reaalisessa mielessé hypertaso H D M, joka ei leikkaa joukkoa A
Nyt joukko

HnNiH
on kompleksisessa mielesséd aliavaruus ja selvisti maksimaalinen aito sellainen eli

kompleksinen hypertaso. Sekéén ei tietenkéaén leikkaa joukkoa A ja sekin on suljettu.
O

Esitdmme samantien seurauslauseen, joka usein oppikirjoissa todistetaan seurauk-
sena Hahnin ja Banachin lauseesta. (Ks. my6s 3.8)

Seuraus 3.3. Olkoon E lokaalikonveks: avaruus ja F' sen suljettu aliavaruus sekd
x9 € E X F. Tadlloin on olemassa jatkuva lineaarimuoto x* € E* siten, ettd

(g, ")y =1 ja
(y,*)y =0  kaikillay € F.

Todistus. Sovelletaan ensin lineaarimuotoon 0 € F* Mazurin laajennuslausetta vali-
ten avoimeksi konveksiksi joukoksi jokin aliavaruutta F' leikkaamaton pisteen x kon-
veksi ympdristd U, jollainen on lokaalikonveksissa avaruudessa olemassa. Saadaan
avaruuden F suljettu hypertaso eli jonkin jatkuvan lineaarimuodon ydin Ker f D F',

jolla U N Ker f = (0, erityisesti f(xq) # 0. Valitaan z* = % Se kelpaa. O

Lause 3.4. (Banachin erottelulause) Olkoot A ja B topologisen vektoriavaruu-
den erillisid konvekseja joukkoja, joista A avoin. Silloin on olemassa jatkuva line-
aarimuoto [ ja reaaliluku o siten, ettd f:n reaaliosalle pdtee:

Ref(z) <a Vre A ja
Re f(z) > a Vz € B.
Todistus. Olkoon aluksi E reaalikertoiminen. Osoitetaan aluksi, ettd on olemassa

jatkuva lineaarikuvaus f : F — R, joka erottaa joukot A ja B. Talld tarkoitamme,
etta

F(A)Nf(B)=0.
Voimme olettaa, ettd joukot ovat epétyhjid. Erotusten joukko
C=A-B={a—blacAbeB}=|J(A-b)
beB

on avoin, konveksi eiké siséilld origoa. Sovellamme Mazurin lausetta siihen ja aliava-
ruuteen M = {0}. Saamme origon kautta kulkevan suljetun hypertason H, joka ei
leikkaa joukkoa C'. On olemassa jokin lineaarimuoto — olkoon se f — jonka ydin on
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Re(f)< a

Re(f)> Re(f)= o

Kuva 7. Banachin erottelulause

H. Koska H on suljettu, f on jatkuva. Liséksi H erottaa joukot A ja B, silld josa € A
ja b € B siten, ettd f(a) = f(b), niin (a —b) € (A—B)NKer f =(A—B)NH = 0.
Koska f on jatkuva lineaarimuoto, niin f(A) on huomautuksen 1.31 nojalla avoin.
Konvekseina joukkoina f(A) ja f(B) ovat yhtenéisid reaalilukujoukkoja eli vileja,
joten vaihtamalla tarvittaessa f:n tilalle —f loydetédédn reaaliluku « siten, etta

flz)<a VreA
ja f(r)>a VreB.

Banachin erottelulauseen kompleksinen tapaus palautuu reaaliseen, kun huomaa,
ettd jokainen kompleksikertoiminen vektoriavaruus E on samalla reaalikertoiminen
vektoriavaruus. Pienelld laskulla voi tarkastaa, ettéd jos f : E — C on kompleksili-
neaarinen, niin sen reaaliosa

9:E—R:g(z) =Ref(z) = 3(f(z) + f(2))
on reaalilineaarinen — yleensé ei tietenkdédn kompleksilineaarinen. Toisaalta jokai-
nen kompleksisessa vektoriavaruudessa mééaritelty reaalilineaarimuoto g : £ — R on
siitd muodostetun kompleksilineaarisen kuvauksen

fE—=C:z— g(x)—ig(ir)

reaaliosa. E:n reaali- ja kompleksilineaarimuotojen joukot ovat siis téssd mielessa
samat. Myos on selvid, ettd f ja g ovat yhté aikaa jatkuvat. U

3.2. Hahnin ja Banachin lause.

Sekd Mazurin laajennuslause ettd Banachin erottelulause ovat olennaisesti yh-
tapitavia Hahnin®® ja Banachin lauseen kanssa, josta ne on yleensi tapana johtaa
funktionaalianalyysin oppikirjoissa.

Lause 3.5. (Hahn ja Banach 1927-29)?* Olkoon F C E vektoriavaruuden aliava-
ruus, p seminormi avarvudessa E ja f aliavaruudessa F mddritelty lineaarimuoto,

jolla
|f(x)| <plx) VxeF.

23Hans Hahn 1879-1934, Itivalta.

24K ompleksiversio Bohnenblust, timiin oppilas Sobzyk ja erikseen Suhomlinov, kummatkin v.
1938. H. Frederic (Henri) Bohnenblust USA, Andrew F. Sobczyk 1915 — |, USA, G.A. Suhom-
linov, Neuvostoliitto.
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Tdlloin on olemassa koko avaruudessa E mddritelty lineaarimuoto g : E — K, jolle

g(x)=f(x) VYexeF ja
lg(z)| < p(x) VreE.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd f # 0. Kédytetddn Mazurin laajennuslausetta. Va-
litaan seminormiavaruudessa (F,p) konveksiksi, avoimeksi joukoksi seminormin p
avoin yksikkosemipallo B = {x € E | p(z) < 1} ja E:mn affiiniksi aliavaruudeksi
avaruuden F' hypertaso

M={zeF | f(z)=1}.

Kuva 8. Hahnin ja Banachin lauseen todistus

Mazurin laajennuslause antaa avaruuden FE suljetun hypertason H D M, joka ei
leikkaa yksikkosemipalloa Bg. Koska H N F' sisédltdd avaruuden F' hypertason M,
mutta ei yhdy koko aliavaruutta F' (joka tietenkin leikkaa semipalloa Bpg), niin
H N F = M. Maaritelladn g avaruuden E lineaarimuodoksi, joka saa hypertasossa
H arvon 1. Se tayttda vaatimukset. O

Huomautus 3.6. (Yleistys) Hahnin ja Banachin lause todistettiin seminormiava-
ruudessa (F,p). Reaalikertoimisessa tapauksessa riittda olettaa, ettd seminormin p
roolissa on pelkké ei-negatiivinen sublineaarikuvaus 3.6 eli vaaditaan homogeenisuus
p(Az) = |A|p(x) ainoastaan positiivisille A.

Taméa muoto Hahnin ja Banachin lauseesta on tunnetuin ja se on useimmissa kir-
joissa tapana todistaa suoraan Zornin lemman avulla. Sen voi kylla todistaa Mazurin
laajennuslauseestakin, jota tosin joudutaan yleistimé&in; laajennuslauseessa ei ni-
mittédin tarvita topologiaa, vaan riittdd olettaa, ettd joukko on algebrallisesti avoin
(harjoitustehtavé 0.0.35).

Huomautus 3.7. (Erikoistapaus) Jos p = || - || on normi, niin Hahnin ja Bana-
chin lauseen oletus merkitsee, ettd lineaarimuoto f : F' — K on normialiavaruudessa
F' jatkuva ja sen normi || f|| = supj,<; [f(z)| on enintdén 1. Hahnin ja Banachin
lause sanoo téssa tilanteessa, ettéd lineaarimuoto f voidaan jatkaa koko avaruuden
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lineaarimuodoksi g, jolla my6s on enintddn normi 1. Erityisesti g on jatkuva. Yk-
sinkertaisella skaalauksella seuraa, ettd normiavaruuden aliavaruuden jatkuvalla li-
neaarimuodolla on siis aina olemassa laajennus koko avaruuden jatkuvaksi lineaa-
rimuodoksi, jolla on sama normi. Seuraava seuraus on tdmén normiavaruuslauseen
lokaalikonveksi versio.

Seuraus 3.8. (Hahnin ja Banachin lause jatkuvalle lineaarimuodolle lo-
kaalikonveksissa avaruudessa) Olkoon ' C E lokaalikonveksin topologisen vek-
toriavaruuden aliavaruus ja f : F — K aliavaruudessa F' mddaritelty jatkuva lineaa-
rimuoto. Talloin on olemassa koko avaruudessa E mddritelty jatkuva lineaarimuoto
g: E—=K, jolle g(x) = f(z) VYxelF.

Jos g € E N F, voidaan g lisiksi valita siten, etti g(xq) = 1.

Todistus. Oletuksen mukaan F' C E on lokaalikonveksin avaruuden £ = (E,P)
aliavaruus. Télloin F' on my6s lokaalikonveksi, silld lauseen 2.12 mukaan avaruu-
den F' topologia saadaan seminormien p € P rajoittumista ja itse asiassa jokainen
aliavaruuden F' jatkuva seminormi on koko avaruudessa E maéritellyn jatkuvan se-
minormin rajoittuma.

Oletettiin, ettd f : F' — K on aliavaruudessa F' maéritelty jatkuva lineaarimuoto,
joten on olemassa seminormi p € P siten, etti

|f(z)| < p(z) VzeF

Hahnin ja Banachin lauseen 3.5 mukaan on olemassa avaruudessa F méaritelty li-
neaarimuoto, jolla f(z) = g(z) aliavaruudessa F ja |f(z)| < p(z) Va € E. Selvisti
g on jatkuva.

Jos 29 € E . F, on lineaarimuodolla 700y halutut arvot, mikéli g(xo) # 0. Jos
taas g(xo) = 0, valitaan seurauksen 3.3 mukainen jatkuva lineaarimuoto xz* € E*
siten, ettd x*(x¢) = 1 ja x*(y) = 0 kaikilla y € F', jolloin lineaarimuodolla g + z* on
halutut arvot. U

Huomautus 3.9. Hahnin ja Banachin lauseessa maaliavaruutena on K. Tietenkin
sen tilalla voi olla mika tahansa yksiulotteinen avaruus. Tarkastelemalla koordinaat-
teja erikseen huomaa, etté jatkuvan lineaarikuvauksen voi jatkaa aliavaruudesta ko-
ko avaruuteen, kunhan maalipuolella on &érellisulotteinen avaruus. Lause ei enda
yleisty, jos maalipuoli on daretonulotteinen.

Mazurin laajennuslause, Banachin erottelulause ja Hahnin ja Banachin lause yleis-
tyivét siis todistuksineen myos topologisiin vektoriavaruuksiin, mutta on syyté huo-
mata, ettd seuraus 3.8 ei pade yleisessé topologisessa vektoriavaruudessa. Esimerkki-
né voi mainita, ettd topologisen vektoriavaruuden jatkuvien lineaarimuotojen jouk-
ko, eli sen topologinen duaali, saattaa olla pelkkd {0}, kuten on asian laita esimer-
kiksi ddretonulotteisilla (P-avaruuksilla, kun 0 < p < 1.

Hahnin ja Banachin lauseen avulla voidaan siis jatkuva lineaarimuoto laajentaa
lokaalikonveksin avaruuden aliavaruudesta koko avaruuteen. Lause on siind mielessé
syvallinen, ettd sen todistus edellytti valinta-aksiooman, kédytdnnossd Zornin lem-
man soveltamista. Vastaavanlainen laajennuslause seminormeille 2.11 ei edellyttanyt
valinta-aksioomaa.
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4. METRISOITUVUUDESTA JA TAYDELLISYYDESTA. FRECHET'N AVARUUDET.

Erottelulauseiden ohella toinen térked funktionaalianalyysin periaate on Baire’in
kategorialause seurauksineen, joita ovat ennen kaikkea avoimen kuvauksen lause
4.17, suljetun kuvaajan lause 4.19 ja Banachin ja Steinhausin tasaisen rajoituksen
periaate 4.24.

Baire’in kategorialause kisittelee yleisid metrisid avaruuksia eikd vilittomaésti ol-
lenkaan liity lineaariseen struktuuriin eiké normiin. Esitimme tdydellisyyden(!) vuok-
si Baire’in lauseen todistuksineen. Sitten tarkastelemme sen oletuksia, siis taydelli-
syyttd ja metrisoituvuutta, topologisissa vektoriavaruuksissa ja lopuksi johdamme
péaatulokset, etenkin edelld mainitut avoimen kuvauksen lauseen, suljetun kuvaajan
lauseen ja tasaisen rajoituksen periaatteen.

4.1. Baire’in kategorialause.

Maéritelmi 4.1. Olkoon X topologinen avaruus.

(1) Osajoukko M C X on tihed avaruudessa X, jos M = X.
(2) Joukko M C X on harva, eli ei missdidn tihed avaruudessa X, jos sen sul-
keuma on sisépisteeton, eli jos sen sulkeuman komplementti X ~ M on ti-

hed: X ~ M = X. Erityisesti suljettu joukko on harva avaruudessa X tasan
ollessaan sisépisteeton.
(3) Joukko M C X kuuluu avaruudessa X Baire’in ensimmdiseen kategoriaan,
jos se on yhdiste numeroituvan monesta avaruudessa X harvasta joukosta.
(4) Joukko M C X kuuluu avaruudessa X Baire’in toiseen kategoriaan, jos se
ei kuulu ensimmaéiseen.

25
26

Baire’in kategorialause sanoo, ettd mikéédn taydellinen metrinen avaruus, erityi-
sesti mik#fin Banachin avaruus ei ole itsensi 1. kategorian osajoukko. Todistus?’
perustuu seuraavaan lemmaan:

Lemma 4.2. (Cantor) Metrinen avaruus (X,d) on tdydellinen aina ja vain, kun
silld on ns. sisdkkéisten suljettujen joukkojen ominaisuus: Jos sisdkkdiset epdtyhjdit
joukot X D S1 D Se D ... ovat suljettuja ja diam(S,) — 0, niin silloin

() Sn #0.

neN
Téssd diam(S) on joukon S halkaisija, so. diam(S) = sup{d(z,y) } z,y € S}.

Todistus. Olkoon aluksi X téydellinen ja suljetut joukot S,, oletuksen mukaisia. Va-
litsemalla kullekin n € N alkio z,, € S, saadaan Cauchy-jono®, jonka raja-arvo on
joukkojen S,, leikkauksessa.

253analla kategoria on muitakin merkityksié, joskaan ei téssd yhteydessd. René-Louis Baire
1874-1932, Ranska.

26Toisinaan 1. kategorian joukkoa sanotaan lathaksi joukoksi.

27Sama kuin [1] lauseen 19.6.

28 Augustin Louis Cauchy 1789-1857, Ranska.
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Olkoon sitten lauseen ehto voimassa. Todistetaan, ettd avaruuden X mielivaltai-
nen Cauchy-jono (z,) suppenee. Valitsemalla

Sp={xm | m >n}

saa Cantorin? lemman 4.2 ehdot voimaan ja huomaa, etti leikkauksen alkio on
jonon raja-arvo. U

Baire’in kategorialause on helpointa todistaa komplementaarisessa muodossa eli
seuraavan lemman hahmossa.

Lemma 4.3. Olkoon X tdiydellinen metrinen avaruus ja A, jono sen avoimia ja
tiheitd osajoukkoja. Tdlloin letkkaus

A= ﬂ A,
neN

on tihed, erityisesti epdtyhjd.
Todistus. Olkoon B(xz,r) avaruuden X jokin avoin pallo. On osoitettava, etta
B(x,r)N A # 0.

Koska A; on tihed ja B(z,r) avoin, niin leikkaus A; N B(x,r) on epédtyhji ja kahden
avoimen joukon leikkauksena avoin. On siis olemassa pallo B(z1,71), jonka sulkeuma
Sy siséltyy joukkoon A; N B(x,r). Koska my6s Ay on tihed ja B(x,71) avoin, niin
leikkaus A; N B(z1,71) on epétyhjd ja kahden avoimen joukon leikkauksena avoin.
On siis olemassa pallo B(xq,72), jonka sulkeuma Sy siséltyy joukkoon Ay N B(z1,71).
Néin jatketaan. Saadaan jono sisidkkaisia suljettuja palloja S,,. Mikéddn ei estd va-
litsemasta séteita r, siten, ettd r, — 0. Cantorin taydellisyyslemma 4.2 takaa nyt,

etta
() Sn # 0.

neN
THsta vaite seuraa. O

Lause 4.4. (Baire’in kategorialause) Tdydellinen metrinen avaruus X on itsen-
sd osajoukkona toista kategoriaa.

Todistus. Lause on toinen muoto lemmalle 4.3. Antiteesi: Olkoon X numeroituva

yhdiste harvoista joukoista
X=JMm, =M, ts.

neN neN
D=X\X=)X\DM,).
neN

Joukot X ~. M, ovat avoimia ja tiheitd. Lemma 4.3 sanoo, etté niiden leikkaus on
epatyhjéd. Antiteesi on vaara. O

29Georg Cantor 1845-1918, Saksa.
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4.2. Metrisoituvat lokaalikonveksit avaruudet.

Voimme aluksi todeta, ettd Baire’in kategorialauseen mukaan erityisesti sellainen
topologinen vektoriavaruus on toista kategoriaa, jonka topologia saadaan jostakin
metriikasta ja avaruus on tdssd metriikassaan tdydellinen. Taémé& havainto on kui-
tenkin jokseenkin hyodyton ellei ole tapaa todeta avaruuden metrisoituvuutta ja
taydellisyyttd metriikassaan. On kuitenkin mahdollista tunnistaa metrisoituvia to-
pologisia vektoriavaruuksia, ja niitd on olemassa monenlaisia muitakin kuin nor-
miavaruudet. Téarkeimpid ovat lokaalikonveksit metrisoituvat avaruudet, joille on
seuraava mukava karakterisointi:

Lause 4.5. Olkoon (E,T) topologinen vektoriavaruus, jonka lisiksi oletamme olevan
lokaalikonveksi ja Hausdorff. Seuraavat ehdot ovat yhtapitdvid:

(i) On olemassa topologian T origon ympdristokanta Koy, joka on numeroituva.
(ii) On olemassa topologian T mddrittelevi perhe seminormeja Q, joka on nu-
meroituva.
(iii) Topologian T woi madritelld seminormiperheelld P, joka on numeroituva ja
jarjestetty kasvavaksi jonoksi: py < py < ...,
(iv) Avaruudessa E on olemassa metriikka d, joka on siirto- eli translaatioinva-
riantti

dz,y)=d(x+ z,y+2) Vz,y,z€E,

ja jonka topologia on T .
(v) Avaruudessa E on olemassa metriikka d, jonka topologia on T .

Sanomme tdlloin, ettd E on metrisoituva lokaalikonveksi avaruus.

Todistus. Olennainen kohta todistuksessa on askel #i)— iv). Todistamme sen. Esi-
tdmme todistuksen, jonka on keksinyt Stefan Banach: Jos P = {p1,p2,...}, niin
metriikaksi kelpaa

Oletimme, ettéd tutkittava lokaalikonveksi avaruus on Hausdorff, joten huomautuk-
sen 2.9 mukaan z = 0 tasan silloin, kun p(x) = 0 kaikilla p € P. Téastd saadaan
heti metriikan d definiittisyys. Sarjan suppeneminen ja kolmioepéyht&lo puolestaan
seuraavat siitd, ettd f : [0,00[— [0,1[: ¢ = 1% on kasvava funktio ja sen toinen
derivaatta on negatiivinen, joten f(t; +t2) < f(t1) + f(t2).

Paluuehtoa v)— i) todistettessa £ on metrisoituva ja valitaan origolle metriikan

palloympéristéjen jono
B, = By(0, %)
Se on topologian 7 numeroituva origon ympéristokanta. 0

Esimerkki 4.6. Banachin jonoavaruus E = {z = (x,)x | 2, € K} = K" seminor-
mein py(x) = |xx| on metrisoituva.
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4.3. Fréchet’n avaruudet.

Baire’in lause takaa siis erityisesti, ettd metriikan d mielessd tdydellinen metri-
soituva lokaalikonveksi avaruus eli "Fréchet’n avaruus” on toista kategoriaa. Lokaa-
likonveksin avaruuden metrisoituvuus on edelld esitetyn nojalla helppo tarkastaa.
Sen sijaan edelld médritellyn siirtoinvariantin metriikan d taydellisyyden tarkasta-
minen on jo hankalampaa. Siksi topologisen vektoriavaruuden Cauchy-jonot ja jono-
taydellisyys mééaritelladn seuraavassa uudelleen suoraan, metriikkaa nimedmaétta, ja
todistetaan lauseena, ettd on saatu samat késitteet kuin Banachin siirtoinvariantilla
metriikallakin olisi saatu.

Huomaamme mydhemmin tosin, ettd edes nidihin uudenlaisiin Cauchy-jonoihin
perustuva taydellisyyskésite ei oikein toimi metrisoitumattomassa avaruudessa. Nyt
Baire’in kategorialauseen yhteydessé on kuitenkin puhe nimenomaan metrisoituvista
avaruuksista, joten lykkddmme yleistykset kappaleeseen 4.5.

Maaritelmé 4.7. Maéritellddn topologiseen vektoriavaruuteen Cauchy-jonon ja jo-
notéydellisyyden késitteet:

(1) Topologisen vektoriavaruuden (E,7T) jono (z,)neny on Cauchy-jono, mikali
jokaista origon ympéristod U € U, kohti on olemassa luku ny € N, jolle

n,m>ny = (T, —Tm) € U.

(2) Topologisen vektoriavaruuden osajoukko A C E on jonotdydellinen, mikali
sen jokainen Cauchy-jono (z,),en suppenee kohti jotain joukon A pistetta;

Lause 4.8. Metrisoituvan lokaalikonveksin avaruuden jono on Cauchy- jono edelli-
sen mdadritelmdan 4.7 mielessd tismdalleen ollessaan Cauchy-jono edelld lauseen 4.5
todistuksessa madrittelemdamme Banachin metritkan d mielessd.

Todistus. Harjoitustehtava 0.0.31. U

Metrisoituva lokaalikonveksi avaruus (E,P) on siis jonotdydellinen topologise-
na vektoriavaruutena aina ja vain ollessaan (jono)taydellinen Banachin metriikan d
mielessa.

Maaritelma 4.9. Madritelmén 4.7 mielessd taydellistd metrisoituvaa lokaalikon-
veksia avaruutta sanotaan Fréchet-avaruudeksi.>

Seuraus 4.10. Fréchet-avaruuden isomorfinen kuva on Fréchet-avaruus.

Todistus. Topologisten vektoriavaruuksien vdlinen isomorfisuus tarkoittaa, etta nii-
den vililla on lineaarinen homeomorfismi. Metrisen avaruuden Cauchy-jonon késite
ei siily mielivaltaisessa homeomorfismissa,®" vaan vaatii siilyéikseen tasaisen jatku-
vuuden metriikan mielessd. Edellinen lause siséltdd kuitenkin hieman piilossa tar-
vittavan tasaisuustiedon, ja voimme menetelld vaikkapa seuraavasti:

Olkoon T : E — F topologisten avaruuksien vélinen isomorfismi ja £ Fréchet-
avaruus. Olkoon (z,)nen Cauchy-jono avaruudessa F. Lauseen 4.8 mukaan tadméa

30Toisissa kirjoissa JF-avaruus
31Esimerkki: R metriikat |z —y| ja [arctan x —arctan y| antavat eri Cauchy-jonot, mutta saman
topologian.
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voidaan tulkita méiiritelmin 4.7 mielessid. Koska T—! on topologisten vektoriava-
ruuksien isomorfismi, niin (7'z,,),en on Cauchy-jono avaruudessa E), siis oletuksen
mukaan suppeneva, jolloin my6s (T(T'x,))nen eli (2, )nen Suppenee. O

Lause 4.11. (Lineaarikuvauksen jatko tidydentymiin) Olkoot E ja F lokaa-
likonvekseja metrisoituvia topologisia vektoriavaruuksia, joista F tdaydellinen, siis
Fréchet-avaruus. Olkoon A C E tihed aliavaruus ja T : A — F jatkuva lineaari-
kuvaus. Silloin on olemassa tasan yksi jatkuva lineaarikuvaus S : E — F', jonka
rajoittuma avaruuteen A on T.

Perustelu. Jatkon yksikésitteisyys seuraa siité, ettd Hausdorff-arvoiset tiheéssi jou-
kossa yhtyvat jatkuvat funktiot yhtyvét kaikkialla. Olemassaolon todistaminen ta-
pahtuu tunnetulla konstruktiolla Cauchy-jonoilla. 32 O

Huomautus 4.12. Fréchet'n avaruuden E tekijaavaruus E/H suljetun aliavaruu-
den H C E suhteen on Fréchet-avaruus (Lause 5.4).

4.4. Baire’in kategorialauseen seurauksia.

Baire’in kategorialause 4.4 takaa erityisesti, ettd jokainen Fréchet'n avaruus on
toista kategoriaa. Tésté seuraa, ettd normiavaruusteorian yhteydesséa esittimamme
lauseet péatevat pitkalti myos Fréchet-avaruuksissa:

Lause 4.13. (Tynnyrilause) Fréchet-avaruudessa jokainen tynnyri on origon ym-
paristo.

Todistus. Olkoon T C FE tynnyri eli balansoitu, konveksi, absorboiva ja suljettu
osajoukko. Koska 7" on konveksi ja absorboiva, niin £ = J,cyn1" ja siis Baire’in
lauseen mukaan ainakin yhdelld joukoista nT" on sisédpiste. Homotetiainvarianssin

mukaan myd6s 7114 on sisédpiste, olkoon se x. Koska T' on balansoitu, niin my6s —x
on T'n sisépiste ja siis sisuksen konveksiuden [vrt. 1.18] vuoksi 0 € Int T'. O

Maiiritelma 4.14. Lokaalikonveksi topologinen vektoriavaruus, jossa jokainen tyn-
nyri on origon ympéaristo, on tynnyriavaruus.
Tynnyrilause 4.13 sanoo siis, ettd jokainen Fréchet-avaruus on tynnyriavaruus.

Seuraavat kaksi lemmaa tarvitaan avoimen kuvauksen lauseen todistamiseen.

Lemma 4.15. Olkoon T : E — F lineaarinen surjektio lokaalikonveksilta avaruu-
delta tynnyriavaruudelle ja U € Ug origon ympdristo. Tdlloin ympdriston U kuva-
joukon sulkeuma T'(U) on origon ympdristé avaruudessa F.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd U on absorboiva, balansoitu ja konveksi, jolloin 7:n
lineaarisuuden perusteella my6s 7'(U) on balansoitu ja konveksi, samoin sen sulkeu-
ma T'(U).

Koska U on absorboiva, ja T lineaarinen surjektio, niin 7°(U) on absorboiva, sa-

moin siis 7'(U). On néytetty, ettd T(U) on tynnyri, oletuksen mukaan siis origon
ymparisto. 0

32tse asiassa el tarvitse olettaa mit#fin metrisoituvuudesta, mutta silloin tarvitaan yleinen téiy-
dellisyyskésite 4.5. Yleinen konstruktio on tietenkin tehtdva Cauchy-filttereilld. Ks. tehtédvi 0.0.56.
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Lemma 4.16. Olkoot X ja Y metrisii avaruuksia, joista X tdydellinen, ja olkoon
f: X =Y jatkuva ja

Vr>03s, >0 s.e. Vo eX:B(f(x),s.) C f(B(z,1)).

Silloin

V' >r>0Ve € X : B(f(x),s,) C f(B(z,r")).
Todistus. Olkoon ' > r > 0. Valitaan luvut r = r; > 79 > --- > 0. Oletuksen
mukaan on olemassa luvut s, = s; > s > --- > 0 siten, ettd s, — 0 ja kaikille
reX:

B(f(x),sn) C f(B(x,10)).

Olkoon zy € E. Merkitédén yo = f(zo) ja vaitetddn, ettd B(yo, s1) C f(B(xo,r’)).
Olkoon siis y € B(yo, s1). On osoitettava, ettd y € f(B(xg,r")) eli l6ydettiava x €
B(xg,r") siten, ettd f(z) = y. Loyddmme pisteen x konstruoimalla X:ssé Cauchy-
jono (z,)y siten, ettd f(x,) — v, jolloin avaruuden X téydellisyyden nojalla on
olemassa raja-arvo z = limx,, € X ja funktion f jatkuvuuden nojalla on f(z) = y.
Huolehdimme vield siitd, ettéd kaikilla n on d(z,,xo) tasaisesti aidosti alle 7/, jotta
saamme d(z, xg) < r'.

Tarvittava Cauchy-jono konstruoidaan néin: Luvun s; mééaritelmén mukaan y €
B(yo, s1) C f(B(xg,r1)), joten on olemassa piste x; € B(xo,71) siten, ettd d(f(z1),y) <
so, jasiis f(z1) € B(y, s2) C f(B(xo,72))-

Vastaavasti dxy € B(x1,79) s.e. d(f(x2),y) < s3, eli f(x2) € B(y,s3) C f(B(xo,73)).

W, € Blwa1,m) 5.0 f(20) € By, $u11) C F(B(@o, rar1))-

Valitsemalla alussa luvut r; edullisesti voidaan huolehtia siitd, ettd (z,)y on
Cauchy-jono, sillé riittdvén suurella n ja kaikilla m on

d(ﬂ?n, anrm) S d(l‘n, anrl) + d(xn+17 xn+2) +oo 4+ d(xn%»mflu anrm)

0
Srn+1+7an+2+"'+rn+m§ E T <€,
k=n+1

mikéli alkuperdiset luvut 7, on valittu siten, ettd » ;- rx < oo, miké tietenkin on
mahdollista.

Olkoon = = limz, € E. Nyt f(x,) — vy, silld d(f(x,),y) < Sp+1 — 0.

Voidaan vield huolehtia siité, ettd d(x,zq) < 7/, silla

d(zp, x0) < d(Tp, Tpo1) + -+ + d(x1, 20)

o
R T A B
k=1
missé viimeinen epayhtélo voidaan saada toteutumaan valitsemalla alussa luvut r =
ry > > -+ > 0 siten, ettd Y oo e <1 O

Lause 4.17. (Avoimen kuvauksen lause) Jatkuva lineaarinen surjektio Fréc-
het’'n avaruudelta toiselle on avoin kuvaus.
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Todistus. Olkoon T' : E — F jatkuva lineaarinen surjektio Fréchet'n avaruudelta
toiselle. Tynnyrilauseen 4.13 ja lemman 4.15 nojalla m on origon ympéristo ava-
ruudessa F' aina, kun U € Ug. Koska tutkittavat avaruudet ovat metrisia ja T on
jatkuva, niin

Vr > 03s, > 0 siten, ettd B(0,s,) C T(B(0,7)).

Koska metriikka voidaan valita siirtoinvariantiksi ja 7" on lineaarinen, niin

Vr > 03s > 0 siten, etté kaikille z € X : B(T(z), s) € T(B(z,r)).
Silloin lemman 4.16 nojalla
(4.1)  ¥r' >r >03s > 0 siten, ettd kaikille x € X : B(T(z),s") C T(B(z,1")).

Erityisesti B(0,s") C T(B(0,r")) C T(U), joten jokaisen origon ympériston kuva on
origon ympéristo ja lineaarikuvaus 7' siis lauseen 1.5 mukaan avoin. 0

Seuraus 4.18. a) Jatkuva lineaarinen bijektio Fréchet’n avaruudelta toiselle on
homeomorfismi, siis topologisten vektoriavaruuksien isomorfismia.

b) Jatkuva lineaarinen kuvaus Fréchet'n avaruudelta toiselle on avoin kuvaus ku-
vajoukolleen, (jossa oletetaan aliavaruustopologia) aina ja vain, kun kuvajoukko on
suljettu.

Todistus. Kohta a) seuraa vilitomésti avoimen kuvauksen lauseesta 4.17. Kohta
b) seuraa nyt siitd, ettd tdydellisessd metrisessi avaruudessa osajoukko on (jo-
no)taydellinen tasan ollessaan suljettu. U

Lause 4.19. (Suljetun kuvaajan lause) Lineaarikuvaus T : E — F Fréchet’n
avaruudelta toiselle on jatkuva aina ja vain, kun sen kuvaaja

GrT ={(z,Tz) e ExF |z € E}
on tuloavaruuden E X F suljettu osajoukko.

Todistus. Tuloavaruus E x F' on tietenkin metrisoituva ja (jono)tdydellinen, siis
Fréchet'n avaruus. Kuvaaja GrT" on sen aliavaruus. Jos GrT" on suljettu, niin sekin
on taydellinen, siis Fréchet'n avaruus. Merkitddan tuloon liittyvid projektioita 7p :
GrtT - FE : (2,Tz) — z janp : GtT — F : (z,Tx) — Tz. Lineaarikuvaus
7 : GrT — FE on jatkuva bijektio Fréchet'n avaruudelta toiselle, siis avoimen
kuvauksen lauseen version 4.18 mukaan isomorfismi, joten sen kiinteiskuvaus 75" :
E — GrT : x> (z,Tz) on jatkuva. Siis T = 75 o 7 ' on jatkuva.
Toisensuuntainen implikaatio on triviaali, silld mink& tahansa jatkuvan kuvauksen
kuvaaja on suljettu, kun maalipuolen topologinen avaruus on Hausdorff. U

Seuraus 4.20. (Suljetun kuvaajan lauseen jonomuoto) Lineaarikuvaus
T : E — F Fréchet'n avaruudelta toiselle on jatkuva aina ja vain, kun kaikilla
jonoilla (x,)ny C E pdtee

(xn, Tzp) = (0,y) = y=0.
Todistus. Harjoitustehtava 0.0.38.

Baire’in kategorialauseesta saatu tynnyrilause 4.13 on avain edellisten lisdksi myos
tasaisen rajoituksen periaatteen 4.24 todistukseen. Tasaisen rajoituksen periaate



36 Topologiset vektoriavaruudet

koskee ns. yhtédjatkuvia kuvausperheiti ja rajoitettuja joukkoja. Rajoitettuja jouk-
koja kasitelldin enemmén luvussa 6. Seuraavassa tarvitaan vain mééritelma.

Maaritelmé 4.21. Olkoon E topologinen vektoriavaruus ja R C E. Sanomme, etté
R on rajoitettu, mikéli jokainen origon ympéristd absorboi sen:

YUely IAN>0: RcCI.

Huomautus 4.22. Perusesimerkkeja rajoitetuista joukoista ovat dérellinen joukko,
suppeneva jono ja kompakti joukko.
Jatkuva lineaarikuvaus kuvaa rajoitetun joukon rajoitetuksi joukoksi.

Todistus. Harjoitustehtava 0.0.60. U
Maaritelmé 4.23. Olkoot F ja F' topologisia vektoriavaruuksia ja
YCL(E,F)

perhe niiden vélisid lineaarikuvauksia.
(a) Y on pisteittdin rajoitettu, mikili se kuvaa pisteet rajoitetuiksi joukoiksi eli

Vee E:Y(x)={Tx ‘ T € Y} on rajoitettu.

(b) Sanomme, ettd kaikki perheeseen ) kuuluvat kuvaukset ovat yhtd jatkuvia,
eli itse perhe Y on yhtdjatkuva, mikali kaikilla ympéristoilla A € Ur on olemassa
ympéristo B € U siten, ettd kaikilla T € ) on T(B) C A.

Lause 4.24. (Banachin ja Steinhausin® lause eli tasaisen rajoituksen pe-
riaate) Olkoon E Fréchet’n avaruus ja F' lokaalikonveksi topologinen vektoriaaruus
ja
Y CL(EF)
perhe nitden vdlisid jatkuvia lineaarikuvauksia. Seuraavat ehdot ovat yhtdapitavid:
(1) Y on pisteittiin rajoitettu.
(2) YV on yhtajatkuva.

Todistus. Olkoon Y pisteittdin rajoitettu. Olkoon A € Up. Riittda osoittaa, etta

() 77(A) € Up. (%)

Tey

Lauseen 2.8 mukaan avaruudella F' on tynnyreistd muodostuva ympéristokanta, jo-
ten voimme olettaa, ettd A on tynnyri. Silloin tutkittava joukko (., T~1(A) on se-
kin tynnyri, silld se on tietenkin balansoitu, suljettu ja konveksi, mutta lisdksi myos
absorboiva, koska oletamme, ettd perhe ) on pisteittdin rajoitettu. Tynnyrilause
4.13 takaa, ettéd viite (x) on tosi.

Toisensuuntainen implikaatio on ilmeinen (harjoitustehtéva 0.0.42). O

Sovelluksena Banachin ja Steinhausin lauseesta saadaan kriteeri bilineaarikuvauk-
sen jatkuvuudelle:

33Wiadystaw Hugo Dionizy Steinhaus 1887-1972, Puola
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Maiaritelma 4.25. Olkoot E, F' ja G vektoriavaruuksia. Kuvaus §: E X F' — G on
bilineaarinen®!, mikili kaikki osittaiskuvaukset

B(y): E—=K:zw— B(z,y) ja
Blx,): F = K:yw— [(z,y)

ovat lineaarisia. Bilineaarikuvaus on osittain jatkuva, mikili £ F' ja G ovat topolo-
gisia vektoriavaruuksia ja osittaiskuvaukset ovat jatkuvia.

Jatkuva bilineaarikuvaus on tietenkin mydos osittain jatkuva, mutta toisensuun-
tainen implikaatio ei pade aina. Usein silti pateekin:

Seuraus 4.26. Olkoon B : E x F — G osittain jatkuva bilineaarikuvaus. Jos E on
Fréchet’n avaruus, F metrisoituva ja G lokaalikonveksi, niin 5 on jatkuva £ x F —

G.

Todistus. Koska lahtopuolen avaruus E X F' on metrisoituva, riittda todistaa, etta
f on jonojatkuva. Tarkastellaan suppenevaa jonoa (Z,,Yn)nen — (2,y) € E X F
eli jonoja x,, — z ja y, — y. Osittaiskuvausten perhe {x — £(x,y,) } n € N} on
pisteittéin rajoitettu, silld kiintedlld x € E on {(x, yy,) ’ n € N} suppeneva jono, siis
rajoitettu, joten f:n osittaisen jatkuvuuden perusteella myos {5(z, yy) } n € N} on
rajoitettu.

Koska osittaiskuvaukset ovat jatkuvia, niiden perhe on pisteittiin rajoitettu Fréc-
het’'n avaruudessa F, ja F' on lokaalikonveksi, niin perhe on Banachin ja Steinhausin
lauseen mukaan yhtdjatkuva, joten kaikilla U € Ug on olemassa sellainen V' € Up,
ettd perati kaikilla n € N on 5(V,y,) C U. O

Huomautus 4.27. Jos edelld E ei ole metrisoituva, niin joka tapauksessa todistus
antaa tiedon, ettd § on jonojatkuva.

4.5. Metrisoitumattomat tiydelliset topologiset vektoriavaruudet.

Yleisen topologisen vektoriavaruuden téaydellisyys on syytd méaritelld uudelleen,
koska jonoihin perustuva madritelma on riittaméaton metrisoitumattomassa avaruu-
dessa. Laheskéddn kaikki metrisistd avaruuksista tutut ja tarkeiksi sanotut lauseet
eiviat nimittain yleisty koskemaan metrisoitumattomien avaruuksien Cauchy-jonoja.

Toisaalta monet jatkossa tarvitsemistamme avaruuksista ovat metrisoituvia tai
rakentuvat metrisoituvista avaruuksista tavalla, joka tekee yksinkertaisemman teo-
rian kayttokelpoiseksi. Perehdymme siis seuraavassa taydellisyyteen ainakin jossain
médrin vain "taydellisyyden vuoksi”.

Ideana on korvata suppenevat jonot suppenevilla filttereilla.

Maéritelma 4.28. Edelld sanottu antaa aiheen mééaritelld Cauchy-filtterin késit-
teen ja vastaavan taydellisyyskésitteen:

(1) Topologisen vektoriavaruuden osajoukon A C FE filtteri (tai filtterikanta)
F on Cauchy-filtteri(kanta), mikéli kaikilla origon ympéristoilla U € Uy on
olemassa M € F siten, ettdi M — M C U. *

34¥1eensi bilineaarikuvauksia sanotaan "tuloiksi”.
35Usein A = E.
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(2) Topologisen vektoriavaruuden osajoukko A C E on tdydellinen, mikili sen
jokainen Cauchy-filtteri (tai filtterikanta) F suppenee kohti jotain joukon A
pistett.?0

Huomautus 4.29. Cauchy-filttereillda on pitkélti samat perusominaisuudet kuin
Cauchy-jonoilla:

i) Topologisen vektoriavaruuden jono on Cauchy-jono tasan silloin, kun vastaa-
va alkeisfiltteri on Cauchy-filtteri.
ii) Ymparistofiltteri on Cauchy-filtteri.
iii) Jos F sisaltaa Cauchy-filtterin, niin F on itsekin Cauchy-filtteri. Erityisesti
jokainen suppeneva filtteri on siis Cauchy-filtteri.
iv) Hausdorff-topologisen vektoriavaruuden jokainen téydellinen joukko on sul-
jettu.
v) Téaydellisen avaruuden jokainen suljettu osajoukko on tdydellinen.
vi) Jatkuvassa lineaarikuvauksessa Cauchy-filtterin kuva on Cauchy-filtteri.
vii) Avaruuden E Cauchy-filtterin F jdlki osajoukossa A C E eli joukkoperhe
Fa={ANB ‘ B € F} on joko Cauchy-filtteri tai Fa > 0.

Todistus. Kolme ensimméista viitetta ja kaksi viimeistd ovat aika ilmeisid. Todiste-
taan véitteet iv) ja v). Muistetaan, ettd huomautuksen 1.25 mukaan piste x kuuluu
osajoukon A sulkeumaan tasan silloin, kun on olemassa joukon A osajoukoista muo-
dostuva filtterikanta, joka suppenee kohti pistettd x. iv) Hausdorff-avaruudessa sup-
penevan filtterin raja-arvo on huomautuksen 1.26 mukaan yksikésitteinen. Olkoon
A C FE téydellinen ja z € A. Olkoon B = {UNA | U € U,}. Oletuksen mukaan
mikédn joukkoperheen B alkioista ei ole tyhjéd joukko, joten selvéstikin B on filtteri
joukossa A, vielapa Cauchy-filtteri: kaikilla origon ympérist6illa U’ € Uy on olemas-
saM=UnNAEe€Bsiten, ettd M — M =(UNA)— (UNA)CcU—-UcCU' Koska
A on taydellinen, niin B suppenee kohti jotain joukon A pistettd y. Avaruuden E
filtterikantana siis B — x ja B — vy, joten Hausdorff-ehdon nojalla x = y ja véiite on
todistettu.

v) Oletetaan nyt, ettd F on tédydellinen ja A C E suljettu sekd B joukon A
Cauchy-filtteri. Silloin B on avaruuden F Cauchy-filtterikanta, joka siis suppenee
kohti jotain z € E. Tietenkin # € A = A. O

Todistamme seuraavassa, ettd metrisoituvassa lokaalikonveksissa avaruudessa téy-
dellisyys ja jonotéaydellisyys ovat sama asia.

Lause 4.30. Metrisoituva lokaalikonveksi avaruus E on taydellinen topologisena
vektoriavaruutena eli filtterien mielessd tasan ollessaan jonotdydellinen.

Todistus. Téaydellisyydesta seuraa edellisen lauseen kohdan (i) nojalla jonotaydelli-
syys, silla topologisessa vektoriavaruudessa jonon suppeneminen merkitsee vastaavan
alkeisfiltterin suppenemista [1.23].

Oletetaan seuraavaksi, ettd avaruudella (F,P) on numeroituva origon ympéris-
tokanta U; D Uy D ... ja ettd E:n jokainen Cauchy-jono suppenee. Olkoon F
Cauchy-filtteri. Osoitetaan, ettd F suppenee.

36palautetaan mieleen: Filtterille F — o <= U, C F, filtterikannalle F — 2 <= VYU €
U,3AcC F, AcU.
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Oletuksen mukaan on kaikilla &k € N olemassa M, € F siten, ettd M, — M, C U,.
Muodostetaan jono valitsemalla z,, € M; N My N --- N M,. Néin saadaan Cauchy-
jono, silla m,m’ > n = =, — 2, € M, — M, C U,. Jonotdydellisyys takaa,
ettd on olemassa raja-arvo x = lim,,_,., x,. Osoitetaan, ettd F — x eli z + Uy C F.
Tamé tarkoittaa, ettd jokainen pisteen x kantaympéristé x + U, kuuluu filtteriin
F. Télle riittad, ettéd jokaisella n on olemassa filtteriin F kuuluva joukko M), jolla
M), C x+U,eli M] —x C U,. Voisi luulla, ettd M) ksi kelpaa edelld valittu M,,,
mutta néin ei ihan ole, silla ei ole selvéd, ettd x € M, vaan tiedetddn vain, ettd
Tn € M,.

On aihetta kayttda tietoa x, — x, jonka mukaan erityisesti kaikilla £ € N on
olemassa ny, siten, ettd x,, € v+ Uy eli z € x,, — Uy. Témén valossa kaikilla £ € N
ja joukoilla M pétee

M—-—zC (M —ux,,)+ Uy,

joten tehtéviksi jaéd valita annetulla n luku £ ja siihen liittyvé z,, € o + Uy seké
M) € F siten, etté
(M;L — J}nk) + U, CU,.

Tamé onnistuukin: topologisessa vektoriavaruudessa F voidaan valita Uy € U, siten,
etta

U + U, C U,.

Nyt riittdda huolehtia siitd, ettd (M) — z,,) C Ug. Jonon (z,)y valinnan mukaan
x, € My, kunhan p > k. Luku n; voidaan tietenkin valita suuremmaksi kuin &,
jolloin z,, € M. Muistaen, ettd My — M), C Uy saamme aiheen valita M, = M,
jolloin

(M;L—xnk)—i-Uk:(Mk—xnk)—l—UkC(Mk—Mk)—i-UkCUk-i-UkCUn.

5. AVARUUKSIEN KONSTRUOIMISTA TOISISTAAN

5.1. Johdanto.

Annetuista topologisista vektoriavaruuksista voi muodostaa uusia menettelyta-
voilla, jotka ovat tuttuja muistakin kategorioista®’. Esimerkkeji niin muodostetuis-
ta topologisista vektoriavaruuksista ovat:

a) aliavaruus,

b) tekijdavaruus,

¢) tuloavaruus,

d) suora summa,

e) tdydentymaé,

f) alkukuvatopologia eli projektiivinen limes,

g) lokaalikonveksi kuvatopologia eli lokaalikonveksi induktiivinen limes,
h) tarkka induktiivinen limes

i) lineaarikuvausten avaruus, erityisesti duaali

37Katergoriateorian kategoriat ovat eri asia kuin Baire’in kategoriat.
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Kokoamme seuraavaan naiden konstruointitapojen méaritelmét ja joukon perusomi-
naisuuksia.

5.2. Aliavaruus.

Maaritelma 5.1. Topologisen vektoriavaruuden E aliavaruus on sen lineaarinen
aliavaruus M varustettuna E:n indusoimalla aliavaruustopologialla.

Lause 5.2. Topologisen vektoriavaruuden E aliavaruudelle M C E on seuraavat
ominaisuudet:

(i) M on topologinen vektoriavaruus.
(ii) M perii E:ltd seuraavat ominaisuudet
(a) Hausdorff
(b) metrisoituva
(c) lokaalikonveksi (alkuperdisten seminormien rajoittumat antavat topolo-
gian, jatkuvat seminormit ovat tasan alkuperdisten jatkuvien seminor-
mien rajoittumat.)
(d) normiavaruus.
(iii) Jos E on taydellinen ja M on suljettu, niin M on tdydellinen.
(iv) Jos E on lokaalikonveksi, niin jokainen M :n jatkuva lineaarimuoto on jonkin
E:m jatkuwvan lineaarimuodon rajoittuma.®®
(v) Aito aliavaruus on sisipisteeton, mutta voi olla tihed.

Todistus. Harjoitustehtavi 0.0.52. Kohta (ii ¢) on seuraus 2.12. Kohta (iii) on 4.29
v). Kohta (iv) on Hahnin ja Banachin lause 3.5. 0

5.3. Tekijaavaruus.

Maaritelma 5.3. Topologisen vektoriavaruuden E tekijiavaruus aliavaruuden H C
E suhteen on lineaarialgebrallinen tekijaavaruus F/H varustettuna tekijéavaruus-
topologialla T, jonka méarittelevit seuraavat keskendén yhtapitavit ehdot:

(i) 7 on hienoin topologia, jossa kanoninen surjektio ¢ : E — E/H on jatkuva.
(ii) 7 on E'm topologian kuva kanonisessa surjektiossa ¢ : E — FE/H, ts. A C
E/H avoin < ¢ '(A) C E avoin.
(iii) 7 on vektoriavaruustopologia, jossa origon ympéristokantana ovat E:n ym-
paristokantajoukkojen kuvat kanonisessa surjektiossa ¢ : £ — E/H, ts.

Ky = {6(U) | U € Ki}.

Lause 5.4. Topologisen vektoriavaruuden E tekijiavaruudella E/H on seuraavat
ominaisuudet

(i) E/H on topologinen vektoriavaruus.

(ii) Kanoninen surjektio ¢ : E — E/H on jatkuva ja avoin kuvaus.

(iii) E/H on Hausdorff aina ja vain, kun H C E on suljettu.

(iv) Jos H on suljettu, niin E/H perii E:ltd seuraavat ominaisuudet:
(a) metrisoituva

38Vastaava ei pide lineaarikuvauksille diretonulotteisten avaruuksien vélilli eiké lineaarimuo-
doillekaan yleisessé topologisessa vektoriavaruudessa.
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(b) lokaalikonveksi
(c) Fréchet. (Pelkkd taydellisyys ei periydy.)

Todistus. Kohta (iv) todistetaan nyt, muut ovat harjoitustehtava 0.0.53.

(a) on itsestddn selvi.

(b) Lokaalikonveksin topologisen vektoriavaruuden E tekijaavaruudelle E/H saa-
daan topologian maérittelevd seminormiperhe seuraavalla konstruktiolla:

(1) Valitaan E:n topologian mééraiva seminormiperhe P, joka suodattaa ylos-
pdin, ts. kaikilla p, ¢ € P on olemassa r € P siten, ettd r > max{p, q}. (Tal-
lainen perhe on aina olemassa, esimerkiksi kaikkien jatkuvien seminormien
perhe kelpaa.)

(2) Maédritelldén kutakin p € P kohti seminormi avaruuteen E/H asettamalla

ple+H) = inf p(y).
Néin todella saadaan seminormi.

(3) Huomataan, ettd niin syntyy ylospéin suodattava seminormiperhe, joten yk-
sittédisten seminormien semipallot muodostavat origon ympéristokannan se-
minormien p avaruuteen E/H médrddmiin lokaalikonveksiin topologiaan.

(4) Osoitetaan edellisen kohdan avulla, ettd ndin saadaan juuri tekijaavaruusto-
pologia.

(5) Loppu on ilmeisté.

(c) Tekijdavaruus on metrisoituva, joten riittadéa todeta sen jonotdydellisyys. Vali-
taan ymparistofiltterille Uy numeroituva kanta (U, )y, jolla

U D2Uy D4U; D ---D 2" U, o ...

Tekijaavaruudelle saadaan origon ympéristokanta (¢(U,))y.
Olkoon (¢(x,,))n Cauchy-jono tekijdavaruudessa E/H. On olemassa sen osajono
(@(@n(r)))ren siten, ettd kaikilla r € N:

O(Tn(r+5) = H(Tnir)) € O(Ur).
Tamé tarkoittaa, ettd on olemassa u, € U, siten, ettd
(Tn(rij) — Tne)) — Up = hyp € H, eli
Toirtj) — (T + he) = up € U,
Luokkien ¢(z,(,) edustajat voi siis valita siten, etté
Tn(r+j) ~ Tn(r) € Ur.

N&in (2n())reny on Cauchy-jono tédydellisesséd avaruudessa [, joten on olemassa

raja-arvo r = lim,_ o Ty(). Koska kanoninen surjektio ¢ on jatkuva, niin
¢(x) = lim, o ¢(@ne)). Alkuperdiselld Cauchy-jonolla on siis suppeneva osajono,
joten sekin suppenee. U

Seuraus 5.5. Jos T : E — I on Fréchet’n avaruuksien vilinen jatkuva lineaariku-
vaus, niin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid:

a) T(E) on suljettu aliavaruus.
b) T(E) on lineaarisesti homeomorfinen tekijiavaruuden E/KerT kanssa.
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Todistus. Koska T' on lineaarikuvaus, niin 7 : E/Ker T — T(E) : ¢(x) — T(x) on
lineaarinen isomorfismi. Se on sitédpaitsi selvésti jatkuvakin. Koska T on jatkuva,
on sen ydin KerT suljettu, joten edellisen lauseen nojalla tekijaavaruus E/Ker T
on Fréchet'n avaruus. Jos T'(F) C F on suljettu, siis Fréchet'n avaruus, niin avoi-
men kuvauksen lauseen 4.17 perusteella 7' : E/KerT — T(E) : ¢(z) — T(z) on
homeomorfismi. 3

Jos taas oletetaan, ettd T : E/KerT — T(FE) : ¢(z) — T'(z) on homeomorfismi,
niin 7'(E) on tdydellinen, siis suljettu. d

Huomautus 5.6. Jos p on seminormi vektoriavaruudessa E, niin p on normi teki-
jaavaruudessa E/Ker p.

Todistus. Harjoitustehtava 0.0.54. U

5.4. Tuloavaruus.

Maaritelma 5.7.  Yleistetddn kahden topologisen vektoriavaruuden tulon késite
adarettoméan monen avaruuden tuloavaruudeksi.

Topologisten avaruuksien tulossa [[,., X; mééritellddn tunnetusti tulotopologia
asettamalla avoimiksi kantajoukoiksi joukot []..; U;, missd jokainen U; C X; on
avoin ja kaikilla paitsi dérellisen monella indeksilla on U; = F;. Muut avoimet joukot
ovat nédiden kantajoukkojen yhdisteitd. Tulotopologia on siis karkein topologia, jossa
projektiot m; : [[,c; Xi = X (z3)7 — x; ovat jatkuvia.

Esimerkki 5.8. Téarkeimmaét esimerkit tuloavaruudesta ovat topologisen vektoria-
varuuden E potenssit eli avaruudet EX = {f ’ f on kuvaus X — FE}. Niista
konkreettisin esimerkki on suorien tulo K* = {f | f on kuvaus X — K}, josta

erikoistapauksena on jo kohdassa 4.6 mainittu Banachin jonoavaruus K.

Huomautus 5.9. Tuloavaruus perii avaruuksilta E; lokaalikonveksiuden, Hausdorff-
ehdon ja taydellisyyden. seké lisdksi metrisoituvuuden, jos tekijoitd on numeroituvan
monta.

Todistus. Harjoitustehtava 0.0.55. U

Lause 5.10. Jokainen lokaalikonveksi Hausdorff-avaruus E on (lineaarisesti ja ho-
meomorfisesti) isomorfinen jonkin Banach-avaruuksien tuloavaruuden aliavaruuden
kanssa.

Todistus. Olkoon P = {p; };c; perhe seminormeja, joka méairiaa lokaalikonveksin ava-
ruuden E topologian 7. Jokainen ydin Kerp; = {z € E | pi(z) = 0} on suljettu
aliavaruus ja E; = E/Ker p; on siis huomautuksen 5.6 mukaan normiavaruus, nor-
mina ||¢;(z)|| = pi(z). Normiavaruudella E; on tunnetusti tdydentymé E;, joka on
Banach-avaruus. Osoitetaan, etté

f:Ew HEZ LT (gzﬁz(m))zel
iel
on lineaarinen homeomorfismi kuvajoukolleen.

Lineaarisuus on ilmeinen asia. Injektiivisyys seuraa siité, ettd E oletettiin Hausdorff-
avaruudeksi, jolloin p;(z) = 0 kaikilla ¢ € I ainoastaan, kun x = 0. Lopuksi f on
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homeomorfismi, silla kuvajoukon f(FE) topologia on tuloavaruuden topologia, joka
saadaan seminormeista p’; ((¢;(x))ier) = [|¢;(2)|| = p;(x), siis samoista kuin alkuku-
vapuolella. 0

5.5. Suora summa.

Maaritelma 5.11. Topologisten vektoriavaruuksien F;, @ € I ulkoinen suora sum-
ma on topologinen vektorialiavaruus

@ E, = {(xl) ] € H E; | x; # 0 vain aérellisen monella z}
icl iel
Tulotopologiasta periytyvaa topologiaa sanotaan heikoksi topologiaksi ja suoraa sum-
maa silld varustettuna sanotaan usein heikokst suoraksi summaksi.
Ulkoisessa suorassa summassa on yleisesti kiytossa toinenkin topologia, jota —

hieman harhaanjohtavasti — nimitetdén sen "lokaalikonveksiksi topologiaksi”. Ks.
5.24.

Maiiaritelma 5.12. Topologisen vektoriavaruuden E vektorialivaruuksien E;, ¢ € [
sisdinen suora summa on niiden lineaarialgebrallinen suora summa varustettuna
avaruuden F antamalla aliavaruustopologialla.

Huomautus 5.13. Aliavaruuksien sisdinen suora summa on lineaarialgebrallisesti,
mutta yleensé ei topologisesti isomorfinen niiden ulkoisen suoran summan kanssa.
Jos se kuitenkin on isomorfinen, niin sitd sanotaan toisinaan topologiseksi suoraksi
summaksi. Kahden aliavaruuden siséistd suoraa summaa késitellddn harjoitustehta-
véssa 0.0.39.

5.6. Taydentyma.

Huomautus 5.14. Té&ydellisyydesta on jo puhuttu mm. luvussa 4.2 ja normiava-
ruuden tdydentymé mainittiin juuri edelld. Huomattakoon téssé, ettd topologisten
vektoriavauuksien FE; tuloavaruus ja heikko ulkoinen suora summa ovat téaydellisia
aina ja vain, kun kaikki avaruudet E; ovat tdydellisid. Sen sijaan tédydellisenkdén
avaruuden tekijaavaruus ei yleensa ole tdydellinen, paitsi Fréchet’n avaruuden teki-
jdavaruus suljetun aliavaruuden suhteen. Ks. 5.4.

Lause 5.15. (Tdydentymin olemassaolo ja yksikésitteisyys) Olkoon E topo-
loginen vektoriavaruus ja Hausdorff. Silloin on olemaﬁsa avaruuden E tdydentymé,
eli taydellinen Hausdorff topologinen vektoriavaruus E, jonka jokin tihed aliavaruus
Ey on isomorfinen E:n kanssa. Kaikki avaruuden E tdydentymdt ovat isomorfisia
keskenddn, joten “taydentymd on yksikdsitteinen”.

Perustelu. Yleinen todistus on hankala ja sivuutetaan.® Lokaalikonveksissa tapauk-
sessa tdydentymén olemassaolo saadaan tyylikkéadsti lauseesta 5.10, jonka mukaan
E on isomorfinen erdén téaydellisten avaruuksien tuloavaruuden — siis taydellisen
avaruuden — aliavaruuden kanssa, joten tdydentyméksi kelpaa sen sulkeuma. Téay-
dentymén yksikésitteisyys taas todistetaan aika helposti lineaarikuvauksen sulkeu-
maan jatkamista koskevan lauseen 4.11 avulla. Yksityiskohdat ovat harjoitustehtava
0.0.57.

39Ks. esim. [2] §5.
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Huomautus 5.16. (Grothendieckin tiydentymilause)?’ Lokaalikonveksin Haus-
dorff-avaruuden E tdydentymé voidaan vektoriavaruutena samaistaa seuraavan ava-
ruuden kanssa: (Heikon topologian o(E*, F') mééritelmé on kohdassa 7.9 ja polaa-
ritopologian kohdassa 7.36. Ks. mydos 7.40.)

{fe(E ‘ f:n rajoittuma jokaiseen yhtéjatkuvaan joukkoon on o(E*, E)—jatkuva}.

Téydentymén topologia voidaan samaistaa perheen & = {A C E*
polaaritopologiaan.

A on yhtajatkuva}

Todistus. Todistus ei ole kovin hankala, mutta sivuutetaan kuitenkin. Ks. esim. [4].

5.7. Alkukuvatopologia eli projektiivinen limes.

Maéritelméa 5.17. Olkoon X joukko ja {f; : X — X, ! i € I} perhe kuvauksia
X1t topologisille avaruuksille (X;, ;). Kuvausten f; (i € I) virittamé alkukuvatopo-
logia eli projektiivinen topologia on karkein joukon X topologia, jossa jokainen f; on
jatkuva. Sen alikantana ovat avointen joukkojen alkukuvat f~!(U;). Muut avoimet
joukot ovat siis nédiden dérelliset leikkaukset ja niiden kaikki yhdisteet.

Huomautus 5.18. Alkukuvatopologialla on seuraavat perusominaisuudet

(i) Jos E on vektoriavaruus ja jokainen f; on lineaarikuvaus topologiseen vekto-
riavaruuteen Fj, niin alkukuvatopologia tekee E:stéd topologisen vektoriava-
ruuden.

(ii) Jos lisdksi jokainen F; on lokaalikonveksi, niin alkukuvatopologiakin on lo-
kaalikonveksi seminormein p;; o f;, missé (p;;); méérad avaruuden F; topolo-
gian.

Varoitus. Yksittdisessd lokaalikonveksissa avaruudessa (E,P) on kylld karkein lo-
kaalikonveksi topologia, jossa jokainen seminormi p € P on jatkuva, mutta tdmaé ei
yleensé ole perheen P alkukuvatopologia. Vastaesimerkin tarjoaa jo R:n itseisarvo-
normi, jonka alkukuvatopologiassa vili |0, 1] ei ole avoin, koska téssi alkukuvatopo-
logiassa jokainen avoin joukko on symmetrinen O:n suhteen.

Lause 5.19. (Projektiivisuuslause) Olkoon E vektoriavaruus, jossa on joidenkin
lineaarikuvausten f; : E — F; (F; topologinen vektoriavaruus) mdadradima alkuku-
vatopologia. Silloin lineaarikuvaus T mistd tahansa topologisesta vektoriavaruudesta
avaruuteen E on jatkuva aina ja vain, kun jokainen f; oT" on jatkuva.

Todistus. Viite seuraa suoraan méaaritelmistal O

Esimerkki 5.20. Seuraavat ovat esimerkkejé alkukuvatopologiasta:
(i) Tulotopologia mééiriteltiin projektioiden madrdaména alkukuvatopologiana.
(ii) Aliavaruustopologia mééariteltiin inkluusiokuvauksen maaraaméana alkukuva-
topologiana.
(iii) Heikko topologia o(E, E*) (Ks. 7.9) on kaikkien lineaarikuvausten z* € E*
méadrdadma alkukuvatopologia.

40Alexander Grothendieck 1925 - ?(kadonnut). Ranska. Lause on vuodelta 1950.
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Huomautus 5.21. Edellisen esimerkin kohta (ii) osoittaa, ettd avaruuksien F; tay-
dellisyys ei periydy niistd muodostettuun alkukuvatopologiaan, eihédn tédydellisen
avaruuden aliavaruus yleensé ole tédydellinen.

5.8. Lokaalikonveksi kuvatopologia eli lokaalikonveksi induktiivinen limes.

Maéritelmé 5.22. Olkoon E vektoriavaruus ja {T; : F; — E | i € I} perhe lineaa-
rikuvauksia joiltakin lokaalikonvekseilta avaruuksilta vektoriavaruudelle £. Kuvaus-
ten T; (i € I) virittdma lokaalikonveksi kuvatopologia eli lokaalikonveksi induktiivi-
nen (limes)topologia on hienoin E.n lokaalikonveksi topologia, jossa jokainen T; on
jatkuva. Sen origon ympéristokannaksi kelpaa

Br ={U C E | U on balansoitu, konveksi, ja absorboiva ja T; ' (U) € Ug, Vi € I}.

Varoitus. Yleensa induktiivinen lokaalikonveksi topologia eroaa avaruuden E maa-
litopologiasta, joka on "induktiivinen objekti topologisten avaruuksien kategoriassa”
eli hienoin topologia, jossa kuvaukset T; ovat kaikki jatkuvia. Vika on siiné, ettd
maalitopologia ei yleensé ole lokaalikonveksi vektoriavaruustopologia (harjoitusteh-
tavi 0.0.58).

Lause 5.23. (Induktiivisuuslause) Olkoon E vektoriavaruus, jossa on lineaariku-
vausten f; : F; — E (F; lokaalikonveksi vektoriavaruus) madradamd lokaalikonveksi
kuvatopologia.

(i) Lineaarikuwvaus T avaruudesta E mihin tahansa lokaalikonveksiin vektoriava-
ruuteen F on jatkuva aina ja vain, kun jokainen T'oT; on jatkuva. Erityisesti
timd koskee lineaarimuotoja E — K.

(ii) Avaruuden E seminormi p on jatkuva aina ja vain, kun jokainen p o T; on
jatkuva (seminormi).

Todistus. Viaitteet seuraavat suoraan maaritelmistia. Kannattaa todistaa ensin semi-
normeja koskeva véite (ii). O

Esimerkki 5.24. Esimerkkejd lokaalikonveksista kuvatopologiasta.
(i) Tekijaavaruuden topologia on lokaalikonveksi kuvatopologia, missi ainoana
kuvauksena 7; on kanoninen surjektio.
(ii) Muistetaan méadritelmé 5.11, jonka mukaan topologisten vektoriavaruuksien
E;, @ € I ulkoinen suora summa on

@ E;, = {(xl) 1 € H E; | x; # 0 vain #érellisen monella z}
iel il
Jos avaruudet E;, i € I ovat lokaalikonvekseja, niin niiden ulkoinen suora

summa voidaan varustaa induktiivisella lokaalikonveksilla topologialla inkluusio-
kuvausten

fj:Ej%eBEi:Ij'—) (sz‘)[Z{xi_xj’JOSZ_]

) z; = 0 muuten
el

suhteen. Nain syntyy ns. lokaalikonveksi suora summa.
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Lokaalikonveksilla suoralla summalla on eri topologia kuin kohdassa 5.11 mééri-
tellylla heikolla ulkoisella suoralla summalla. Molemmat indusoivat tosin alkuperai-
siin avaruuksiin niiden alkuperiisen topologian, mutta ddrettomén monen avaruu-
den suorassa summassa lokaalikonveksi induktiivinen limestopologia on itse asiassa
aidosti hienompi kuin heikko topologia (harjoitustehtéva 0.0.59).

Lause 5.25. Lokaalikonveksi induktiivinen topologia perii alkuperdisiltd avaruuksilta
mm. seuraaval ominaisuudet:

(i) Tynnyriavaruuksien F; lokaalikonveksi induktiivinen limes E on tynnyriava-
TUUS.

(ii) "Bornologisten avaruuksien” F; lokaalikonveksi induktiivinen limes E on "bor-
nologinen avaruus”.

Todistus. Viitteet seuraavat ldhes suoraan madritelmista 4.14 ja 6.11. U

5.9. Tarkka induktiivinen limes.

Maéaritelma 5.26. Olkoot Fy C FEy C ... toistensa suljettuja lokaalikonvekse-
ja Hausdorff-alivaruuksia. Yhdistettd E = (Jy E, varustettuna inkluusiokuvausten
i, . F; — E madrdamalld induktiivisella topologialla sanotaan avaruuksien F,, tar-
kaksi induktitviseksi limekseksi li_r)nEn.41

Esimerkki 5.27. Padesimerkit tarkasta induktiivisesta limeksestéd ovat Radon-mit-
tojen testifunktioavaruus ja Schwartzin distribuutioiden testifunktioavaruus, joihin
palataan perusteellisesti distribuutioita koskevassa osassa. Vasta siind yhteydessé
esitellddn yleisen tarkan induktiiviseen limeksen ominaisuudet lauseena 9.16.

5.10. Lineaarikuvausten avaruus.

Maaritelma 5.28. Olkoot F ja F' topologisia vektoriavaruuksia. Kaikkien lineaa-
rikuvausten joukko L(E, F) = {T': E — F | T on lineaarinen} on vektoriavaruus ja
jatkuvien lineaarikuvausten joukko £(E,F) = {T: E — F | T on lineaarinen} sen
aliavaruus.

Huomautus 5.29. Kun E ja F' ovat normiavaruuksia, £(F, F') on tapana varus-
taa operaattorinormin antamalla topologialla, joka tekee siitd normiavaruuden, joka
lisdksi perii taydellisyyden avaruudelta F'. Jatkuvien lineaarikuvausten eli operaat-
torien avaruudella on muitakin merkittavia topologioita niin normiavaruuksien teo-
riassa kuin yleisimmillekin topologisille vektoriavaruuksille.

Yleensdkin matemaattisille struktuureille on ominaista, ettd annettujen objek-
tien vélisten morfismien joukoista pyritddn muodostamaan uusia objekteja, joilla on
samanlainen struktuuri kuin alkuperiisilla objekteilla. Téstd huolimatta emme juu-
ri syvenny topologisten vektoriavaruuksien operaattoriteoriaan téssé kirjassa vaan
tyydymme térkeddn erikoistapaukseen, jossa F' on K. Téata tapausta, avaruuden E
duaalia, kisitelladn perusteellisesti luvussa 7.

41Englanniksi direct limit.
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6. RAJOITETUISTA JOUKOISTA JA LINEAARIKUVAUKSISTA

6.1. Rajoitetut joukot.
Rajoitetuista joukoista on jo ollut vdhéan puhetta kohdassa 4.21. Toistetaan térkea
madgritelma:

Maéaritelméa 6.1. Olkoon E topologinen vektoriavaruus ja R C E. Sanomme, etté
R on rajoitettu, mikéli jokainen origon ympéristo absorboi sen: VA € Uy 3IA > 0 :
R C M\A.

2A

Kuva 9. Rajoitettu joukko tasossa

Lause 6.2. Lokaalikonveksin avaruuden (E,P) osajoukko A C E on rajoitettu,
jos ja vain jos jokainen seminormi p € P on rajoitettu funktio joukossa A eli jos
jokainen reaalilukujoukko p(A) on rajoitettu.

Todistus. Olkoon A rajoitettu ja p € P. Nyt semipallo B, on origon ympéristo, joten
on olemassa A > 0 siten, ettd R C AB,, jolloin p(A) C [—A, A].

Olkoon seuraavaksi jokainen p rajoitettu ja U € U,. Valitaan luku ¢ > 0 ja
seminormit p; € P (i=1,2,...n) siten, ettd U D e[, Up,,. Koska jokainen p; on
rajoitettu A:ssa, on olemassa luvut \; > 0 siten, ettd p;(4) C [—X;, A, jolloin
A C N, AUy, © AN, Up,, missd A = max; ;. Siis A C AL, Uy, C 2U. O

Esimerkki 6.3. Topologisessa vektoriavaruudessa seuraavat ovat rajoitettuja jouk-
koja:
a) jokainen taysrajoitetu joukko (Ks. 6.6), erityisesti kompakti joukko ja Cauchy-
jonon pisteet
b) rajoitetun joukon osajoukko,
) rajoitetun joukon sulkeuma,
) rajoitetun joukon balansoitu verho,
) rajoitetun joukon kuva jatkuvassa lineaarikuvauksessa,
) rajoitettujen joukkojen darellinen yhdiste,
) rajoitettujen joukkojen &érellinen summa,
) lokaalikonveksissa avaruudessa rajoitetun joukon konveksi verho,
i) normiavaruudessa tavalliset rajoitetut joukot.

c
d
e
f
g
h
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Perustelu. Harjoitustehtava 0.0.60. U

Varoitus. Muussa metrisoituvassa topologisessa vektoriavaruudessa kuin normiava-
ruudessa mikadan metriikan pallo ei ole rajoitettu joukko méaéritelméan 6.1 mukaisessa
topologisessa mielessé. Erityisesti ei ole olemassa ollenkaan rajoitettuja ympéristojé.
Mydskadn metrisoitumattomissa lokaalikonvekseissa avaruuksissa ei ole rajoitettuja
ympéristoja. Sen sanoo seuraava lause:

Lause 6.4. (Kolmogorov v.1935)*? Lokaalikonveksi Hausdorff-avaruus, jossa on
yksikin sisdpisteellinen rajoitettu joukko, on normiavaruus.

Todistus. Olkoon E' lokaalikonveksi. Topologian siirtoinvarianssin takia voi olettaa,
ettd tutkittavan rajoitetun joukon U sisdpiste on origo, eli on olemassa rajoitettu
U € Uy. On olemassa tynnyri V' € Uy, jolla U D V| siis rajoitettu tynnyri V € Up.
Olkoon p sen mittausfunktio, joka on seminormi. Koska V' on rajoitettu, kaikilla
W € Uy on AV C W jollain A > 0. Siis p méaraé jo yksindédn avaruuden E topo-
logian. Seminormiavaruus (£, {p}) on normiavaruus, koska se on oletuksen mukaan
Hausdorft. O

Maaritelma 6.5. Topologisen vektoriavaruuden osajoukko A C F on tdysrajoi-
tettu®3, jos kaikilla ymparistoilla U € U, on olemassa #irellisen monta pistetti
ri,...,T, siten, ettd

n
AC U(ﬂfl +U ),
i=1
eli jos se voidaan peittidd ddrellisen monella annetun ympériston kopiolla.
Jokainen téysrajoitettu joukko on rajoitettu.

Esimerkki 6.6. Seuraavat ovat tédysrajoitettuja:
a) ddrellinen joukko,
b) kompakti joukko,
) Cauchy-jonon pisteet,
) tdysrajoitetun joukon balansoitu verho,
) tdysrajoitetun joukon sulkeuma,
) tdysrajoitetun joukon osajoukko,
) taysrajoitetun joukon kuva jatkuvassa lineaarikuvauksessa,
) taysrajoitettujen joukkojen &érellinen yhdiste,
i) tdysrajoitettujen joukkojen dérellinen summa,
j) lokaalikonveksissa avaruudessa taysrajoitetun joukon konveksi verho.

¢
d
e
f
g
h

Perustelu. Viimeistéd lukuun ottamatta namakin todistukset ovat helppoja harjoitus-
tehtavid (0.0.61). Konveksia verhoa koskeva viite todistetaan néin: Olkoon A C F
taysrajoitettu ja U € Uy. Koska E on lokaalikonveksi, on olemassa konveksi V' €
Uy, jolla V +V C U. Koska E on tédysrajoitettu, on olemassa &érellinen jouk-
ko F = {x1,...,x,} siten, ettdi A C F + V. Koska F' on &érellinen, F ja siis
myos co F' siséltyy ddrellisulotteiseen aliavaruuteen ja on siis kompakti, siis téys-
rajoitettu, joten on olemassa #arellinen joukko G siten, ettd coF” C G + V. Nyt

42 Andrei Nikolajevits Kolmogorov 1903 — 1987, Ven#ji,/Neuvostoliitto.
43Engl. totally bounded.
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coA C co(F+V) C co(co F+V). Huomautuksen 1.14 d) mukaan kahden konveksin
joukon summajoukko co F'+ V' on konveksi, joten co(co F'+ V') = co F + V. Kokoa-
malla inkluusiot saadaan A C co(coFF'+V)=coF+V CG+V+V CG+U. O

Huomautus 6.7. Aireténulotteisen normiavaruuden suljettu pallo on tosin aina
rajoitettu, mutta ei koskaan tédysrajoitettu, erityisesti ei kompakti.

Todistus. Harjoitustehtava 0.0.62. U

Huomautus 6.8. Lokaalikonveksi Hausdorff-avaruus, jossa on olemassa téysrajoi-
tettu sisépisteellinen joukko, on Kolmogorovin lauseen 6.4 mukaan normiavaruus ja
siis dskeisen lauseen mukaan suorastaan &direllisulotteinen ja edelleen lauseen 1.32
mukaan isomorfinen avaruuden K" kanssa.

Vaikka lokaalikonveksissa Hausdorff-avaruudessa ei siis yleensé ole taysrjoitettuja
ympéaristojd, niin avaruudella voi kuitenkin olla Heinen ja Borelin ominaisuus**
sellaisessa mielessd, ettd avaruuden jokainen rajoitettu, suljettu joukko on kompakti.
(Ks. méar. 9.17)

6.2. Rajoitetut lineaarikuvaukset ja bornologiset avaruudet.

Maiaritelma 6.9. Topologisten vektoriavaruuksien vélinen lineaarikuvaus L : F —
F on rajoitettu, jos se kuvaa kaikki rajoitetut joukot rajoitetuiksi joukoiksi.

Huomautus 6.10. Jatkuva lineaarikuvaus on huomautuksen 4.22 mukaan rajoitet-
tu, mutta joissakin avaruuksissa on olemassa muitakin rajoitettuja lineaarikuvauk-
sia. Vastaesimerkin keksimisté helpottaa seuraava késite.

Maaritelméa 6.11. a) Joukkoa, joka absorboi kaikki rajoitetut joukot, sano-
taan bornivooriksi joukoksi. Erityisesti siis jokainen origon ympéristé on bor-
nivoori joukko.

b) Avaruus, jonka jokainen balansoitu, konveksi, bornivoori joukko on origon
ympéristo, on bornologinen avaruus.

Lause 6.12. Lokaalikonveksi avaruus E on bornologinen, jos ja vain jos jokaisella
lokaalikonveksilla avaruudella F jokainen rajoitettu lineaarikuvaus T : E — F on
jatkuva.

Todistus. Olkoon lokaalikonveksi avaruus E bornologinen. Olkoon T : £ — F' ra-
joitettu lineaarikuvaus, missa F' on lokaalikonveksi. Olkoon U € Up. Voidaan olet-
taa, ettd U on tynnyri. Nyt T-1(U) on balansoitu ja konveksi, joten riittdi osoit-
taa, ettd se on bornivoori. Olkoon siis A C E rajoitettu. Silloin 7'(A) on oletuk-
sen mukaan rajoitettu avaruudessa F, joten T(A) C AU jollain A > 0. Selvisti
ACT Y AU) = TY(U). Siis T~Y(U) on origon ympéristd, joten T on jatkuva.
Kaéaanteisen puolen todistamiseksi oletetaan, ettd jokainen rajoitettu lineaariku-
vaus T : £ — F on jatkuva. Sovelletaan tdatéd identtiseen kuvaukseen T : £ — F,
misséd avaruus E on maalipuolella varustettu sellaisella lokaalikonveksilla topologial-
la 7, jossa origon ympaéristokantana ovat kaikki avaruuden E rajoitetut, balansoidut,

“Heinrich Eduard Heine 1821-1881, Saksa ja F élix Edouard Justin Emile Borel 1871-1956,
Ranska.
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konveksit, bornivoorit joukot. Jokainen F:n alkuperdinen rajoitettu joukko on rajoi-
tettu myos téssa topologiassa. Siis T' on rajoitettu kuvaus, joten 7" on jatkuva, ja siis
jokainen balansoitu, konveksi, bornivoori joukko on origon ympéristo alkuperiisessé
topologiassa. Il

Esimerkki 6.13. Jokainen metrisoituva lokaalikonveksi avaruus F, erityisesti jo-
kainen normiavaruus on bornologinen.

Todistus. Tarkastellaan avaruuden F numeroituvaa ympéristokantaa Uy D Uy D ...
Olkoon A C E konveksi, balansoitu, bornivoori joukko, jolloin A absorboi kaikki
rajoitetut joukot. Osoitetaan, ettd A on origon ympéristd. Riittdd nédyttidd, etta
nA D U, jollain n € N. Jos niin ei olekaan, niin U,, \ nA # () kaikilla n, joten on
olemassa jono pisteita z,, € U, \ nA. Silloin x,, — 0, joten (z, )y on rajoitettu ja siis
A absorboi sen ja on siis olemassa A > 0, jolla jokainen x,, € AA. Valitaan m € N
suuremmaksi kuin A, jolloin jokainen x,, € mA. Erityisesti x,, € mA vastoin jonon
(x,,) konstruktiota. O.

Seuraus 6.14. Lineaarikuvaus normiavaruudelta lokaalikonveksille avaruudelle on
jatkuva aina ja vain, kun se kuvaa yksikkdpallon rajoitetuksi joukoksu.

Seuraus 6.15. Rajoitettu lineaarikuvaus metrisoituvalta lokaalikonveksilta avaruu-
delta lokaalikonveksille avaruudelle on jatkuva.

Huomautus 6.16. Télld seurauksella on terdstys. lause 9.23, jonka mukaan line-
aarikuvaus metrisoituvalta lokaalikonveksilta avaruudelle lokaalikonveksille avaruu-
delle on jatkuva, kunhan se kuvaa kaikki origoa kohti suppenevat jonot rajoitetuiksi
joukoiksi.

7. DUALITEETIT

7.1. Duaalit.
Vektoriavaruuden E (algebrallinen) duaalicvaruus eli duaali on mééritelmén 1.28
mukaan kaikkien lineaarimuotojen avaruus E' = {f : F — K ‘ f on lineaarinen}

C KE. Kun z € E ja 2/ € F’, niin merkitiifin usein 2/(x) = (z,2'). Topologisen
vektoriavaruuden E topologinen duaaliavaruus eli topologinen duaali — puhekielessa
sekin usein pelkkd duaali — on kaikkien jatkuvien lineaarimuotojen avaruus E* =
{f € E'| fonjatkuva}. Kunz € E jaz* € E*, niin merkitéén usein 2*(z) = (z, ).

Maédritelmé 7.1. Duaalien E' ja E* C K heikko topologia on niihin kaikkien
funktioiden avaruuden K% tulotopologiasta saatu aliavaruustopologia.

Avaruuden E’ heikkoa topologiaa merkitddn o(E’, E), joskus lyhyesti o tai w’
ja avaruuden E* heikkoa topologiaa o(E*, E), joskus lyhyesti o tai w*. Merkin-
nit vaihtelevat kirjallisuudessa. "Normiavaruuden F heikkoa topologiaa” o(FE, E*)
merkitddn usein s tai w, samoin erityisesti "normiavaruuden E* heikkoa topologi-
aa” o(E*, E*). Seuraavassa esitimme, miten néita késitteita voi yleistdé ja samalla
selkeyttéa.
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7.2. Dualiteetti.

Duaali ja heikko topologia olivat itse asiassa erdéné motivaationa ldhted ollenkaan
tutkimaan muitakin topologisia vektoriavaruuksia kuin normiavaruuksia. Palaamme
hetkeksi télle lihteelle tutkaillen hieman mm. Alaoglun lauseen topologista versiota.
Aloitamme laajentamalla duaalin ja heikon topologian késitteen yleisempéin ase-
telmaan.

Maédritelméa 7.2. (a) Olkoot F ja F' vektoriavaruuksia. Bilineaarikuvauksia
ExF—=K

sanotaan bilineaarimuodoiksi eli dualiteeteiksi. Bilineaarimuotoa merkitddn usein
(-,-) : Ex F — K. Bilineaarisuus ilmaistaan toisinaan sanomalla, ettd ((E, F), (-, "))
on duaalipari. Muistetaan maéaaritelméasta 4.25, ettd bilineaarisuus merkitsee, etta
kaikki osittaiskuvaukset

(Ly): E—=K:xw—(z,y) ja
(x,) : F =>K:y— (z,y)

ovat lineaarisia eli (-,y) € E’ ja (z,-) € F'. Kun itse bilineaarimuodosta ei ole
epaselvyytta, puhutaan lyhyesti dualiteetista (E, F).

Esimerkki 7.3. Esimerkkeja duaalipareista on helppo keksid — monet ovat térkei-
takin.
a) Vektoriavaruuteen E ja sen algebralliseen duaaliin £’ liittyy kanoninen dua-
liteetts

ExE —-K:(x,2") = (z,2" ) =2/ (x).

b) Jos E on topologinen vektoriavaruus, vaikkapa normiavaruus, niin myos ka-
nonisen dualiteetin rajoittumaa pariin (F, E*) sanotaan kanoniseksi duali-
teetiksi.

c) Sisatulot ovat dualiteetteja.

d) Mm. suhteellisuusteoriassa téirked "Minkowskin sisdtulo’on bilineaarimuoto
(mutta ei sisdtulo).

e) Nollamuotokin on bilineaarinen, siis triviaali dualiteetti.

Huomautus 7.4. Dualiteettiin liittyvat kuvaukset £ — F' : = — (z,:) ja
F — E' : x — (-, y) ovat tietenkin lineaarisia. Yleisessi tapauksessa kumpikaan
ei ole valttamatta injektio eiké surjektio — vastaesimerkikisi kdy nollamuoto.

Maaritelméa 7.5. Dualiteetti (E, F') separoi eli erottaa avaruuden E (pisteet), mi-
kéli kaikille z € E ~ {0} on olemassa y € F, siten, ettd (z,y) # 0. Vastaavalla
tavalla maaritelladn avaruuden F' separoiva ja (molemmat) separoiva dualiteetti.

Huomautus 7.6. Dualiteetille (F, F') seuraavat ehdot ovat keskenddn yhtéapitdvia:

(1) (E, F) separoi avaruuden E,

(2) Jos (z,y) = 0 kaikille y € F, niin x = 0.

(3) Ker (E — F' : x — (x,-)) = {0}.

(4) Kuvaus E — F’ : z — (z,-) on injektio, joten vektoriavaruutena voi tulkita
E C F'. (Téssé el topologiaa, vaan algebrallinen duaali!)



52 Topologiset vektoriavaruudet

Vastaavat huomautukset koskevat avaruuden F separointia F C E'.4

Esimerkki 7.7. a) Algebrallinen kanoninen dualiteetti (F, E’) separoi tieten-
kin avaruuden E’ ja kanoninen dualiteetti (F, E*) alivaruuden E*.

b) Algebrallinen kanoninen dualiteetti (E, E') separoi myos avaruuden F, min-
k& voi helposti todeta kayttamaélla Hamelin kantaa, ovathan Hamel- koordi-
naatit lineaarimuotoja.

¢) Sen sijaan topologinen kanoninen dualiteetti (E, E*) ei aina separoi avaruut-
ta F, voihan topologisen vektoriavaruuden topologinen duaali £* olla jopa
pelkkéd {0}. Seuraava lause 7.8 sanoo tosin, ettéd lokaalikonveksin avaruuden
topologinen kanoninen dualiteetti separoi myds F:n.

d) Sisatulot ovat separovia dualiteetteja.

e) Minkowskin siséitulo on sekin separoiva bilineaarimuoto.

f) Mm. analyyttisessa mekaniikassa esiintyva ns. symplektinen muoto on sepa-
roiva, antisymmetrinen bilineaarimuoto.

g) Nollamuoto separoi tietenkin vain triviaalin avaruuden {0}.

Lause 7.8. Lokaalikonveksilla Hausdorff-avaruudella, erityisesti normiavaruudella,
kanoninen dualiteetti (E, E*) separoi myds avaruuden E.

Todistus. Viite seuraa Hahnin ja Banachin lauseen seurauksesta 3.8.

7.3. Dualiteetin heikot topologiat.

Maéritelma 7.9. Dualiteettiin (E, F') liittyva avaruuden E heikko topologia o(E, F)
on avaruuden E lokaalikonveksi topologia, jonka méarda seminormiperhe

{py=1C0)l | ye F}.
Vastaavasti méaritelldén avaruuden F heikko topologia o(F, E') seminormiperheell&

{po =z, )| | = € E}.

Huomautus 7.10. Avaruuden F heikko topologia o(FE, F') on Hausdorff tasan sil-
loin, kun dualiteetti (F, F') separoi avaruuden E.

Perustelu. Harjoitustehtava 0.0.64. U

Merkitsemme seuraavassa usein topologisen vektoriavaruuden topologian nékyviin
alaindeksillé, esimerkiksi E, = E,gr) = (E,0(E, F)). Heikko topologia on mééri-
telty siten, ettd kaikilla y € F lineaarikuvaus (-, y) € E’ on jatkuva (E,o(E,F)) —
K, ts.

<,y> S EU*(E',F)‘
Néin tulee luonnollisella tavalla maéaritellyksi lineaarikuvaus
F—=FEpp: Yy ().

Téamé kuvaus on huomautuksen 7.6 mukaan injektio tasan silloin, kun dualiteetti
(E, F) separoi avaruuden F'. Seuraavan lauseen 7.12 mukaan se on toisaalta aina
surjektio. Todistusta varten tarvitaan lineaarialgebrallinen lemma:

“SKirjallisuudessa  dualiteetti oletetaan toisinaan molemmin piin separoivaksi heti
médritelméssa.
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Lemma 7.11. Olkoon E' vektoriavaruuden E algebrallinen duaali ja y,y1,. .., Yn €
E'. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitivid keskenddn:

(7.1) y on lineaarikombinaatio lineaarimuodoista vy, . .., Yn.
(7.2) Ker (y) D Ker (y1) N--- N Ker (y,).

Todistus. Oletetaan, ettd Ker (y) D Ker (y1) N --- N Ker (y,). Osoitetaan induktiolla
n:n suhteen, ettd joillakin Ay,..., A, € Kony= Y"1, \u;.

Tapaus n = 1: Oletetaan, ettd Ker (y) D Ker(y;). Voidaan olettaa, ettd kumpi-
kaan lineaarimuoto ei ole pelkké 0, vaan ytimet ovat hypertasoja, jolloin Ker (y) =

Ker (). Lineaarimuotojen y ja y; kanoniset hajotelmat ovat

E/Kery
v/ NI
E K

©1 N\ s
E/Kery,

Koska Ker (y) = Ker (y1), niin E/Kery, = E/Kery jasiis ¢1 = . Koska E/Kery ~
K, niin E/Kery on yksiulotteinen, joten lineaari-isomorfismit [ ja I; eroavat toisis-

taan vain luvulla kertomisen verran.
Induktioaskel n — n+1: Olkoon H = Kery,i1ja g =y |, sekd g = yi ‘H kaikilla

k=1,...,n+ 1. Hypertasossa H = Kery,; vallitsee induktio-oletuksen tilanne
Ker (g) D Ker (g1) N--- N Ker (gy), joten joillakin Ay,..., A, € Kon g =", \g;.
Téasta viite seuraa pienelld konstruktiolla tai — ehkéd kdtevAmmin — vetoamalla

uudelleen induktio-oletukseen: Koska selvasti
H = Kery,,1 C Ker (y — Z /\iyi),
i=1

niin on olemassa A,y € K, jolla y — > " | \iyi = N 1Ynt1.- O

Lause 7.12. Olkoon (E, F) dualiteetti. Luonnolliset kuvaukset
F— EU?E,F) CY = <'7y>7 Jja
E — FO'EkF,E) X = <23,'>

ovat surjektioita.

*

Todistus. Symmetriasyista riittda todistaa ensimmaéinen véite. Olkoon z* € EU( B.F)-
Seminormi |(-, z*)| on jatkuva lokaalikonveksissa avaruudessa E{j ), joten karak-
terisointilauseen 2.10 kohdan (9) mukaan on olemassa ¢ > 0 ja topologiaa o(E, F')
médrittelevit seminormit

1oyl - [ Yn)|, missd v, ..., yn € F
siten, etta
el( 2| <Gyl =+ + 1yl
Erityisesti
Ker (-,y1) N---NKer (-, y,) C Ker (-, z").
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Edellisen lemman 7.11 nojalla z* on lineaarikombinaatio lineaarimuodoista (-, y1), . . .
.oy (-, Yn), ts. on olemassa luvut oy, ..., a, € K | joille

= ()
=1

jax* = (-, ", a;y;) kuuluu siis itsekin avaruuden F' kuvaan, kuten viitettiin. [J

Seuraus 7.13. Olkoon (E, F) dualiteetti, joka separoi avaruuden E. Silloin luon-
nollinen kuvaus

F— E;EE,F) CY = <'7y>7

on bijektio, joten voidaan samaistaa F ja EU*(E,F)‘

Seuraus 7.14. Olkoon E lokaalikonveksi Hausdorff-avaruus — esimerkiksi normia-
varuus — ja E* sen topologinen duaali. Tdlloin E* = EU*(E ey, Joten lineaarimuo-

dolle x* € E' seuraavat ovat yhtdpitivid:

(i) «* on heikosti jatkuva eli jatkuva kuvauksena Eqp gy — K.
(ii) =* on jatkuva, eli z* € E*.
(iii) Seminormi |(-,x*)| on jatkuva.

Varoitus. Olkoon E lokaalikonveksi Hausdorff-avaruus — esimerkiksi normiavaruus.
E*mn duaali w*-topologian o(E*, E') mielessd eli (E% 4. )" on lauseen 7.12 nojal-
la alkuperdinen avaruus FE. Merkintdd E** ei siis ole syytd kayttda tédssd yhtey-
dessé ilmoittamatta, mitd topologiaa avaruudessa E* kiytetddn. Normiavaruuden
tapauksessahan yleisin on duaalin normitopologia, jonka mielessd yhteys F** = E
merkitsee, ettd E on refleksiivinen.

Lause 7.15. Olkoon (E, F) dualiteetti, joka separoi avaruuden E. Seuraavat ovat
yhtdapitavid:

(i) (E, F) separoi myds F:m.

(i) E on tihed algebrallisessa duaalissa Fy, o .

Todistus. Olkoon aluksi (i) voimassa. Koska dualiteetti (E, F) separoi avaruuden
E, voidaan joka tapauksessa tulkita £ C F’. On todistettava, ettd topologiassa
o = o(F',F) on E = F'. Teemme timin todistamalla, ettd nollamuodon E —
K ainoa jatko koko avaruuden F” (F'.B) jatkuvaksi lineaarimuodoksi on nollamuoto,
jolloin Hahnin ja Banachin lauseen seurauksen 3.8 mukaan F = F'. Tarkastellaan siis
sellaista topologiassa ¢ jatkuvaa lineaarimuotoa f avaruudessa F’, ettd £ C Ker f.
Koska f on o-jatkuva, on sen ydin o-suljettu ja siis myos £ C Ker f. Koska f €
FYlpr > on lauseen 7.12 mukaan olemassa y € F siten, ettd f (') = (¢, y) kaikilla
y' € F'. Erityisesti (v, y) = 0 kaikilla 3/ € E. Koska dualiteetti (E, F') separoi E'n,
onsiisy =0eli f=0.

Paluutodistus on suoraviivainen verifiointi. O

Lause 7.16. Olkoon (E,F') dualiteetti, joka separoi avaruuden F' ja olkoon G C F
aito aliavaruus. Tdlloin heikko topologia o(E, F') on aidosti hienompi kuin o(E, G).

Todistus. Harjoitustehtava 0.0.63. |
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Lause 7.17. Olkoon E vektoriavaruus. Tdlloin EZ;(E',E) on algebrallisesti ja topolo-

gisesti isomorfinen avaruuden KX kanssa, missi K on vektoriavaruuden E Hamel-
kanta.

Todistus. Jokainen lineaarikuvaus z’ : £ — K maardytyy arvoista, jotka se antaa
kantavektoreille. Siten 2’ voidaan tulkita kuvaukseksi K — K eli avaruuden K¥ al-
kioksi. Tamé vastaavuus on selvésti lineaarinen ja bijektio, siis lineaari-isomorfismi.
Seké avaruudessa E:;( B ) Ctté avaruudessa KX topologia saadaan pisteittiisen sup-
penemisen seminormeista eli evaluaatiofunktionaalien itseisarvoista p,(x') = |{x, x')|
mutta tuloavaruudessa KX vektori z kiy tietenkin ldpi vain kannan ja E;( ) S8
kaikki E:n vektorit. T&lla ei kuitenkaan ole merkitysté topologialle, koska kaikki F:n
vektorit ovat F:n Hamel-kantavektorien &irellisié lineaarikombinaatioita. U

Lause 7.18. Olkoon (E, F') dualiteetti, joka separoi E:n, jolloin voi tulkita, etta E C
F'. Varustetaan algebrallinen duaali F' topologialla 0 = o(F', F) ja E topologialla
o =0(E,F), joka tietenkin on topologian o(F', F') indusoima aliavaruustopologia.
Talloin

a) Avaruuden E, tiydentymd on E:n sulkeuma avaruudessa F..

b) Erityisesti, jos dualiteetti separoi myds avaruuden F, niin aliavaruvuden E,
taydentymda on koko F..

c¢) Erityisesti, jos E on lokaalikonveksi Hausdorff-avaruus, niin E,p g:m tdy-
dentymd on topologisen duaalin algebrallinen duaali (E*)

Todistus. a) Koska K on tiydellinen, on sitd myés jokainen tuloavaruus KX, ja edel-
lisen lauseen 7.17 mukaan F ;( Fr.p) O isomorfinen sellaisen kanssa, siis tdydellinen.
E'n tdydentymé on siis F:n sulkeuma avaruudessa F.
b) Oletetaan, ettd dualiteetti on separoiva ja muistetaan, etta lauseen 7.15 mukaan
E on tihed avaruudessa F!. Avaruuden F taydentymé eli sulkeuma on siis koko F!.
c) Dualiteetti (F, E*) on lauseen 7.8 nojalla separoiva, joten viite seuraa b)-

kohdasta. O

Lause 7.19. Olkoon (E,F) separoiva duaalipari. Joukolle A C E seuraaval ovat
yhtdapitivid heikossa topologiassa o = o(E, F):

(i) Taydentymissi E, sulkeuma A on kompakti.
(ii) A on tdaysrajoitettu.
(iii) A on rajoitettu.

Todistus. Jokainen kompakti joukko on rajoitettu ja rajoitettu on taysrajoitettu,
joten tehtéavéksi jad vain todistaa paluuimplikaatio heikossa topologiassa. Olkoon
A C E, rajoitettu. Lauseen 7.18 mukaan E,:n tiydentymi on F! ~ KX ja A on
siis rajoitettu myos avaruuden K tulotopologiassa. Koska tuloavaruuden projektiot
ovat jatkuvia, on jokainen m,(A) C K rajoitettu ja siis sen sulkeuma kompakti. Siis
A C I, ma(A) CII,ma(A), joka on Tihonovin klassisen lauseen mukaan kompakti.
Niin ollen A on kompakti tiydentymissé F,. O

Kirjallisuudessa nikee osajoukkoa, jonka sulkeuma on kompakti, kutsuttavan re-
latiivikompaktiksi, kun taas joukko, jonka sulkeuma alkuperéisen avaruuden tayden-
tymaéssa on kompakti, on prekompakti. Téssé terminologiassa edellinen lause sanoo,
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ettd separoivan duaaliparin heikossa topologiassa jokainen rajoitettu joukko on pre-
kompakti. Misséd tahansa topologisessa vektoriavaruudessa pétevit tietenkin impli-
kaatiot:

kompakti = relatiivikompakti = prekompakti = taysrajoitettu = rajoitettu.

7.4. Polaarit ja ortogonaalikomplementit.

Huomautus 7.20. Tunnettu Alaoglun lause® sanoo, ettd normiavaruuden E du-

aalin yksikkopallo on o(E*, E')-kompakti. Haluamme yleistdd tdmén topologiselle
vektoriavaruudelle E. Tarvittava heikko topologia on jo mééritelty, mutta duaalin
yvksikkopallolle on keksittava vastine. Sellaiseksi kelpaa origon ympéristén polaari,
jonka méaédrittelemme seuraavassa.

Maiéritelméa 7.21. Olkoon (E, F') duaalipari.

(1) Joukon A C E polaari on joukko A° ={y € F | (z,y)| <1Vz € A}

(2) Joukon A polaarin polaaria (A°)° = A°° sanotaan A:n bipolaariksi.

(3) Joukot A C E ja B C F ovat toisilleen ortogonaaliset, jos (x,y) =0eliz Ly
kaikille x € A jay € B.

(4) Joukon A C E ortogonaalikomplementti on joukko A+ = {y € F | (z,y) =
0Vee A}

Huomautus 7.22. Olkoon (FE, F') duaalipari ja A, B C E. Polaarilla A° ja bipo-
laarilla A°° = (A°)° on seuraavat ominaisuudet:

() ACB = B°C A°

(x) A° on absorboiva <= A on o(F, F) — rajoitettu

Todistus. Vaitteet ovat suoria seurauksia médritelmésti. Erityisesti polaari A° on
o(F, F)-suljettu, koska A° on heikossa topologiassa suljettujen yksikkdsemipallojen
{y € F | |(z,)| <1} (z € A) leikkaus. Kohdassa (x) on hyvéd muistaa lause 6.2,
jonka mukaan lokaalikonveksissa avaruudessa — erityisesti siis heikossa topologiassa
— joukko on rajoitettu tasan silloin, kun jokainen méaérittelevd seminormi on siing
rajoitettu, jolloin siis jokainen jatkuva seminormi on siind rajoitettu.

Lause 7.23. (Banachin, Alaoglun ja Bourbakin lause)*” Topologisen vektoria-
varuuden E topologisen kanonisen dualiteetin (E, E*) mielessd origon ympdriston

U polaari U° on o(E*, E)- eli w*-kompakti.

46 eonidas Alaoglu 1914 — 198, Kanada ja USA
4"Nicolas Bourbaki on salanimi, jota k&ytti ryhmé& pédasiassa ranskalaisia 1900-luvun
matemaatikkoja.



Dualiteetit 57

Todistus. Esitimme kaksi erilaista todistusta.
1. tapa: Olkoon aluksi U € U, balansoitu. Origon ympéristond U on absorboiva.
Miirittelemme mittausfunktion®® py : B — R

pu(z) =inf{A >0 |z € \U}.

Heikon topologian miéiritelmin mukaan (E* o(E*, E)) on tuloavaruuden K¥ ali-
avaruus. Erityisesti

U° = {z* € E* | |{z,2*)| < 1Va € U}
= {z* € E* | [{z,2")| < pu(x) Vo € E}
C{f eK"||f(2)] < pu(z) Vo € E}

— H{z ‘ |z| <pu(z)} C K~.

zelR

Tulo [T,cp{z | |2| < pu(z)} on Tihonovin klassisen lauseen nojalla kompakti. Riit-
ta4 siis todistaa, ettd U° on suljettu tuloavaruudessa K.

Olkoon siis f € K¥ sulkeumassa U° C K. Nyt f on lineaarinen, eli kaikille
r,ye EFja\ peKon

fQz 4+ py) = M (x) + pf(y),

silld tulotopologian médritelméan mukaan kaikilla € > 0 on olemassa f. € U° C E*,
siis lineaarinen f;, jolle pisteissd u = x, y ja Az + py patee |f(u) — fo(u)| = pu(f —
fe) < g, jolloin kolmioepayhtéloé tavalliseen tapaan kiyttéden saadaan

|fOz + py) — (A f(@) + pf(y)] < 1feOAx+ py) — (Mfe(w) + pfe(y))] + 32 = 3e.

Lopuksi huomataan, ettd f(z) < 1 kaikille x € U, silla jos € U ja ¢ > 0, niin on
olemassa f. € U°, jolle |f(z) — f-(x)| < € ja kolmioepéayhtalod uudelleen kiyttéen
saadaan f(z) < fo(z) + |f(z) — fo(z)] < 1+ € ja siis, koska € oli mielivaltainen,
f(z) < 1.

Jos tutkittava origon ympéristo U ei ole balansoitu, niin on kuitenkin lauseen 1.12.
mukaan olemassa siihen siséltyvé balansoitu origon ympéristo B. Nyt U° C B° on
kompaktin joukon suljettuna joukkona itsekin kompakti topologiassa o(E*, E).

2. tapa: Topologinen duaali £} = E[’;( B ) ON algebrallisen duaalin £/ (&) topo-
loginen aliavaruus, joten riittaa todistaa, ettd U° on kompakti avaruuden E! siihen
indusoimassa topologiassa. On periaatteessa syytd huomata, ettd U° on méaritelty
dualiteetin (E, E*) suhteen. Mutta itse asiassa polaarit ovat samat, silla jos 2’ € E’
siten, ettd |(-,2')| < 1 origon ympéristossa U C E, niin 2’ on lauseen 2.10 nojalla
jatkuva eli ' € E*. Koska bipolaari U°° siséltdd origon ympériston U, se on absor-
boiva, joten lauseen 7.22 kohdan (x) nojalla U° on rajoitettu avaruudessa E!, jota
vastaava dualiteetti on separoiva. Lauseen 7.19 nojalla U° on kompakti avaruuden
E! tdydentymaéssé, mutta E/ on jo tdydellinen. O

48pU ei ilman konveksiusoletuksia ole seminormi, mutta emme seminormiominaisuuksia téssé
tarvitsekaan. Vrt. 2.8.
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Huomautus 7.24. Normiavaruuden E topologisen duaalin yksikkopallo Bp« =
{z* € E* | ||lz*|| = supjyp<; [(@’2*)] < 1} on sama asia kuin Em yksikkdpallon
polaari B°.

(i) Alaoglun ja Bourbakin lauseesta saadaan siten erikoistapauksena klassinen
Alaoglun lause, jonka mukaan normiavaruuden duaalin yksikkopallo on hei-
kosti eli o(E*, E)-kompakti.

(ii) Sen sijaan on syytd muistaa, ettd alkuperiisen avaruuden suljettu yksikko-
pallo ei suinkaan yleisesti ole o(F, E*)-kompakti.

(iii) Refleksiivisen (E = E**) avaruuden yksikkopallo on tietenkin kohdan (i)
nojalla o(E, E*)-kompakti.

(iv) Erityisesti Hilbertin avaruuden suljettu yksikkopallo on siis heikosti kompak-
ti.

(v) Hilbertin avaruuden rajoitetun jonon sulkeuma on siis heikosti kompakti.

Esitetdaéan lopuksi vield bipolaarilause, joka osoittaa erityisesti, ettd alkuperdisen
avaruuden balansoidut, konveksit heikosti suljetut joukot ovat kaikki joidenkin jouk-
kojen polaareja, nimittédin itsensé bipolaareja.

Lause 7.25. (Bipolaarilause) Olkoon (E, F') dualiteetti. Joukon A C E bipolaari
on sen balansoitu, konveksi o(E, F)-suljettu verho

A*° = co(bal(A4))’.

Todistus. Koska balansoidun joukon konveksi verho ja sulkeuma ovat balansoituja
ja konveksin joukon sulkeuma on konveksi, niin verho V' = co(bal A)U on suppein
balansoitu, konveksi, o(E, F)-suljettu joukko, joka sisdltdd A:n. Huomautuksen 7.22
mukaan bipolaari A°° on balansoitu, konveksi ja o(FE, F')-suljettu, joten se sisiltda
verhon V.

Varsinainen véite on siten kddnteinen inkluusio. Jos se ei pédde, niin on olemassa

x € A V.

Avaruudessa F on heikko topologia, joka on lokaalikonveksi. Kayttddksemme Ba-
nachin erottelulausetta 3.4 valitsemme pisteelle x konveksin, avoimen ympériston
Y, joka ei leikkaa verhoa V. Koska A°° on konveksi ja o(E, F')-suljettu, Banachin
erottelulauseen ehdot ovat voimassa joukoille Y ja V', joten on olemassa x* € E* ja
luku o € R siten, etta

Re(v, ") < a < Re(z,z*) Yo eV.
Koska 0 € V, niin 0 < a < Re(z,z*). Korvaamalla luku « jollain luvulla § €
Ja, Re(z, x*)[ saadaan

0 <a<f <Relx,z%).

Normeerataan epayhtaloda viela hiukan jakamalla puolittain luvulla 8, merkitdin
Y= % ja saadaan

Re(v,y*) <1 < Re(z,y*) YweV.
Koska verho V' on balansoitu, niin siis |(v,y*)] < 1 Vv € V. eli y* € V°, silla
huomautuksen 7.6 ja lauseen 7.12 nojalla E* = F. Toisaalta 1 < Re(z,y*), joten
y* ¢ {x}° D A°° = A°. Tdmé on mahdotonta, koska

ACV = A°D V- U
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Seuraus 7.26. Jos B on balansoitu, konveksi ja o(E, F)-suljettu, niin B*° = B.

Seuraus 7.27. Jos joukot A; (i € I) ovat balansoituja, konvekseja ja o(E, F)-
sulgettuga, niin ((,c; Ai)° on joukon |, ; AS balansoitu, konveksi ja o(E, F')-suljettu
verho.

icl i€l

Huomautus 7.28. K-vektoriavaruuden puoliavaruus on joukko
H = {z € E | Re(z,2)| > a},

missi [ € E' ja a € R. K-vektoriavaruuden avoin puoliavaruus on joukko {z € E ‘
Re(z, f)| > a}, missd f € E' ja a € R.
Jos f on jatkuva eli f € E*, niin my0s sen reaaliaosa Re f on jatkuva ja kddntéen,

onhan Re f(z) = 3(f(z) + f()). (Vrt. 3.4 ) T&llsin puoliavaruus on suljettu joukko
ja avoin puoliavaruus on avoin joukko.

Huomautus 7.29. a) Lokaalikonveksin avaruuden E konveksi osajoukko S on sul-
jettu, jos ja vain jos S on joidenkin E:n suljettujen puoliavaruuksien leikkaus.

b) Lokaalikonveksin avaruuden konveksi osajoukko S C E on suljettu tasan olles-
saan heikosti eli o(E, E*)-suljettu.

Todistus. Koska suljettujen joukkojen leikkaus on suljettu, riittda tarkastaa ehdon
valttaméattomyys. Olkoon siis S konveksi ja suljettu. Komplementti C' = E ~ .S on
avoin. Olkoon x € C. On olemassa pisteen x avoin ympéristo U, jolla U C C'. Koska
E on lokaalikonveksi, voidaan U valita konveksiksi.

Banachin erottelulauseen 3.4 mukaan on olemassa jatkuva lineaarimuoto f € E*
ja reaaliluku « siten, etté

Ref(z) <a VrelU ja
Re f(x) > a VYxeS.

Sis SCH={z€F ‘ Re f(x) > a} ja UN H = (), erityisesti x ¢ H. Tésta viite
seuraa.

b) Kohdan a) mukaan lokaalikonveksin avaruuden konveksi suljettu osajoukko
on leikkaus suljetuista puoliavaruuksista. Puoliavaruus on tietenkin suljettu tasan
ollessaan heikosti suljettu.

Seuraus 7.30. Olkoon E lokaalikonveksi ja ) # A C E. Dualiteetin (E, E*) mie-
lessd A®° on joukon A balansoitu, konveksi, suljettu verho.

Todistus. Bipolaarilauseen 7.25 mukaan A°° on joukon A balansoitu, konveksi, hei-
kosti suljettu verho. Edellisen huomautuksen 7.29 mukaan se on suljettu myds E:n
alkuperéisessé topologiassa. O

Todistetaan kappaleen paitteksi viela Mackeyn lause, jonka mukaan lokaalikon-
veksin Hausdorff-avaruuden rajoitetut ja heikosti rajoitetut joukot ovat samat. To-
distusta vasrten tarvitaan seuraava lemma.
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Lause 7.31 (Lemma). Olkoon E lokaalikonveksi Hausdorff-avaruus ja B sen ba-
lansoitu, konveksi, rajoitettu osajoukko. Mddritelliin Ep = |J,cynB C E* ja va-
rustetaan se balansoitdun, konveksin ja absorboivan joukon B C Ep mittausfunktiol-
la, joka osoittautuu normiksi, koska B on rajoitettu E:n alkuperdisessd Hausdorff-
topologiassa T, ja ansaitsee siis merkinndn || - ||. Oletetaan, ettd B on tdydellinen
topologian (E,T) indusoimassa topologiassa. Viite: (Ep,|| - ||) on Banach-avaruus.

Todistus. Olkoon (z,)y Cauchy-jono avaruudessa (Ep, ||-||). Koska B on téydellinen,
se on myo0s suljettu ja siten tynnyri Eg:n topologiassa 7. Se on siis mittausfunktionsa
suljettu yksikkosemipallo eli normiavaruuden (Ep, || - ||) yksikkopallo. Cauchy-jono
(x,)n avaruudessa (Epg, || - ||) on rajoitettu, joten se sisdltyy johonkin origokeskiseen
palloon AB, joka oletuksen mukaan on tdydellinen (F, 7):n indusoimassa topologias-
sa. Nyt (z, )y on Cauchy-jono myts avaruudessa (E, 7), miké seuraa siitd, ettd B on
oletuksen mukaan 7-rajoitettu. Siis (x, )y suppenee avaruudessa (FE,7) kohti jotain
vektoria y € AB C FEg. Mutta talloin se suppenee myos normitopologiassa, silla
kaikilla € > 0 on ||z, —y|| < e riittdvén suurilla n, onhan normi || - || 7-jatkuva. O

Lause 7.32. (Mackeyn lause)® Lokaalikonveksin Hausdor{f-avaruuden osajoukko
A C E on rajoitettu tasan ollessaan heikosti eli o(E, E*)-rajoitettu.

Todistus. Tietenkin jokainen rajoitettu joukko on heikosti rajoitettu, koska heikko
topologia o = o(F, E*) on karkeampi kuin E:n alkuperiinen topologia 7.

Olkoon A C F heikosti eli o(E, E*)-rajoitettu. On osoitettava, ettd jokainen ori-
gon T-ympéristé U absorboi joukon A. Todistuksen vaiheet ovat seuraavat:

(i) Koska E on alunperin lokaalikonveksi voidaan olettaa, ettd U on tynnyri.

(ii) Bipolaarilauseen 7.25 nojalla siis U = U.

(iii) U° on balansoitu ja konveksi.

(iv) Alaoglun ja Bourbakin lauseen 7.23 nojalla U° on o(E*, E')-kompakti.

(v) Siis U° on o(E*, E)-tdydellinen, koska se on taydellisen avaruuden o(E’, F)-
kompakti osajoukko.

(vi) o(E*, E)-kompaktina U° on tietenkin o(E*, E)-rajoitettu.

(vii) Mééritellddn Ejo = (J,cynU°® C E* ja varustetaan se balansoidun, konvek-
sin ja absorboivan joukon U° mittausfunktiolla, joka osoittautuu normiksi
ja ansaitsee merkinnén || - ||, koska U° oli rajoitettu Hausdorff-topologiassa
o(E*, E).

(viil) (Efe, | - ||) on lemman 7.31 mukaan Banach-avaruus.

(ix) A on heikosti eli o(F, E*)-rajoitettu tarkoittaa, ettd kaikilla z* € E* line-
aarimuoto (-, z*) on rajoitettu joukossa A eli sup,4 |(-, 2*)| < co jokaisessa
pisteessd z* € E*.

(x) Kaikillaz € E lineaarimuoto (z, -) on tietenkin jatkuva avaruudessa E . p).,

joten erityisesti A C (E} g )"

(xi) Koska avaruudessa (Ej., || - ||) selvéstikin on hienompi topologia kuin heikon
topologian o(E*, F) indusoima, niin lineaarimuoto (x,-) on jatkuva myds
Banach-avaruudessa (E}., || - ||).

49George Whitelaw Mackey 1916—2006, USA.
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(xii) Lineaarikuvausperhe {(z,-) | = € A} C (Ej.,| - ||)* toteuttaa siis tasai-
sen rajoituksen periaatteen 4.24 ehdot, silld se on (ix):n nojalla pisteittiin
rajoitettu perhe kohdan (xi) mukaan jatkuvia lineaarikuvauksia Fréchet’n
avaruuksien valilla.

(xiii) Néin ollen perhe {(z,-) | z € A} on yhtéjatkuva, eli

sup = A < 0o,
z€A, z*elU°
mika merkitsee, etté
AC AU =)\U.
Siis A on rajoitettu. O

7.5. Dualiteettiin sopeutuvat topologiat.

Maéritelma 7.33. Sanomme, ettd avaruuden E lokaalikonveksi topologia 7 sopeu-
tuu dualiteettiin (E, F), mikéli
Er=F.

T

Esimerkki 7.34. Luonnollisesti lokaalikonveksin topologisen vektoriavaruuden (£, 7)
alkuperiinen topologia 7 sopeutuu dualiteettiin (£, E*). Huomionarvoista on, etté
on olemassa muitakin sopeutuvia topologioita, esimerkiksi seuraavat:

a) Jos E on lokaalikonveksi Hausdorff-avaruus, niin heikko topologia o(E, E*)
on karkein eli heikoin topologia, joka sopeutuu dualiteettiin (£, E*).

b) Jos E on lokaalikonveksi Hausdorff-avaruus ja 7 vektoriavaruuden lokaali-
konveksi topologia, joka on hienompi kuin o(FE, E*) ja karkeampi kuin alku-
peréinen topologia 7 niin 7 sopeutuu dualiteettiin (E, E*).

c¢) Jos E on lokaalikonveksi Hausdorff-avaruus, niin alkuperiinen topologia 7
ei kuitenkaan vélttamétta ole hienoin topologia, joka sopeutuu dualiteettiin
(E, E*). Tésté on esimerkkejd seuraavassa kappaleessa 7.6.

Sopeutuvien topogioiden merkitys perustuu pitkélti seuraavaan lauseeseen:

Lause 7.35. Olkoon (E, F) separoiva dualiteetti.

(i) Konwveksilla joukolla A C E on sama sulkeuma kaikissa dualiteettiin (E, F)
sopeutuvissa topologioissa.

(i) Avaruuden E tynnyrit ovat siis samat jokaisessa dualiteettiin (E, F') sopeu-
tuvassa topologiassa.

Todistus. Seuraa lauseesta 7.29. OJ

7.6. Polaaritopologiat.

Maaritelma 7.36. Olkoon (E, F') separoiva dualiteetti ja & perhe avaruuden F
heikosti rajoitettuja joukkoja. Perheen & wirittdmd polaaritopologia on avaruuden
F lokaalikonveksi topologia, jonka origon ympéristokannan muodostavat perheen &
joukkojen polaarien &dérelliset leikkaukset:

Us = {4
I

A, €6, e>01 éiéirellinen}.
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Synonyymeja: S-topologia, &S-suppenemisen topologia, tasaisen suppenemisen to-
pologia G-joukoissa. , polaaritopologia perheen & suhteen.

Esimerkki 7.37. a) Perusesimerkki polaaritopologiasta on heikko topologia o(F), E),
joka saadaan valitsemalla esimerkiksi & = {A C E | A on #érellinen}, & = {4 C
E | A on yksipisteinen} tai & = {A C E | A on &érellisen joukon balansoitu,
konveksi verho}. Heikko topologia on duaaliparin (F, F') karkein G-topologia.

b) Toinen klassinen esimerkki on ns. vahva topologia b(E, F), joka saadaan va-
litsemalla & = {A C F | A on o(E, F)-rajoitettu}. Vahva topologia on duaalipa-
rin (F, F') hienoin G-topologia eli hienoin dualiteettiin (F, F') sopeutuva avaruuden
E topologia. ¢) Kompaktin konvergenssin topologia c(E, F) saadaan valitsemalla
S ={AC E| Aon o(E, F)-kompakti}.

d) Normiavaruuden duaalin tavallinen duaalinormitopologia on polaaritopologia,

joka saadaan dualiteetista (E, E*) ja yhden joukon siséltavistd perheestd & =
{yksikkopallo}.

Huomautus 7.38. a) G-topologia on lokaalikonveksi ja saadaan polaarien A°, A €
S mittausfunktioista pa(y) = sup,ec 4 [(x, v)|.
b) Jos & toteuttaa molemmat ehdot:
(i) kaikilla A, B € & on olemassa C € G siten, ettd AUB C C
(ii) kaikilla A € & ja A € K on olemassa B € & siten, etti AA C B,
niin Ug = {A4° | A € G}.
c) Jos G toteuttaa ehdon

A=k,
(G}

niin &-topologia on hienompi kuin heikko topologia o(F, E) ja siis Hausdorff.
d) Vilttaméton ja riittava ehto sille, ettd S-topologia on Hausdorff on itse asiassa
seuraava:
(i) dualiteeti (E, F') separoi F:n ja
(ii) yhdisteen |J & lineaarinen verho on heikosti eli o(E, F')-tihed avaruudessa
E.

Todistus. Kohtien a)-c) todistrus on harjoitustehtava 0.0.75. Kohdan d) todistus:
Lokaalikonveksi topologia on huomautuksen 2.9 mukaan Hausdorff aina ja vain, kun
jokaisella nollasta eroavalla vektorilla jokin virittdva seminormi saa nollasta eroavan
arvon. Erityisesti siis G-topologia on Hausdorff silld ehdolla, ettd jos pa(y) = 0
kaikilla A € &, niin y = 0, eli ehdolla (), s A+ = {0}.

Oletetaan aluksi, ettd S-topologia on Hausdorff eli (), g At = {0}. Jos dua-
liteetti ei separoi F:n pisteitd, niin on olemassa y € F ~ {0}, jolla |(z,y)| = 0
kaikilla © € E. Erityisesti silloin pa(y) = sup,ca |(z,y)| = 0 kaikilla A € & eli
Y € Nues At = {0} ja siis y = 0 vastoin oletusta. Jos taas yhdisteen |J& lineaa-
rinen verho V ei ole heikosti eli o(E, F)-tihed, niin on olemassa sen sulkeumaan V
kuulumaton z € E. Mazurin laajennuslauseen seurauksen 3.3 nojalla on olemassa
jatkuva lineaarimuoto f € E*, joka saa pisteessi x arvon 1 ja aliavaruudessa V arvon
0. Surjektiivisuuslauseen 7.12 nojalla voidaan valita y € F' siten, ettd f(x) = (y, z)
kaikilla z € E, jolloin y € (g AT ~ {0} vastoin oletusta.
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Oletetaan seuraavaksi, ettd ehdot (i) ja (ii) patevit. Yhdisteen | J & lineaarinen
verho V' on heikosti eli o(E, F')-tihed, joten ei ole olemassa muita kaikissa A €
G hévidvia jatkuvia lineaarimuotoja kuin f = 0. Separointioletuksen (11) nojalla
voidaan valita vain yksi y € F siten, ettd f(z) = (y,z) = 0 kaikilla z € E, ja se y
on tietenkin 0. Jos siis y € F siten, ettd pa(y) = 0 kaikilla A € &, niin y = 0, joten
Es(g,r) on Hausdorft. ]

Lause 7.39. G-topologia ei muutu, jos &:n joukot korvataan seuraavasti

a) Lisdtidn S joukkojen osajoukkoja.
b) Lisdtddn &:n joukkojen ddrellisid yhdisteitd.
) Lisdtdadn joukkoja NA, A€ &, X € K.
) Lisdtddn &:n joukkojen balansoituja verhoja.
) Lisdtddn &:n joukkojen heikkoja eli o(E, F)-sulkeumia.
f) Lisatdin &:n joukkojen bipolaareja.

Todistus. Lause perustuu polaarin ominaisuuksiin 7.22:

a) Jos B C A€ G, niin A° C B° jasiis B° € Us.

b) Jos A, B € &, niin (AU B)° = A°N B° € Us

c) Jos A€ S ja)+#0, niin (AA)° = $A° € Us. Jos taas A = 0, niin (AA)° =
{0}°=F els.

d) Jos A € G, niin (bal A)° = A° € G.

e) Jos A € &, niin (A7)° = A° € &, silld bipolaarilauseen 7.25 nojalla A C
A7 C A%, joten A° = A°° C (A%)° C A°.

f) Bipolaarit ovat bipolaarilauseen 7.25 mukaan samoja kuin heikosti suljetut,
balansoidut, konveksit verhot.

O

Lause 7.40. Jokaisen lokaalikonveksin Hausdorff-avaruuden E topologia T on &-
topologia, missi & = {A C E* | A on yhtdjatkuva}.

Todistus. Méaritelmén 4.23 mukaan A C E* on yhtédjatkuva, mikéli
VU € Ux AV € U, siten, ettd f(V) C U kaikilla f € A.

Valitsemalla U = {\ € K | [A| < 1} huomaa, etté joukko A C E* on tasan silloin
yvhtédjatkuva, kun A C U° jollekin U € U,. Jokainen yhtéjatkuva joukko A C E*
on siis Alaoglun ja Bourbakin lauseen 7.23 mukaan peréti heikosti kompakti, siis
heikosti rajoitettu, joten ainakin on olemassa mainittu G-topologia.

Valitaan avaruuden £ alkuperéiselle topologialle 7 tynnyreistd muodostuva ym-
péaristokanta IC. Bipolaarilauseen 7.25 ja lauseen 7.35 nojalla on 7" = T°° kaikilla
T € K. Koska T € U,, niin T° C E* on yhtédjatkuva. Néin on todistettu, ettd T
on jonkin yhtédjatkuvan joukon polaari ja siis origon G-ympéristé. Alkuperdinen to-
pologia on siis karkeampi kuin &-topologia. Toisensuuntainen pééttely on helppo:
Olkoon A € & eli A yhtdjatkuva. Totesimme yllé, ettd tdmé on sama asia kuin
A C U°jollekin U € U,. Voidaan olettaa, ettd U on tynnyri, jolloin bipolaarilauseen
nojalla U = U ja siis A° D U°° = U € U,. G-topologia on siis myos karkeampi
kuin alkuperédinen topologia. O
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Seuraava lause, Mackeyn ja Arensin lause 7.41, karakterisoi sopeutuvat topologiat
G-topologina. Todistusta varten on hyva muistaa lause 7.19, jonka mukaan separoi-
van dualiteetin (E, F) heikossa topologiassa o(FE, F) joukko A C FE on rajoitettu
tasan ollessaan tdysrajoitettu.

Lause 7.41. (Mackeyn ja Arensin lause)® Olkoon (E, F) separoiva dualiteetti
ja T jokin vektoriavaruuden E lokaalikonveksi topologia. Vilttimdatinta ja riittdvda
sille, etta EX = F eli, ettd T sopeutuu dualiteetiin (E, F') on, ettd T on &-topologia,
missa

(i) U6 =F

(ii) Jokainen A € & on balansoitu, konveksi ja o(F, E)-kompakti.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd 7 sopeutuu dualiteetiin (£, F) eli F' = EZ. To-
pologialla 7 on tynnyreistd muodostuva origon ympéristokanta B. Olkoon & =
Be = {U° ! U € B}. Alaoglun ja Bourbakin lauseen 7.23 nojalla &:n joukot
ovat o(F, F)-kompakteja. Bipolaarilauseen 7.25 mukaan U = U = (U°)°. Siis
B={A°| A€ &}, joten T on &-topologia.

Ehto (ii) on jo verifioitu. Tarkastetaan ehto (i): Olkoon y € F'. Koska 7 sopeutuu
dualiteettiin (F, F'), niin lineaarimuoto y = (-,y) € E’ on 7-jatkuva, joten on ole-
massa U € B, jossa |y| saa enintdén arvon 1, jolloin y € U°. Siis | J& = F. Lauseen
ehto on siis valttaméton.

Ehtojen riittavyyden todistamiseksi oletetaan seuraavaksi, ettd (i) ja (ii) ovat
voimassa ja osoitetaan, ettd &-topologian 7 suhteen E* = F.

Osoitetaan ensin, ettd E* D F. Talle riittda, ettd 7 on hienompi kuin heikko
topologia o(F, E). Mutta néin asia onkin: jos nimittdin B C A € &, niin U, > A° D
B° jasiis B° € U,. Oletuksen (ii) mukaan jokaisella y € F' on olemassa A € &, jolla
{y} C A, joten siis erityisesti {y}° € U,.

Osoitetaan sitten, ettd E* C F. Koska E* D F, niin heikko topologia o(F, E) on
topologian o(E*, F) indusoima aliavaruustopologia, joten oletuksesta (ii) seuraa, et-
td jokainen A € & on o(E*, F)-kompakti ja siis o(E*, E')-suljettu. Bipolaarilauseen
7.25 nojalla siis A°° = A kaikilla A € &. Olkoon z* € E*. Koska z* on jatkuva
G-topologian 7 suhteen, z* on rajoitettu jossain origon 7-kantaympéristossé, joten
on olemassa A € & siten, ettd |(z,2*) < 1 kaikilla x € A°. Tami merkitsee, ettd
e A®=ACF O

Maéritelmé 7.42. Olkoon (E, F') duaalipari, joka separoi F:n. Mackeyn topologia
7(E,F) on avaruuden E &-topologia, missi & = {A C F | A on balansoitu,
konveksi ja o(E, F')-kompakti}.

Lokaalikonveksi avaruus E, jonka topologia yhtyy dualiteetin (£, E*) antamaan
Mackeyn topologiaan 7(E, F'), on Mackeyn avaruus

Lause 7.43. Jos duaalipari (E, F) separoi F:n, niin avaruuden E Mackeyn topo-
logia T(E, F) on hienoin duaalipariin (E, F) sopeutuva topologia eli vahva topologia

b(E,F).
Todistus. Harjoitustehtava 0.0.78. O

50Richard Friederich Arens 1919—2000 Saksa — USA.
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Lause 7.44. Lokaalikonveksi avaruus E on tynnyriavaruus tasan silloin, kun sen
topologia yhtyy dualiteetin (E, E*) antamaan vahvaan topologiaan b(E, E*).
Todistus. Harjoitustehtava 0.0.79. U

Lause 7.45. Jokainen tynnyriavaruus on Mackeyn avaruus, samoin jokainen bor-
nologinen avaruus.

Todistus. Harjoitustehtava 0.0.81. U

Seuraus 7.46. Koska jokainen metrisoituva lokaalikonveksi avaruus on lauseen 6.13
mukaan bornologinen, niin jokainen metrisoituva lokaalikonveksi avaruus on Mac-
keyn avaruus. 0
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Distribuutiot

8. DISTRIBUUTIOTEORIAN IDEA

8.1. Testifunktiot ja distribuutiot.

Huomautus 8.1. Distribuutioteoria tekee mahdolliseksi mm. derivoida ldhes kaik-
kia funktioita. Tamé saadaan aikaan hyviksymalla derivaatoiksi muitakin objekte-
ja kuin funktioita, nimittédin distribuutioita eli yleistettyja funktioita, esimerkiksi
mittoja. Distribuutioteoria sopii mainiosti vaikkapa usean muuttujan kompleksiker-
toimisten Banach-arvoisten funktioiden késittelyyn, mutta rajoitumme seuraavassa
enimmékseen yhden reaalimuuttujan kompleksiarvoisiin funktioihin valttdaksemme
epéolennaisia merkintéjen mutkia. Kun ei toisin sanota, D on derivointi % ja in-
tegroimme Lebesguen mitan dx suhteen. Merkinnélld dm tarkoitamme mittaa j—%.

Motivoidaksemme seuraavia mééritelmia tarkastelemme aluksi funktion ja sen deri-
vaatan késitettd heuristiselta kannalta.

Esimerkki 8.2. Olkoon f : R — K lokaalisti integroituva funktio, ts. oletamme,
ettd integraali [  J on olemassa aina, kun K C R on kompakti. Hieman samaan ta-
paan kuin LP-avaruuksien duaaleja tarkastellessemme kiinnitdmme huomiota siihen,
ettd f liittdd jokaiseen riittdvan sddnnolliseen "testifunktioon” ¢ luvun

(%f)z/fso

ja etta kuvaus
Af3‘P’_><307f>:/f90

on muuttujan ¢ suhteen lineaarinen ja jatkuva. Funktio f voidaan samaistaa tdhan
lineaarikuvaukseen, mikali testifunktioiden joukkoon kelpuutetaan niin paljon eri
funktioita, ettd (f,p):n arvot médrddvat funktion f arvot melkein kaikkialla. Télle
on riittavaa, ettd testifunktioiksi kelpuutetaan kaikki rajoitetun valin ulkopuolella
haviavéat eli kompaktikantajaiset C*°(R)-funktiot .

Jos f on jatkuvasti derivoituva ja ¢ kompaktikantajainen, niin pétee osittaisin-

tegroinnin kaava
/ Dfe=— / fDe,

missd pois jatetty sijoitustermi on 0, koska ¢ on kompaktikantajainen. Tama antaa
aiheen mééritellda "distribuution”

Ap: = (0,Ap) = (@, f) Z/fso
derivaatta "distribuutioksi”

DAy : o= (p,DAy) = —/ngo.
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Periaatteessa néin voisi funktioista lahtemélla madritella distribuution késitteen
sopimalla, ettéd distribuutioita ovat lokaalisti integroituvat funktiot ja niiden kaiken-
asteiset derivaatat. On kuitenkin muistettava sopia siitd, mitkéd funktiot muodosta-
vat testifunktioiden avaruuden. Téssd on hieman vaivaa, vaikka toisaalta valinnan
varaakin. Tarkkana saa olla myos testifunktioavaruuden topologiaa mééritellessidan.
Suotavaa olisi tietysti muodostaa niin testifunktioista kuin itse distribuutioistakin
topologinen vektoriavaruus, mielellddn mahdollisimman hyvin ominaisuuksin. Eri-
tyisesti pidetédén tavoitteena, ettd derivointi olisi jatkuva lineaarikuvaus. Huomat-
takoon, ettd distribuutiot heuristisesti méérittelevi kuvaus (¢, f) — (¢, f) = [ fe¢
on dualiteetti.

9. SCHWARTZIN TESTIFUNKTIOT

Jatkuvien funktioiden avaruuksien C(R) ja Lebesguen funktioavaruuksien LP(R)
ohella tirkeitd funktioavaruuksia ovat Sobolevin® avaruudet, joissa LP-tyyppinen
normi ulotetaan koskemaan myos distribuutioderivaattoja. Sallimalla ratkaisuiksi
muitakin kuin klassisesti derivoituvia funktioita voi helpottaa mm. osittaisdifferen-
tiaaliyhtaloiden ratkaisemista.

Teorian ymmiértimiseksi on edullisinta mééritelli ensimméiseksi ns. Schwartzin®
testifunktioavaruudet D((2), jotka ovat lokaalikonvekseja, tdydellisid, mutta metri-
soitumattomia. Fourier-muunnoksen yhteydessid otamme kayttéon myos “hitaasti
kasvavien distribuutioiden” testifunktioavaruuden S(R).

2

9.1. Avaruudet C*(Q2) ja Dg(Q).

Maéritelma 9.1. Jatkuvan funktion ¢ kantaja supp ¢ on joukon {x } o(x) # 0}
sulkeuma.

Maéritelma 9.2. Olkoon seuraavassa joukko 2 C R avoin ja K C (2 kompakti.
Madrittelemme funktioavaruudet

C*(Q) ={p: Q=R | VkEID"}
Di(Q) = {p € C*(Q) | supp(p) C K}.
Huomaa pieni ero tehtavéssa 0.0.28 maaritellyn avaruuden C*([0, 1]) ja avaruuden

Dio11(R) vililld; jalkimmaéisen funktiot havidvat vélin péissd. Sen sijaan tehtavéssa
0.0.49 esiintynyt Cp,1)(R) on sama asia kuin Dy 1)(R).

Seuraavaksi varustamme avaruuden C*®(2) metriselld standarditopologiallaan eli
kompaktin C*-konvergenssin topologialla. Avaruus Dk (2) on avaruuden C*(2) li-
neaarinen ja topologinen aliavaruus.

Maaritelma 9.3. Olkoon K, Ks, ... avoimen joukon () tyhjennys eli jono kom-
pakteja joukkoja siten, etté
K1CintK2, KQCthKg, .. CQ

5lsergei Lvovits Sobolev 1908-1989, Veniji,/Neuvostoliitto.
2L aurent-Moise Schwartz 1915-2002, Ranska. Kirja [5] Théorie des Distributions 1950-1951.



68 Distribuutiot

A

Kuva 10. Kaksiulotteisen joukon tyhjennys kompakteilla joukoilla

ja jokaisella €2:n kompaktilla joukolla K C €2 on olemassa n € N siten, ettd K C K,,.
Esimerkiksi®® K, = {z € Q | [|z]| < n ja d(z,09) < 1} tyhjent#4 avoimen joukon
2 C R, koska kompaktin osajoukon etdisyys joukon 2 reunasta eli d(K,00) =
inf{d(k,w) | k € K,w € 9Q} on positiivinen (harjoitustehtévé 0.0.84).

Seminormit, itse asiassa normit

pi(p) = sup{ |Dkgo(:v)| ‘ E<i,zeK;} ieN

madrdavit avaruuteen C*°(2) lokaalikonveksin topologian, joka ei riipu jonon K, Ko, . ..

valinnasta. Sanomme sitd kompaktin C*-konvergenssin topologiaksi, koska téssa to-
pologiassa ¢,, — ¢ merkitsee, etté ¢, () — ¢(x) derivaattoineen tasaisesti jokaises-
sa kompaktissa joukossa.

Lause 9.4. Kompaktin C*>-konvergenssin topologialla on avaruuksissa C(Q2) ja
Dk (Q) seuraavat ominaisuudet:

) C2(Q) ja siis myds sen aliavaruudet Dy () ovat metrisoituvia.
2) Evaluaatiofunktionaalit ¢ — ¢(x) ovat jatkuvia.

3) Dk(2) on C*(Q):n suljettu aliavaruus.

4) C>(Q) on tdiydellinen, siis Fréchet’n avaruus.

(5) Dk (2) on Fréchet’n avaruus.

(1
(
(
(

Todistus. Topologian metrisoituvuus seuraa lauseesta 4.5, koska mééarittelevien se-
minormien joukko on numeroituva. Evaluaatiofunktionaalien jatkuvuus on lauseen
2.15 valossa ilmeistéd. Joukko Dk (2) = (¢ Ker (¢ — ¢(z)) on siis suljettujen
hypertasojen leikkauksena suljettu aliavaruus.

Avaruuden C*((2) tdydellisyyden todistamiseksi valitaan Cauchy-jono (¢, )nen-
Olkoon ¢ € N kiinnitetty. Seminormin p; mielessé (¢, )neny on Cauchy, joten erityi-
sesti jono (y,)nen suppenee tasaisesti kompaktissa joukossa K;. Sama koskee sen
derivaattoja kertalukuun 7 asti. Analyysistd tutun lauseen nojalla tdma takaa, etté
joukoissa K; myos rajafunktio g on derivoituva kertalukuun i asti ja D¥p,, — DFg
tasaisesti kertalukuun ¢ asti. Kompaktin C*°-konvergenssin topologian mééritelmén
mukaan tdmé& tapahtuu jokaisen x € () ympéristossd kaikissa kertaluvuissa, mité
viitettiinkin.

Samalla tuli todistetuksi suljetun aliavaruuden Dy (£2) taydellisyys. O

53Kuva on selvyyden vuoksi kaksi- eikd yksiulotteinen. Teoriamme yleistyykin vaivatta avaruu-
teen R™.
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Huomautus 9.5. Vaikka seminormit p; ovat normeja avaruudessa D, (2), i < j, ja
jono (p;)jen on jopa kasvava, eivit avaruudet Dy, (£2) ole normiavaruuksia. Témén
voi todistaa niyttiamalld, ettd ne ovat ddretonulotteisia, mutta kuitenkin niills on®*
aaretonulotteiselle normiavaruudelle huomautuksen 6.7 mukaan mahdoton Heinen ja
Borelin ominaisuus, jonka mukaan jokainen suljettu, rajoitettu joukko on kompakti.

Todistus. Harjoitustehtéavasarja 0.0.88. Ks. myos 9.17 .

9.2. Schwartzin testifunktioavaruus D((2).

Maaritelma 9.6. Maarittelemme Schwartzin testifunktioiden avaruuden eli testi-
funktioavaruuden kompaktikantajaisten C*°-funktioiden avaruudeksi

D(Q) = {p € C*(Q) | supp(p) on kompakti C Q}.
Huomautus 9.7. Olkoon K, K5, ... avoimen joukon ) C R tyhjennys. Silloin

D(2) = D, (2).

Huomautus 9.8. D(Q2) on tihed avaruudessa C*(f2).
Perustelu. Olkoon f € C*(Q2), € > 0 ja
pi(f) =sup{|D*f(2)] | k <i,x € K}

avaruuden C*(2) topologian kantaseminormi. Koska K; C € on kompakti, on ole-
massa kompaktikantajainen apufunktio ¢ :  — R, joka saa joukossa K; arvon 1.

Nyt ¢f € D, (Q) japi(¥f — f) =0 <e.

Huomautus 9.9. Erityisesti siis D(€2) ei ole suljettu avaruudessa C>(€2) eiké siis
myoskadn tdydellinen avaruudesta C*>(€2) perimésséén aliavaruustopologiassa.

Huomautus 9.10. Kompaktin C*-konvergenssin topologia eli avaruudesta C>(£2)
periytyva aliavaruustopologia valittiin kohdassa 9.1 standarditopologiaksi avaruuk-
siin Dk (). Se saadaan normeista (vrt. tehtéva 0.0.82).

lell; = 1D7¢lloo, 5 €N

Olisi houkuttelevaa kayttda kompaktin C*°-konvergenssin topologiaa myds koko
testifunktioavaruuden D(€)) topologiana, mutta asiassa on hankaluus: se ei tee ava-
ruudesta D(2) edes jonotaydellistd. Vastaesimerkki on helppo keksié:

A 1ﬂ/\/\ K

57/ N A I
2 3 4 5 6 7 8

Kuva 11. Jonon konstruktio
YPerustuu tirkedin Ascolin (Giulio Ascoli 1843-1896, Italia) lauseeseen, Liite 0.0.114.
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Valitse 2 = R. On olemassa C>-funktio ¢ : R — [0, 1], joka saa vililld [1, 2] ar-
von 1 ja vélin [0, 1] ulkopuolella arvon 0. Kompaktin C*-konvergenssin topologiassa

avaruuden D(£2) suppenemattomaksi Cauchy-jonoksi osoittautuu (¢, )nen, missa

() = plw = 1)+ 5p(e —2) + -+ —pla — ).

Siksi varustamme testifunktioavaruuden korjatulla topologialla luopuen metrisoitu-
vuudesta taydellisyyden saavuttamiseksi :-)

Maéaritelmé 9.11. Testifunktioavaruuden D(S2) standarditopologia T maaritelldin
seuraavasti:

(1) Origon 7-ympéristokantajoukkoja olkoot kaikki sellaiset balansoidut, kon-
veksit joukot U C D(Q), joille U N Dk () on kaikille kompakteille K C Q
origon ympéristé Dy (2):ssa.

(2) Muiden pisteiden ympéristot saadaan origon ympéaristoista siirrolla:

Ueld, <— U —z el,.

Huomautus 9.12. Kiytamme tdtd topologiaa testifunktioavaruudessa D(2), kun
ei toisin mainita. Osoittautuu, etté se tekee testifunktioavaruudesta taydellisen, mut-
ta metrisoitumattoman. Seuraava lause 9.14 osoittaa, ettd testifunktioavaruuden
metrisoitumattomuus ei aiheuta kovin pahoja ongelmia, koska monet tarkastelut voi
tehda avaruuksissa Dy (2).

Huomautus 9.13. Méérittelemédmme origon ympéristot ovat selvisti myos absor-
boivia, kuten niiden téaytyykin. Niiden mittausfunktiot ovat topologian virittavét
seminormit. Erityisesti saamamme topologia on lokaalikonveksi. Silld on my6s seu-
raavat ominaisuudet:

Lause 9.14. (1) Balansoitu, konveksi joukko A C D(Q2) on avoin aina ja vain,
kun AN D (Q) on avoin kaikille® kompakteille K C ().
(2) 7 indusoi aliavaruuksiin Dk () niiden alkuperdisen topologian.
(3) Joukko R C D() on rajoitettu aina ja vain, kun se sisdltyy jo johonkin
avaruuksista D (Q2) ja on sielld rajoitettu.
(4) Jokainen rajoitettu, suljettu joukko testifunktioavaruudessa D(S) on kom-
pakti. Avaruudella D(S2) on on siis Heinen ja Borelin ominaisuus.
(5) Testifunktiojono (¢;)ien on Cauchy-jono aina ja vain, kun se sisdltyy johon-
kin avaruuksista D (S2) ja on sielld Cauchy.
(6) Testifunktiojono (p;)ien suppenee kohti testifunktiota ¢ aina ja vain, kun se
sisdltyy johonkin avaruuksista Dy (S2) ja suppenee sielld kohti funktiota .
(7) Testifunktioavaruus D(§2) on jonotiydellinen.
(8) Testifunktioavaruus D(§2) on metrisoitumaton.
(9) Lineaarikuvaus T testifunktioavaruudesta D(2) johonkin lokaalikonveksiin
avaruuteen E — erityisesti lineaarimuoto — on jatkuva aina ja vain, kun
sen rajoittumat avaruuksiin D () ovat jatkuvia.

55T4ss# samoin kuin sopivin kohdin jatkossakin riittéd: kaikille K;.
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(10) Erityisesti derivaattaoperaattori D = 2 : D(Q) — D(Q) ja inkluusiokuvaus
D(2) — C>*(Q) ovat jatkuvia.
(11) Testifunktioavaruus D(SY) on itse asiassa tdydellinen®.

Todistus. Esitdémme alla kohdissa 9.15 ja 9.16 yleisen lauseen, josta kaikki tdma
seuraa.

Y14 annetussa jarjestyksesséd todistettuina véitteet ovat toisaalta, viimeistd lu-
kuun ottamatta, melko suoraviivaisia seurauksia méaritelmistéa, niin ettd ne voi ha-
lutessaan todistaa suoraankin. Todistetaan malliksi suorasta todistamisesta kohdat
(3), (8) ja (9).

(3) Aliavaruuden Dy (2) rajoitetut joukot ovat tietenkin koko avaruudessakin rajoi-
tettuja, joten kohdan (3) varsinainen véite on vain-puoli. Olkoon R C D(2) rajoi-
tettu joukko. Teemme vastaoletuksen, jonka mukaan se ei sisdlly mihink&én aliava-
ruuksista Dk (), erityisesti ei mihinkddn joukoista D, (€2) On siis kaikille i € N
olemassa

;i € R~ DKZ(Q),

eli tutkittavaan joukkoon kuuluva C*-funktio, jonka kantaja ei sisélly joukkoon K.
Valitaan kustakin Q \ K; piste z;, jossa ¢;(x;) # 0.

Kuva 12. Jonon (z;)y konstruktio kaksiulotteisessa avaruudessa

Tehtdvana on keksid avaruudessa D(€2) origon ympéristo, joka ei absorboi joukkoa
R. Valitsemme sen niin, etté se ei absorboi jonoa (¢;);en. Sopiva ehdokas on

W= {(pED(Q)‘WeN ()] < M}

Selvistikaan W ei absorboi jonoa (p;)y. On vield osoitettava, ettd W on origon
ympéristo. Koska W on balansoitu ja konveksi, niin riittdéd todistaa, ettd jokainen
W N Dk, (2) on origon ympéristd ao. aliavaruudessa Dy, (2). Tamé puolestaan seu-
raa siitd, ettd pisteistd x, vain ddrellisen moni kuuluu joukkoon K; ja evaluaatio-
funktionaalien jatkuvuudesta.

56yrt. huomautus 9.9, jossa on eri topologia.
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(8): D(Q2) on jonotéydellinen. Jos se olisi metrisoituva, se olisi myos taydellinen eika
Bairen lauseen vuoksi voisi olla numeroituva yhdiste suljetuista, sisdpisteettomista
joukoista. Kuitenkin jokainen D, (€2) on péivinselvisti sisépisteeton ja tdydellisend
myos suljettu alivaruus ja
D@ = | D ().
ieN

(9) Jatkuvan kuvauksen rajoittumat aliavaruuksiin ovat aina jatkuvia. Riittd4 si-
ten todistaa kddnteinen puoli. Olettakaamme, ettd jokainen lineaarikuvauksen 7' :
D(Q) — E rajoittuma Tk : Dg(2) — E on jatkuva. Osoittaaksemme kuvauksen
T jatkuvuuden tarkastelemme F:n origon ympéristod A C E, jonka voimme olettaa
olevan balansoitu ja konveksi. Sen alkukuva 7~'(A) on myos balansoitu ja konveksi.
Kaikilla kompakteilla K C €2 on

T (A)ND(Q) = Tk (4),

ja sehdn on origon ympéristd Dy (£2):ssa. 7-topologian méiritelmén 9.11 mukaan
T~1(A) on siis origon T-ympéristo. O

9.3. Testifunktioavaruus tarkkana induktiivisena limeksenéi.

Huomautus 9.15. Itse asiassa D(2) on tarkka induktiivinen limes avaruuksista
Dk, (Q), missd K7 C Ky C ... on avoimen joukon  tyhjennys.

Seuraavia tarkasteluja varten kerrataan kohdasta 5.22 mééritelmé, jonka mukaan,
jos {T; : F; — E; ‘ i € I'} on perhe lineaarikuvauksia lokaalikonvekseilta avaruuk-
silta vektoriavaruudelle F, niin F:n lokaalikonveksi induktiivinen limestopologia on
hienoin avaruuden E lokaalikonveksi topologia, jossa jokainen T; on jatkuva ja sen
origon ympéristokannaksi kelpaa

Bi = {U C E | U on balansoitu, konveksi, ja absorboiva ja T, "(U) € Ug, Vi € I}.

Muistetaan lisdksi induktiivisuuslauseesta 5.23 ja lauseesta 5.25, etté téssé topo-
logiassa

(i) Avaruuden F seminormi p on jatkuva aina ja vain, kun jokainen p o 7T; on
jatkuva seminormi.
(ii) Lineaarikuvaus 7" avaruudesta E mihin tahansa lokaalikonveksiin vektoria-
varuuteen F' on jatkuva aina ja vain, kun jokainen 7" o T; on jatkuva.
(iii) Tynnyriavaruuksien F; lokaalikonveksi induktiivinen limes F on tynnyriava-
ruus ja bornologisten bornologinen.

Erikoistapauksena 5.26 edellisestd on tilanne, jossa £y € E, C ... on jono tois-
tensa suljettuja lokaalikonvekseja Hausdorff-avaruuksia. Yhdistettd E = |Jy E,, va-
rustettuna inkluusiokuvausten i,, : £; — E méaraamalld induktiivisella topologialla
sanotaan télloin avaruuksien F,, tarkaksi induktiiviseksi limekseksi liLnEn.

Lause 9.16. Tarkalla induktitvisella limekselld E = limFE,, on seuraavat ominai-
—
suudet

(i) Avaruuden E seminormi p on jatkuva, jos ja vain jos sen rajoittuma jokai-
seen E,, on jatkuva.
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(i) Lineaarikuvaus avaruudesta E lokalikonveksiin avaruuteen F (erityisesti li-
neaarimuoto) T on jatkuva, jos ja vain jos sen rajoittuma jokaiseen E, on
jatkuva.

(iii) Avaruuden E, alkuperdinen topologia T, on sama kuin tarkan induktiivisen
limeksen E = linEn topologian T indusoima aliavaruustopologia T.

(iv) E, on avaruuden E suljettu aliavaruus.
(v) E on Hausdorff-avaruus.
(vi) Osajoukko A C E on rajoitettu tasan ollessaan jonkin E,:n rajoitettu osa-
joukko.
(vii) Jono (x,)ny C E on suppeneva (tai Cauchy) tasan ollessaan siti jossain E,
joten E on jonotdydellinen tasan jokaisen E, ollessa sitd.
(viii)) E on tdydellinen tasan jokaisen E, ollessa sitd.
(ix) Jokainen E, C E on sisdipisteeton. Jos siis jokainen E, on tdydellinen, niin
E on metrisoitumaton.
(x) Jos jokainen E, on tynnyriavaruus, niin E on tynnyriavaruus.
(xi) Jos jokainen E, on bornologinen avaruus, niin E on bornologinen avaruus.
(xii) Jos jokaisessa E, jokainen rajoitettu suljettu joukko on kompakti, niin sama
pdtee avaruudessa E.

Todistus. (i) E:nseminormin p rajoittuma aliavaruuten F,, on yhdistetty kuvaus
poi,. Koska avaruudessa E on injektioiden 7,, induktiivinen lokaalikonveksi
topologia, niin induktiivisuuslauseen 5.23 mukaan p on jatkuva FE:ssi, jos ja
vain jos jokainen téllainen yhdistetty kuvaus on jatkuva.

(ii) Lineaarikuvauksen 7' : E — I rajoittuma aliavaruuten £, on yhdistetty
kuvaus T o i,,. Koska E':ssd on injektioiden i,, induktiivinen lokaalikonveksi
topologia ja avaruus F' on lokaalikonveksi, niin induktiivisuuslauseen 5.23
mukaan 7" on jatkuva FE:ssd, jos ja vain jos jokainen téllainen yhdistetty
kuvaus on jatkuva.

(iii) Sen kanssa, ettd avaruuden E,, alkuperidinen topologia 7, on sama kuin tar-
kan induktiivisen limeksen F = liLnEn topologian 7 indusoima aliavaruusto-

pologia 7 on yhtapitdvad, ettd molemmissa on samat jatkuvat seminormit.
Olkoon siis avaruuden F, seminormi p, jatkuva 7-mielessé eli tarkan induk-
tiivisen limeksen E topologisessa aliavaruudessa F,. Silloin silld on lauseen
2.12 mukaan olemassa jatko koko avaruuden FE jatkuvaksi seminormiksi p.
Tédmén rajoittuma eli alkuperdinen p,, on kohdan (i) nojalla 7,-jatkuva.

Jos taas oletetaan, ettd avaruudessa F, annettu seminormi p,, on alkupe-
riisessd topologiassa 7, jatkuva, niin se voidaan lauseen 2.12 mukaan jatkaa
jatkuvaksi seminormiksi avaruuteen FE, .1, onhan F, C F, . aliavaruus. T&-
td voidaan toistaa induktiolla ja nédin saadaan méadritellyksi seminormi jo-
kaiseen F,, ja siis koko avaruuteen E. Sen rajoittumat ovat tietenkin juuri
konstruoidut jatkot. Ne ovat 7,,-jatkuvia, joten koko seminormi on jatkuva
kohdan (i) perusteella. Siis alkuperéinen p,, on 7-jatkuvan kuvauksen rajoit-
tumana 7-jatkuva.

(iv) Osoitetaan, ettd E, on avaruuden E suljettu aliavaruus. Olkoon zq € EX\ E,,.
Silloin on jollakin m voimassa xg € E,, \ E,, jolloin, koska F,, on oletuksen
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mukaan suljettu F,,.1:ssa ja siten induktion nojalla my6s jokaisessa myd-
hemmaésséd FE,,, on olemassa avaruuden FE,, jatkuva seminormi siten, etti
zo+ B, N E,, = (). Totesimme juuri, ettd p voidaan jatkaa koko avaruuteen E
jatkuvaksi seminormiksi p. Tietysti télle jatkollekin pétee zg + B, N E,, = 0,
joten xy on joukon E ~\ E, sisédpiste.

(v) Osoitetaan, ettd E on Hausdorff. Olkoon z € E. Sillon x € E, jollekin
n, ja E, on oletusten mukaan Hausdorff, joten on olemassa avaruuden F
jatkuva seminormi, jolle p(z) # 0. Tdmén jatko koko avaruuteen on jatkuva
seminormi, joka saa pisteessd x nollasta poikkeavan arvon.

(vi) Huomautuksen 4.22 mukaan jokainen jatkuva lineaarikuvaus kuvaa rajoitetut
joukot rajoitetuiksi joukoiksi, joten jokainen jonkin E,:n rajoitettu joukko
on samalla F:n rajoitettu joukko. Osoitetaan kaddnteinen vaite. Olkoon A C
E rajoitettu. Jos A ei siséltyisi mihinkéén avaruuteen FE,, niin valittaisiin
aidosti kasvava lukujono (ny)y ja pistejono (zj)n siten, ettd z, € (E,,,, ~

E,.) N A. Korollaarin 2.14 mukaan on olemassa jono jatkuvia seminormeja

pr - By — R siten, ettd kukin p, on edellisen jatko ja %xk ei kuulu p,, :n

avoimeen yksikkopalloon. Koska jono (ny)ren on aidosti kasvava, niin F =

Uken En,- Kohdassa (iii) esitettiin, miten seminormit p, muodostavat koko

avaruuden jatkuvan seminormin p, jonka rajoittumat avaruuksiin £,, ovat

seminormit py,, . Sen avoin yksikkopallo on origon ympéristo avaruudessa E.

Koska w3, € E,, ., niin tietenkin myos %xk € Ey,,,. Mutta %xk el kuulu

seminormin py, ., avoimeen yksikkopalloon, vaan p,, +1(%:pk) > 1. Toisin sa-

noen p(%xk) > 1 kaikilla £ € N*. Jono (%xk)N ei siis suppene nollaan. Mutta
koska (zx)y C A on rajoitettu jono, niin on helppoa todeta, ettd sittenkin
jono ( %.Ik) ren suppenee nollaan. Tama ristiriita todistaa véitteen.

(vii) Edellisistéd seuraa heti, ettd jono (z,)y C E on suppeneva (tai Cauchy) tasan
ollessaan sité jossakin F,,.

(viii) Tunnetusti tdydellisyys periytyy suljettuun osajoukkoon. Alla todistettavan
lauseen 9.21 mukaan taydellisyys periytyy tarkkaan induktiiviseen limekseen.

(ix) Jokainen E, C E on aito aliavaruus, siis sisidpisteeton. £ on aliavaruuksiensa
E, numeroituva yhdiste, siis Bairen 1. kategoriaa. Jos siis jokainen FE, on
taydellinen, niin £ on tédydellinen ja kuitenkin Bairen 1. kategoriaa, joten se
on Bairen kategorialauseen 4.4 nojalla metrisoitumaton.

(x) Jos jokainen E, C FE on tynnyriavaruus, niin F on tynnyriavaruus, koska
tdméa ominaisuus periytyy lauseen 5.22 nojalla yleiseen lokaalikonveksiin in-
duktiiviseen limekseen.

(xi) Jos jokainen E,, C E on bornologinen avaruus, niin £ on bornologinen ava-
ruus, koska tdmékin ominaisuus periytyy lauseen 5.22 nojalla yleiseen lokaa-
likonveksiin induktiiviseen limekseen.

(xii) Olkoon jokaisessa FE,, jokainen rajoitettu, suljettu joukko kompakti. Olkoon
A C FE rajoitettu ja suljettu. Osoitetaan, ettd A on kompakti: Koska A on
rajoitettu, niin se sisdltyy johonkin avaruuteen E, ja on sielldkin rajoitettu
ja suljettu, siis kompakti.

OJ
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Maiaritelma 9.17. Tynnyriavaruus, jolla on Heinen ja Borelin ominaisuus, ts. jossa
jokainen suljettu rajoitettu joukko on kompakti, on Montelin avaruus.®”

Huomautus 9.18. Asken todistetun lauseen 9.16 mukaan Montelin avaruuksien
tarkka induktiivinen limes on Montelin avaruus.

Heinen ja Borelin klassinen lause sanoo, ettd &irellisulotteiset normiavaruudet
ovat Montelin avaruuksia. Lauseen 1.32 mukaan &ddretonulotteinen normiavaruus ei
ole Montelin avaruus.

Maéritelmé 9.19. a) Tarkka induktiivinen limes Banachin avaruuksista on £B-
avaruus.
b) Tarkka induktiivinen limes Frechet'n avaruuksista on LF-avaruus.

Huomautus 9.20. Erityisesti jokainen L£B-avaruus on LF-avaruus. Jokainen LF-
avaruus puolestaan on lauseen 9.16 mukaan bornologinen, taydellinen, mutta ei kos-
kaan metrisoituva.

Lause 9.21. (Kéthen lause) Tdydellisten avaruuksien tarkka induktiivinen limes
limFE, on taydellinen.
H

Todistus. Olkoon F Cauchy-filtteri avaruudessa E. Joukkoperhe
Go=F+Uy={M+V |MecF,Vel}

on filtterikanta avaruudessa E. Sen virittdma filtteri G C F on Cauchy-filtteri.
Olkoon nimittéin U € Ug. Valitaan balansoitu V€ Ug , jolla V +V +V C U.
Koska F on Cauchy-filtteri, on olemassa M € F, jolla M — M C V. Nyt

(M+V)=(M+V)=(M-M)+(V-V)CV+V+VCU.

Osoitetaan, etta filtterin G jalki {A N E, { A € G} jossain aliavaruudessa F,,
on filtteri eli, ettd jokainen A € G leikkaa samaa aliavaruutta £, Tamé& on vaikein
tyovaihe. (Todistuksen lopuksi on nimittdin suoraviivaista osoittaa, ettd on saatu
Cauchy-filtteri avaruudessa F,,. Se suppenee ja raja-arvo on G:n ja sitd myotd myos
F:n raja-arvo.)

Pitdd todistaa, ettd jokin E, leikkaa jokaista A € G. Tehd#ddn antiteesi, etté
mikddn F, ei leikkaa jokaista A € G, vaan kaikilla n € N on olemassa avaruutta
E,, leikkaamaton A, € G. Erityisesti on olemassa téllainen filtterikantajoukko A, €
Go = F + Uy, eli kaikilla n € N on olemassa M, € F ja V, € Ug siten, etta
(M, + V,) N E, =0, ja voi tietenkin vield vaatia, ettd V,, on tynnyri ja Vo D V; D
VoDo.o...

Seuraavaksi osoitetaan, ettd kaikki ympéristot V,, voi korvata yhdella ja samalla
ympéristolld Y € Ug. Valitaan Y = co(lJ,en(Vn N Ey)). Ainakin Y € Up, silld
on ilmeistd, ettd Y on konveksi, balansoitu ja absorboiva ja liséksi kaikilla n on
YNE, € Ug,, miké takaa, ettd Y on tarkan induktiivisen limeksen origon ympéristo.

e Niytetddn, etta kaikilla n on (M, +Y)NE,, = (). Teemme tdminkin epésuo-
rasti: (Huomaa, ettéd edellinen epésuora todistuskin on vield kesken). Vasta-
oletus: In e N: (M, +Y)NE, # 0 eli on olemassa y € (M,, +Y) N E,.

5TPaul Antoine Aristide Montel 1876-1975, Ranska.
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Tama merkitsee, ettd jollain n on olemassa y € E,, jolla

=20t > M,

k=1

missé
Z, € M,

T € BpLNV,

A>0ja > A=1
k=1

Jos r < n, niin summassa 22:1 Aexk jokainen xj kuuluu avaruuteen F,,
onhan Ej, C E, kaikilla k < n. Télloin >, _, \yzy, € E,, joten, koska tieten-
kin M,, ¢ M,, + V,,

p=y—> Max € E,N M, C E, 0 (M, +V,) =0,
k=1

ja ristiriita on saatu.
Jos r > n, niin jactaan summa » ; _, Ay osiin:

k=1 k=1

k=n+1

Totesimme juuri, ettd ensimméinen osa kuuluu avaruuteen FE,,, koska ) €
E, C E,, kun k < n. Jialkimmaé&isessd summassa taas x, € Vi C V,, koska

Vi D Vo D .... Koska summassa kertoimet \; ovat positiivisia ja yhteenséa
enintdédn 1, niin siis jalkimméinen summa kuuluu konveksiin joukkoon V,.
Siis

y—Z)\kxk:zn+ Z AL E(Mn—l—Vn)ﬂEn:(D.
k=1

k=n+1
Ristiriita osoittaa, ettd kaikilla n € N on (M, +Y) N E, = (.

Oletuksen mukaan F on Cauchy-filtteri. Koska Y on origon ympéristo, on olemas-
sa M € F,jolla M — M CY. Olkoon x € M. Koska tietenkin € E = (), oy En,
niin on olemassa sellainen n € N, ettd x € F,. Siis z € E, N M. Koska M ja M,
kuuluvat filtteriin F, on M N M,, # 0 eli on olemassa iy’ € M N M,. Nyt

t=y+@—y)ey+M-M)Cy+Y CM,+Y.

Mutta n on valittu siten, ettd x € E,. Siis x € E, N (M, +Y) = (), mikd on
mahdotonta.

Niin saatu ristiriita osoittaa, ettéd G, = {AN E, | A € G} on filtteri avaruudessa
E,. Se on tietenkin Cauchy: Jos néet U, € Ug,, niin on olemassa U € Ug, jolla
U, = UNE,, jakoska G on Cauchy, on edelleen olemassa A € G siten, etti A—A C U,
jolloin (ANE,) —(ANE,) CcUNE,=U,.
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Koska oletettiin, ettd FE, on tdydellinen, niin G, suppenee kohti jotain pistetta
xo € E,. Tama tarkoittaa, ettd jokaisella pisteen zy ympéristolla avaruudessa E,
on filtteriin G, kuuluva osajoukko.

Osoitetaan lopuksi, ettd F — xq. Koska G C F, niin riittda todistaa, ettd G — xg.
Olkoon U € Ug. Pitéda loytda A € G, jolla A C x¢+ U. Valitaan balansoitu V' C Ug,
jolla V+V CcUjaAe€g, jolla A— A C V. Koska G,, = xg, on olemassa B € G,
jolla BNE, Cxy+ (VNE,). Nyt AnNB € G, joten AN BN E, # 0 ja siis myos
AN(zg+V) #0. Olkoon x € Ajay € AN(zg+V). Silloin z —zg = x—y+y—x9 €
A—A+V CV+V CU.Siis A C xy+ U, joten on niytetty, ettd G — z. O

9.4. Lineaarikuvauksen jatkuvuuskriteeri testifunktioavaruudessa.

Huomautus 9.22. Lauseen 6.15 mukaan rajoitettu lineaarikuvaus metrisoituvalta
lokaalikonveksilta avaruudelta lokaalikonveksille avaruudelle on aina jatkuva. Seu-
raava lause parantaa téaté tulosta vield vihéan:

Lause 9.23. Olkoon E metrisoituva, lokaalikonveksi ja F topologinen vektoriava-
ruus sekd T : E — F lineaarikuvaus, joka kuvaa kaikki origoa kohti suppenevat
jonot rajoitetutksi joukotksi. Talloin T on jatkuva.

Todistus. Kuvaus mista tahansa metrisestd avaruudesta topologiseen avaruuteen on
jatkuva aina ollessaan jonojatkuva. Lineaarikuvauksen tapauksessa télle on riittavaa
jonojatkuvuus origossa. Todistamme, ettd huomautuksen ehto implikoi kuvauksen
T jonojatkuvuuden origossa. Olkoon siis x,, — 0 metrisoituvassa lokaalikonveksissa
avaruudessa . On mahdollista konstruoida jono positiivilukuja ¢, siten, etta

Cp — OO
ja CpTyn — 0.
Sellaiseksi kdy esimerkiksi
1
———, kun z,, #0
C’I’L = d(xn,O) %
n, kun x,, =0,

missd d on lauseen 4.5 todistamiseen kayttamamme metriikka

_ 1 _pr(z—y)
d(fE, y) - Q_kma
k=1
onhan selvéisti cn — 00, jolloin suurilla n pétee ¢, > 1 ja siis myos d(c,z,,0) =
Y o1 3F 1?;::72?;% = Cn ) pe1 3F 1+€:p?8cn) < ¢pd(xy,,0) < y/d(x,,0) = 0. Huomau-

tuksen ehdosta kuvaukselle T" seuraa, ettd jono (¢,x, )y kuvautuu rajoitetuksi jonok-
si ¢, Tx, C F. On lopuksi helppo harjoitustehtava (0.0.85) todeta, ettd normiava-
ruuksien tapauksesta tutulla tavalla my6s topologisessa vektoriavaruudessa nollaan
suppenevan lukujonon ¢! ja rajoitetun jonon (¢, Tx,)y tulojono (T'z,)y suppenee
origoon. 0

Seuraus 9.24. Lineaarikuvaus T : D(Q2) — E, missi E on lokaalikonveksi avaruus,
on jatkuva aina ja vain, kun se toteuttaa seuravat keskenddn yhtdpitivdt ehdot:

a) T on rajoitettu.
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b) vi >0 = {Ty; ‘ i € N} on rajoitettu jono.
¢) T on jonojatkuva origossa, ts. p; — 0 = Ty; — 0.

Todistus. Olkoon aluksi T": D(§2) — E rajoitettu. Silloin 7" kuvaa erityisesti aliava-
ruuden D () rajoitetut joukot rajoitetuiksi joukoiksi ja on siis edellisen huomau-
tuksen 9.23 nojalla jatkuva Dy (£2):ssa ja — koska E on lokaalikonveksi — lauseen
9.14 mukaan myos koko avaruudessa D(€2).

Samalla tavalla voi péételld, ettd (b) ja (c) kumpikin erikseen takaavat jatkuvuu-
den aliavaruuksissa Dg (2) ja siis koko avaruudessa D(f2). O

10. DISTRIBUUTIOT JA MITAT
10.1. Distribuutio ja sen aste.

Maéritelmé 10.1. Distribuutioiden avaruusD(§2)* on testifunktioavaruuden D(2)
topologinen duaali. Sen alkioita sanotaan (Schwartzin) distribuutioiksi joukossa €.

Huomautus 10.2. Testifunktioavaruudessa D(2) on kiytossa induktiivisen limek-
sen T-topologia. Luvun 9 tarkasteluista 9.16 ja 9.24 seuraa, ettd lineaarimuoto

A:D() =R
on distribuutio aina ja vain, kun jokainen rajoittuma A ‘ «: Dr(Q) — R on jatkuva
eli kun jokaista kompaktia K C {2 — tai yhta lailla jokaista tyhjennykseen valittua

kompaktia K; C 2 — kohti on olemassa luvut C' > 0 ja n € N siten, ettd kaikille
© € Dk (Q) pitee:

(10.1) (o, A < C|l¢lln tai yhtilailla
(10.2) (¢, A)] < Cpulp), missi
normit | - ||, ja p, ovat huomautuksessa 9.10 méérittelemémme derivaattojen kom-

paktin konvergenssin normit avaruudessa Dg (€2):
lelln = [1D"¢llo ja
pulp) = max{|D*¢(2)| | k < n, z € K} = max|lg|l,
Tamé versio distribuution méaéritelmésta esitetddn "suoraan asiaan”tyyppisissa

kirjoissa usein enemmitta selityksittd. Tiivistimme distribuution méaéritelméan: Li-
neaarimuoto A : D(§2) — K on Schwartzin distribuutio, jos

(10.3) VK;3C >0 3dn € NVp € Dg, () : [(p, A)] < C|| D"l
Huomautus 10.3. Lineaarimuoto A : D(Q2) — K on siis 9.24 mukaan distribuu-
tio tasan ollessaan jonojatkuva, mikd tapahtuu, jos ja vain jos seuraava ehto on
volmassa:

Jos (pr)ken on jono testifunktioavaruudessa D(2) ja on olemassa kompakti K C
Q, jolla supp pr C K kaikilla k£ € N ja lisdksi kaikilla n € N

D" (z) — 0 tasaisesti K :ssa,
niin (@, A) — 0.
Todistus. Harjoitustehtava 0.0.90.
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Maiédritelma 10.4. Sanomme, ettd distribuutio A on ddrellisasteinen, mikali 10.3
toteutuu kaikille K; samalla n. Pienin téllainen n on télléin Am aste. Muuten A:n
aste on oo.

Esimerkki 10.5. Seuraavat ovat esimerkkeji distribuutioista:
a) Evaluaatiofunktionaalit eli Diracin 6-mitat®®,

(¢,00) = (), x€Q,

ovat asteen 0 distribuutioita.

b) Olkoon f : Q2 — R lokaalisti integroituva, eli kaikilla kompakteilla K C €:

[Jﬂ<m.

Télloin f méérittelee asteen 0 distribuution Ay kaavalla

@Aﬂzlj%

silla kaikilla ¢ € Dk (R) on

K%MHSmW%&UL

On tapana samaistaa distribuutio Ay funktioon f ja sanoa sitéd sddnndlliseksi distri-
buutioksi. Taméa on motivoitua, koska kaksi sddnnollista distribuutiota yhtyvét aina
ja vain, kun vastaavat funktiot yhtyvit melkein kaikkialla (harjoitustehtéva 0.0.89.).

c) Joukossa R ~\ {0} lokaalisti integroituvalle funktiolle méaéritellddn Cauchyn

padgarvo® integraalille.

o[ ([ ]7)

jos tdmé on olemassa.

Distribuution A; Cauchyn padaarvo v.p.f tarkoittaa lineaarimuotoa
DR) = R: @ (p,v.p.f) = v-p/ fe,

jos tdmé on olemassa ja jatkuva. Klassinen esimerkki on v.p.%. Osoitamme, ettd se
on distribuutio.

58Paul Adrien Maurice Dirac 1902-1984, brittildinen kvanttifysiikan kehittiija.
5IMerkintd v.p. on lyhenne sanoista value principale.
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Osoitetaan ensin, ettd padarvo on olemassa. Olkoon ¢ € D(R). Valitaan n siten,
ettd supp p C|] —n,n|.

v.p./ o)L dx

—00

i RS " o)l
_51—1>%1+ (/_n @(x)xda:—i—/g go(:z:)xdx>

( / p(0) +o(2) —(0) , " 9(0) +p(z) — 9(0) dx)

= lim
e—0+

T +

8

£

g (e[ 2 [Ty [T et —o0)
-0+ [ 4.

misséd ¢ on (n:n valinnasta riippumaton) kompaktikantajainen jatkuva funktio

e Y 1 £
g(z) = p N
Dp(0), kun z = 0.

Tietenkin v.p.i on lineaarimuoto D(R):ssd. Verifioidaan sen jatkuvuus. Lauseen
9.24 mukaan riittdd todeta jonojatkuvuus. Oletetaan ¢, — 0 avaruudessa D(R).
Lauseen 9.16 mukaan on olemassa m € N siten, ettd ¢, € D([—m,m|) kaikilla n,
jolloin edellisen paéttelyn mukaisesti

wodienll= [ g< 2l
ja viliarvolauseen nojalla
lg(z)| < m||Deyl,
joten [(v.p.2,,)| —= 0, kun n — oo.

d) Kuten lokaali-integroituva funktio myos yleisempi :n mitta u, jolle 0 <
u(K) < oo kompakteille K C €2, voidaan samaistaa médarittelemadnsd asteen 0
distribuution A,:

(0, A = /Q fdu.

Tarkastelemme tatéa esimerkkii lahemmin kohdassa 10.20.

10.2. Distribuution derivaatta.

Maiéritelmé 10.6. Distribuution A € D(R)* derivaatta DA on distribuutio —Ao D,
ts.

DA on tietenkin distribuutio eli jatkuva lineaarimuoto testifunktioavaruudessa, ovat-
han D ja A jatkuvia lineaarikuvauksia. Suoraan laskien saamme hieman lisda tietoa:

Jos [(o, )| < Cll¢lln Ve € Dk (R),
niin |<90: DA>| S O”D@Hn < C”@Hn—H v@ € DK(R)>
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mistd samalla nékyy, ettd derivaatta DA on enintéén yhdelld korkeampaa astetta
kuin A. Derivoimalla Diracin J-mitan voi todeta, etté aste saattaa todella nousta
aidosti.

Koska distribuution derivaatta on aina olemassa ja distribuutio, on samalla mé&ari-
telty korkeammat derivaatat. Distribuutiolla on siis ne kaikki. Huomaa, ettd merkki
vaihtuu jokaisessa derivoinnissa, joten esimerkiksi (¢, D®*A) = (D?*p, A) ja useam-
piulotteisessa tilanteessa esimerkiksi Laplace-operaattorin tai derivaatan % distri-
buutioversion lausekkeessa ei esiinny miinus-merkkia.

Huomautus 10.7. Jos A on tavallisessa mielessd melkein kaikkialla derivoituva
funktio, on derivaatalle tullut annettua kaksi eri mairitelmid. Maaritelmét voi-
vat todella antaa eri tuloksen; esimerkin antaa Heavisiden®® porrasfunktio f(z) =
0, kun = < 0, f(z) = 1 muuten. Sen derivaatta tavallisessa mielessi on mk. 0, mutta
distribuutiomielessi sen derivaatta on dy.

Todistus. Harjoitustehtava 0.0.92. U

Méaritelmdmme on kuitenkin asetettu hyvin, silla pétee seuraava lause, joka sa-
malla motivoi méaritelmén:

Lause 10.8. Lause 8.6 Jos [ : Q0 = K on derivoituva ja D f on jatkuva C2:ssa, niin
DAf = ADf.

Todistus. Jos f on jatkuvasti derivoituva, niin pétee osittaisintegroinnin kaava

[ pre=- [ 1pe.

missd pois jatetty sijoitustermi on 0, koska integroitava on kompaktikantajainen. [

Distribuutioiden derivointi on merkkié vaille sama asia kuin testifunktioiden deri-
vointioperaattorin transpoosi. Maarittelemme seuraavaksi tamén késitteen ja selvit-
telemme hieman lineaarikuvauksen transpoosin — siis mm. distribuutioderivoinnin
— jatkuvuutta dualiteetin (F, E*) eri topologioissa.

Maéritelmé 10.9. Lineaarikuvauksen T' : E — F (algebrallinen) transpoosi eli
(algebrallinen) duaalikuvaus on lineaarikuvaus

T :F' —FE :y—y ol
Toisin sanoen
Iy, x) = (y, Tx)
kaikille ¢y’ € F" ja x € F.
Jatkuvan lineaarikuvauksen T : E — F' (topologinen) transpoosi eli (topologinen)
duaalikuvaus on lineaarikuvaus

T F* = FE :y "=y ol
Toisin sanoen
(T™y*,x) = (y", Tx)
kaikille y* € F* jax € E.

600liver Heaviside 1850-1925, Englanti.
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On syyta huomauttaa, ettd maaritelmén ehdoin 7"y’ eli ¢’ oT todella on lineaariku-
vaus ja T*y* eli y*oT on jatkuvakin, ja lisiksi kuvaus L(E, F) — L(F',E') : T — T’
on lineaarinen, samoin L(E, F') — L(F*, E*) : T — T*.

Osoittautuu lisdksi, ettd jatkuvan lineaarikuvauksen transpoosi on jatkuva mm.
avaruuksien F* ja E* heikkojen topologioiden mielessé. Todistamme pienen lemman:

Lemma 10.10. Olkoot E ja F topologisia vektoriavaruuksia ja olkoot niiden topo-
logiset duaalit E* ja F* varustetut polaaritopologioilla perheiden Gp ja Gp suhteen,
joilla kummallakin olkoon ominaisuudet:

(i) Kaikilla A, B € & on olemassa C € & siten, etti AUB C C ja
(ii) Kaikilla A € S ja A € K on olemassa B € G siten, etti NA C B,

jolloin 7.38 mukaan {A° | A € &} on &-topologian kanta.
Raittdvda jatkuvan lineaarikuwvauksen T : E — F transpoosin T* : F* — E*
jatkuvuudelle on, ettd

VA€ GgaB e &y siten, etta T(A) C B.
Todistus. Olkoon A € & ja B € Gp siten, ettd T(A) C B. Télloin
[(Tz,y")] <1 = [, T7y")| < 1,
joten y* € B® = TH*y* € A°. O
Seuraus 10.11. Jatkuvan lineaarikuvauksen T : E — F transpoosi on jatkuva

mm. kuvauksena F;‘(F*F) — E;(E*E), Fb*(F*7F) — E;‘(E*’E) ja F:(F*’F) — E:(E*E) el
heikossa, vahvassa ja kompaktin konvergenssin topologiassa.

10.3. Distribuutioavaruuden topologia.

Maéritelma 10.12. Koska distribuutioiden avaruus D(£2)* on testifunktioavaruu-

den topologinen duaali, sithen voi méaritelld polaaritopologiat. Useimmiten on ta-

pana kayttad heikkoa topologiaa w* = o(D(Q2)*, D(Q2)). Ndin teemme mekin.
Erityisesti distribuutiojonon konvergenssi tarkoittaa nyt:

A= N = (p,\,) = (p,\) Vo e D).

Jatkuvan lineaarikuvauksen transpoosina distribuutioiden derivointi on seurauk-
sen 10.11 mukaan mm. topologiassa o(E*, F) jatkuva lineaarikuvaus.

10.4. Radon-mitat distribuutioina.

Esimerkki 10.13 (Yleiset Radon-mitat). Kun X on lokaalikompakti Hausdorff-
avaruus — esimerkiksi avoin joukko X C R" — merkitédsn C(X) ={f: X > K| f
on jatkuva} ja C.(X) = {f € C(X) | f on kompaktikantajainen}. Kompakteilla
K C X merkitéin Cx(X) = {f € C(X) | supp f C K}. Sup-normi | - || tekee
avaruudesta C.(X) Banach-avaruuden ja avaruuksista Cx(X) sen suljettuja aliava-

ruuksia.
Koska

c(x)= |J Cu(x),

komp
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niin C.(X) voidaan varustaa lokaalikonveksin induktiivisen limeksen topologialla 7
inkluusiokuvausten Cx(X) — C.(X) suhteen. Niin tehdédén aina, kun ei toisin mai-
nita.

Radon-mitta®' on jatkuva lineaarimuoto C.(X), — K eli topologisen duaalin
C.(X)," alkio. Jos lisiiksi pu(f) > 0 kaikilla positiivisilla f € C.(X), niin u on posi-
tiivinen Radon-mitta.

Lineaarimuoto p € C.(X)" on lauseen 9.16 mukaan Radon-mitta tasan silloin, kun
se on sup-normin mielessd jatkuva jokaisessa aliavaruudessa Cx (X) eli kun kaikilla
kompakteilla X' C X on olemassa Cx > 0 siten, ettd kaikille f € Cx(X) on

[ )] < Okl flloo-

Esimerkki 10.14 (Radon-mitat ja tarkka induktiivinen limes). Jos (K,),en

on lokaalikompaktin avaruuden X tyhjennys kompaktien joukkojen kasvavalla jo-

nolla, niin C.(X), on avaruuksien Cg, (X) tarkka induktiivinen limes lim Ck,, (X).
—

Perustelu. Jokainen kompakti joukko K C X sisédltyy johonkin joukoista K, jolloin
Banach-avaruus Cx(X) on avaruuden Cg, (X) suljettu topologinen ja lineaarinen
aliavaruus. On siis ilmeisté, ettd edelld médritelty avaruuden C.(X) lokaalikonveksi
induktiivinen topologia 7 on sama kuin tarkan induktiivisen limeksen 11_11}1 Ck, topo-

logia. Téassa tilanteessa lineaarimuoto p € C.(X)" on Radon-mitta tasan silloin, kun
se on sup-normin mielessa jatkuva jokaisessa aliavaruudessa Cg, (X) eli kun

Vn € N3\, > 0 siten, ettéd [(p, 1) < A|l¢]lo kaikilla ¢ € Ck, (X).

Rajoitettuja joukkoja avaruudessa C.(X), ovat nyt sellaiset, jotka sisdltyvit jo-
honkin Cg, (X) ja ovat sielld rajoitettuja, siis

A={pelC(X) | Jdn € N siten, ettd supp ¢ C K, ja [|¢|lco < n}.

Esimerkki 10.15. (Lebesguen mitta) Olkoon 2 C R™ avoin. Kuvaus C.(£2) — K:
Y — fQ © on positiivinen Radon-mitta, jota tdssd yhteydessd sanomme Lebesguen
mitakst dx.

Perustelu. Kaikilla ¢ € Ck, (€2) on

o, drﬁ>|=|/s0dﬂ$| — 1 pde < ||go||oo/ 1 da.
Q Kn

n

Huomautus 10.16. (Mittateoriaa)
a) Avoimessa joukossa X = Q0 C R"™ positiivinen lineaarimuoto u € C.(£2)" on aina
jatkuva, siis Radon-mitta.

Perustelu. Osoitetaan, ettd positiivinen lineaarimuoto p on jatkuva jokaisessa ava-
ruudessa Cr (£2). Valitaan jatkuva ei-negatiivinen kompaktikantajainen funktio ¢ €
C.(9) siten, ettd ¢(z) = 1 kaikilla 2 € K. (Sellainen on olemassa!) Kaikilla ¢ €

61Johann Karl August Radon 1887-1956, Itivalta.
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Ck () on p:n positiivisuuden nojalla

(2, )| < (leols 1) = (lplt, )
sggwmww

ZWM@QW@N

b) Pitee Rieszin esityslause®? | jonka mukaan jokainen Radon-mitta p € C.(Q)*
voidaan esittdd muodossa

<%m=/ww,
Q
miss# ji on s#finnollinen Borel-mitta® joukossa €.

Esimerkki 10.17. (Funktio Radon-mittana) Olkoon  C R™ avoin ja f : Q@ — K
lokaalisti integroituva, ts. jokaiselle kompaktille joukolle K C €2 on ‘ Il xf | < o0. Tél-
16in ¢ +— fQ ¢ f on Radon-mitta. Funktiota f vastaava Radon-mitta on positiivinen,
jos ja vain jos f > 0 mk.

Perustelu. Kaikilla ¢ € Ck,(2) o

o, f |—|/90f| /Kn90f§||80||oo|/an\.

Esimerkki 10.18. (Diracin § Radon-mittana) Olkoon € C R" avoin ja x € €.
Evaluaatiofunktionaalia 0, : C.(Q2) — K : d,(p) = ¢(z) sanotaan téssd yhteydessi
Diracin d-mitaksi pisteessd . Selvisti tdmékin on positiivinen Radon-mitta.

Lause 10.19. Olkoon 2 C R™ avoin.

a) Radon-mitan p € C.(w)," rajoittuma avaruuteen D(Q) on distribuutio.
b) Kahden eri Radon-mitan u € C.(w)," rajoittumat avaruuteen D(Q) ovat eri
distribuutiot.

Todistus. (a) seuraa siité, ettd avaruuden C.(€2) aliavaruuteensa D(€2) indusoima to-
pologia on karkampi kuin testifunktioavaruuden D(2) oma topologia, koska kaikilla
n € N on Dk(Q2) C C(K) ja inkluusio on jatkuva.

(b) seuraa siité, ettd D(2) on huomautuksen 9.8 mukaan tihed avaruudessa C.(€2)..

Huomautus 10.20. Voimme samaistaa Radon-mitat méaarittelemiinsa distribuu-
tioihin. Radon-mitat ovat siis erikoistapaus distribuutioista ja lokaalisti integroituvat
funktiot erikoistapaus Radon-mitoista. On selvéié, ettd Radon-mitat ovat 0-asteisia
distribuutioita.

62Frigyes Riesz 1880-1956, Unkari.
63Borel-mitta on Borel-joukkojen o-algebrassa miiritelty mitta. Saénnéllisyys tarkoittaa, etti

kom avoin _ avoin
VE € QVe> 03V "CQ siten, etti V on kompakti, K C V ja VYW "¢ Q, joilla K ¢ W C V,
on |u(W) — p(K)| < e. Metrisessé avaruudessa kaikki Borel-mitat ovat sdédnnollisié.
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10.5. Distribuution ja funktion tulo.

Maéritelma 10.21. Olkoon A € D(R)* ja g € C*. Télloin tulo gA médritellaan
distribuutioksi

(@, gA) = (g, A)

Perusteluja. On tarkistettava kaksi asiaa. Ensinndkédn méaéritelmé ei saisi olla ris-
tiriidassa tavallisen tulon kanssa silloin, kun A = Ay on funktio 10.5 (b):n mielessa.
Taméa onkin kunnossa ja motivoi samalla méaritelmdmme, onhan

(0, Agr) I/ngsoz (g0, A).

Toinen tarkistettava asia on, ettd fA on todella distribuutio, kuten muitta mut-
kitta vaitimme. Selvésti kyseessd on lineaarikuvaus, joten tarkastettavaksi jaa vain
jatkuvuus. Tamé puolestaan todetaan testilld 10.2: Olkoon siis K C 2 kompakti.

Oletamme: 3C,n : [(p,A)| < Cllg|ln Yo € D(Q).
Viitdamme: 3C", 0" : [{gp, A)| < C'||¢|lr Vo € D(Q).
Laskemme: | (g, A)| < C||ge|ln = Cmax {|D"(gp)| | k <n,z€Q}

< C’max{z (’;) [(D7g)(D* )| ’ }
< C’max{z (’;) |(ng)} ‘ ...}max{|Dk_jg0| | .}

= C'llelln,

missé

C’:CmaX{Z(’;) [(D7g)] ‘/{;Sn, JIEQ}

j=0

l

Huomautus 10.22. a) Distribuutioiden kertominen funktiolla on tietenkin trans-
poosi testifunktioiden kertomiselle funktiolla — ja sen toimituksen jatkuvuuden &s-
keinen todistus itse asiassa verifioi!

b) Edellisen todistuksen olennainen kohta oli tulon derivoimiskaava eli binomi-
kertoimia sisiltavi Leibnitzin kaava® korkeamman kertaluvun derivaatoille.

Huomautus 10.23. a) Suoraan laskemalla huomaa, ettd D(fA) = Df A + f DA,
joten Leibnitzin kaava péatee myos distribuution ja funktion tulon derivoinnille.

b) Leibnitzin kaava pétee sopivin kertoimin myos usean muuttujan funktioiden ja
distribuutioiden tulojen osittaisderivaatoille. U

64Gottfried Wilhelm Leibnitz 1646-1716, Saksa.
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11. KOMPAKTIKANTAJAISET DISTRIBUUTIOT
11.1. Distribuution kantaja.

Maéritelma 11.1. Distribuutiot A; ja Ay € D(Q)* yhtyvit avoimessa joukossa
Q' Q, mikéli

<(707A1> = <907A2> VQO € D(Q/)
Erityisesti A = 0 avoimessa joukossa €V, eli A hdvidd avoimessa joukossa §2' mikali
(p, A) = 0 kaikilla testifunktioilla ¢, joiden kantaja siséltyy joukkoon €2'.

Esimerkki 11.2. Lokaali-integroituva funktio f : {2 — R hévidd melkein kaikkialla
avoimessa joukossa (2 C , mikéli vastaava sédénnoéllinen distribuutio A, héviag
avoimessa joukossa €Y',

Maéaritelma 11.3. Distribuution A kantaja supp A on suljettu joukko
suppA = Q U Q=0 U{Q' RGY | (f,A) =0, kun supp f C Q'}.

A=0 Q/:ssa

Esimerkki 11.4.
suppA =0 < A=0

supp 0o = {0}.

avoin

Huomautus 11.5. A = 0 joukossa [J{€ C Q| (f,A) =0, kun supp f C '}

Perustelu. Tama ei ole ihan triviaalia, mutta jatetéén silti harjoitustehtéviksi (0.0.99.)
Todistus perustuu seuraavaan tunnetuun lemmaan, jota tarvitsemme muuhunkin:

Lemma 11.6. (Ykkosen osituslemma) Olkoon (€;)ic; perhe avoimia joukkoja
Q C R ja Q= U, Q. Silloin on olemassa jono D(Q)-funktioita (¥, )nen siten,
etta

a) jokaisen funktion 1, kantaja sisdltyy johonkin avoimista joukoista ;.

b) > .en¥n = 1 joukossa .
¢) Jokaista kompaktia joukkoa K C Q kohti on olemassa avoin joukko A DO K

ja luku m € N siten, etti Y, ¥, = 1 joukossa A.
Todistus. Harjoitustehtava 0.0.98. U

Lause 11.7. Olkoon A € D(Q)* distribuutio.

a) Jos ¢ € D(Q) ja supp p Nsupp A = 0, niin (f, A) = 0.
b) Jos ¥ € C*(Q) ja (x) = 1 jossain avoimessa joukossa £ D supp A, niin
A = A.

Todistus. (a) on médritelmén toisto. (b) on helppo harjoitustehtavé (0.0.100).

el

11.2. Kompakti kantaja ja dérellinen aste.

Lause 11.8. Seuraavat ovat yhtdapitdvid:

(i) Distribuution A € D(Q2)* kantaja on kompakti.
(i) Distribuutio A € D(Q)* on ddrellisasteinen ja silli on yksikdsitteinen jatko

A e C=(Q)".
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(iii) Distribuutiolla A € D(Q2)* on jatko A € C®(Q)*.

Todistus. Muistetaan kohdasta 9.3, ettd avaruudessa C*°(€2) on kéytossd lokaa-
likonveksi metrisoituva topologia, jonka virittdvat seminormit ovat derivaattojen
sup-normit ¢,(f) = ||D"f } x |loo ¥1i avoimen joukon €2 tyhjennykseen kuuluvien
kompaktien joukkojen K. Saman topologian mééarittelee myos seminormien p, =
qo + q1 + - - - + g, kasvava jono.

Olkoon aluksi ehdon (iii) mukaisesti A € C*°(Q2)*. Lauseen 9.14 mukaan inkluusio-
kuvaus D(2) — C>*(Q2) on jatkuva, joten A ‘D(Q)G D(Q)*. Koska kuitenkin A on

jatkuva suorastaan C*°(£2):ssa, on olemassa seminormi p,, jolla |(-,A)| < p,. Tar-
kastellaan testifunktiota f € D(Q), jolla supp f C Q~\ K,,. Selvésti p,(f) = 0, joten
(f,A) = 0. Huomaamme todistaneemme, ettd supp A C K, ja ettéd siis jokainen
A € C*(Q)* maardd kompaktikantajaisen distribuution.

Tarkastellaan seuraavaksi kohdan (i) mukaisesti mielivaltaista kompaktikantajais-
ta distribuutiota A € D(£2)*. Osoitetaan ensin, ettd A on &édrellisasteinen. Koska
supp A on kompakti, niin ykkosen osituslemman 11.6 helppona erikoistapauksena on
olemassa funktio ¢ € D(Q), jolle 1(x) = 1 jossain avoimessa joukossa 2’ D supp A.
Olkoon K = supp . Koska A € D(Q)*, niin on olemassa C; > 0 ja N € N siten,
etta kaikille ¢ € Dk () piitee

{0, A)| < Cillepll,

missé |||y = maxj<y || D¢l Jotta A olisi dérellisasteinen, on vastaavanlaisen
epayhtilon oltava voimassa kaikille ¢ € D(Q2). Néin onkin asianlaita, silld funktioi-
den tulon derivoimiskaavalla saadaan mielivaltaiselle ¢ € D(€2)

N
oelly =maxll 3 ()P wD%lle < Callely

missd vakio Cy > 0 riippuu kiinnittdmastdmme funktiosta . Koska mielivaltaiselle
¢ € D(Q) on Yo € D (), niin jokaisella p € D(2) on

{0, M| = [(vp, A)| < Chl|vplln < C1Chle|| N,

joten A on #érellisasteinen.

Konstruoidaan seuraavaksi A:lle jatko avaruuteen C*>°(£2). Olkoon ¢ kuten edellé.
Lineaarimuodon A € D(2)* voi jatkaa avaruuteen C*(Q2) asettamalla kaikille f €
D(Q)

<f’A> = <¢f7 A>7

silld oikea puoli on madritelty ja lineaarinen f:n suhteen ja kaikille ¢ € D(2) on
(p,A) = (Y, A). On todistettava néin jatketun A:n jatkuvuus, ja silloin saadaan
samalla sen yksikésitteisyys, koska D(2) on huomautuksen 9.8 mukaan tihed ava-
ruudessa C*>(2). Distribuution jatkuvuuden toteamiseen riittdé lauseen 9.24 mu-
kaan tarkastaa jonojatkuvuus origossa. Tarkastellaan siis jonoa f; — 0 avaruudessa
C>*(Q). Kaikilla n € N ja kaikissa kompakteissa K € €2 on sup,c D" f;(z)| — 0.
Tulon derivoimiskaava osoittaa, etté silloin ¢ f; — 0 avaruudessa D(€2), joten, koska
A € D(Q)*, niin
<fj7A> = <¢f]’A> — 0. g
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Lause 11.9. Olkoon Q = R ja distribuution A kantaja yksi piste {x}. Silloin (ja tie-
tenkin vain silloin) A on lineaarikombinaatio Diracin mitasta 6, ja sen ddrellisen
monesta derivaatasta, ts.

A= i \; D76,
§=0

Todistus. Voidaan olettaa, ettd x = 0. Edellisen lauseen mukaan A on #dérellisastei-
nen, olkoon sen aste V.

Oletus supp A = {0} merkitsee, ettd (p, A) = 0 aina, kun 0 ¢ supp ¢.

Viitteen todistamiseksi riittid osoittaa, etti jos ¢ € D(Q) ja D¥p(0) = 0 kaikilla
k=0,1,...,N, niin (p,A) = 0, silli ehto ¢ € D(Q) ja D*p(0) = 0 kaikilla k =
0,1,... N merkitsee, etté

Ker (A) D Ker (6) N Ker (D§) - -- N Ker (DN§),

mika lineaarialgebrallisen lemman 7.11 mukaan takaa, ettd A on lineaarikombinaatio
lineaarimuodoista 8, D¢ ... DV§.

Tarkastellaan siis funktiota ¢ € D(£2), jolla D¥¢(0) = 0 kaikilla k = 0,1,..., N,
ja pyritdén osoittamaan, ettd (p, A) = 0. Valitaan aluksi kutakin lukua ¢ > 0 kohti
kompakti vali K = [—p, p] siten, ettd

IDY | elloo < e
Télloin on kaikilla £ < N jax € K
[D¥(z)| < elz|¥.

Valitaan apufunktio %, jolla 1(x) = 1 jossain origon ympéristossd ja jonka kanta-
ja sisdltyy R:n yksikkovéliin. Madritelladn kaikilla » > 0 funktio ¢,.(x) = 7,0(%)
Riittavéan pienelld r on supp v, C K. Tulon derivoimiskaavasta saadaan

Do) () = (5)r*FDFPp(2) DPip(x),

B<k

joten sopivalla vakiolla C' pétee

[rplln < eCllYln,

kunhan r on tarpeeksi pieni.
Koska A:n aste on N, on olemassa vakio C] siten, etta [(9, A)| < C1||Y||n kaikilla
¥ € Dk (R). Koska 1, = 1 nollan ympéristossé, ja supp ¢, C K, niin

(e, M| = [{(Urp, )| < Chllvrpln < CreClld| v

Koska ¢ oli mielivaltainen, téastéd seuraa, etté

(o, M) =0 O
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11.3. Kaikki distribuutiot derivaattoina.

Totesimme edelld, ettd distribuutio, jonka kantaja on yksi piste, muodostuu Di-
racin d-mitan derivaatoista. Diracin mitta d, on puolestaan Heavisiden porrasfunk-
tion derivaatta, ja siis jatkuvan funktion f(¢f) =max{t — x,0} toinen derivaatta.
Kéayttamaélla induktiota huomaa, ettd jokainen distribuutio, jonka kantaja on &a-
rellinen joukko, on lineaarikombinaatio funktioiden eriasteisista derivaatoista, siis
jonkin jatkuvan funktion (korkeampiasteinen) derivaatta. Itse asiassa kaikki muut-
kin distribuutiot ovat ainakin lokaalisti funktioiden, vieldpé jatkuvien funktioiden,
jonkin kertaluvun derivaattoja. Siksi distribuutioiden avaruus on suppein jatkuvat
funktiot siséltdva avaruus, jossa kaikki derivointi on mahdollista. Muotoilemme tu-
loksen kolmena lauseena.

Lause 11.10. Olkoon A € D(Q)* ja K C ) kompakti joukko avoimessa reaaliluku-
joukossa 2.

Silloin on olemassa jatkuva funktio f : Q — R ja luku o € N siten, etti kaikilla
aliavaruuteen Dk () kuuluvilla funktioila ¢ pitee

(. A) = (~1)° / D f.

Todistus. Voi olettaa, ettd K C [0, 1]. Kaikille 1) € Dy 1)(€2) voidaan médritelld koko
reaalilukujoukkoon nollajatko ¢ : R — R : z — ¢(x), kun x € €, ja 0 muuten. Nyt
kaikilla = € [0,1] ja ¥ € Dy 1y(Q2) on

0(o) = v(o) =0 = vla) ~ v(0) = [ Dutt)at

Koska derivointikuvaus D : D () — Dg(2) : ¢ — Dy siis on bijektio, niin sitd
ovat myos ylemmit derivoinnit eli kuvauksella D! : Dy () — Dg () on kiin-

teiskuvaus (D""1)~! joka tietenkin on lineaarinen. Voimme siis médritelld lineaari-
muodot A, : D(2) — R asettamalla kaikilla ¢ € Dy (Q2)

(. An) = ((D™) ", A),

eli
<Dn+1907An> = <907A>'

Kuvaus A — A, on (n + 1)-kertaisen integroinnin (D"*1)~1 : Dy (Q) — Dg(Q)
algebrallisen transpoosin rajoittuma avaruuteen Dy (€2)*. Osoitetaan, etti
(i) Jollain n € N kuvaus A,, on jatkuva avaruuden Dg () C L'(K, dr) integraa-
linormin || - ||; mielessa.

(ii) A, voidaan jatkaa avaruuden L'(K,dz) jatkuvaksi lineaarimuodoksi A, €
LYK,dz)* = L*(K,dx), ts.

wA%#D“wAm=/7”“Wg

K

jollain g € L*(K,dx).
(iii) Lauseen viite pétee.
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(i) On osoitettava, ettd on olemassa luku n € N ja vakio C' > 0 siten, ettd kaikilla
v € Dk (02) on

el <C [ ol
K
Koska kaikilla 2 € [0,1] ja ¢ € Dp1j(Q) on @(z) = [ De(t) dt, niin

(@)l < / " 1De(t)] dt.

Soveltamalla samaa péaattelyéd derivaattoihin huomaa, ettéd kaikilla n € N

1
lell = D"l < / D™ o(2)) da.

Koska toisaalta A € D(2)*, niin on olemassa N € N ja C' > 0 siten, ettéd kaikilla
[{o, M < Cllgllw,

joten erityisesti

1
(DN, Ax)| = [{p,A)] < C / DV ()] do.
0
ja siis kaikilla ¢ € Dk (2) on

(i, An)] SC/KW(:C)\dq;.

Luvuksi « kelpaa siis N + 1.

(i) Hahnin ja Banachin lauseen seurauksen 3.8 nojalla on olemassa L'(K,dx)-
jatkuvan lineaarimuodon Ay € Dk (Q) jatko avaruuden L'(K,dz) jatkuvaksi li-
neaarimuodoksi Ay € L'(K,dr)*. Tunnetusti®® avaruuden L'(K,dr) topologinen
duaali on L*(K,dz), joten on olemassa Borel-mitallinen g € L (K, dx) siten, etti

(p,A) = (D" o, Ay) = / D"*yg.
K

(iii) Jatketaan g nollana koko avaruuteen R ja osittaisintegroidaan:

o) = [~ D"ty gerde = (-1 [0t ([ aar) do

(e 9] [e. 9] — 00

Mééritellaan f(x) = f_moo g(t) dt, jolloin f on jatkuva ja

(0 A) = (~1) / DV .
]

65 Avaruuden L (K, dz) duaali on paljon laajempi kuin L' (). Sen alkiot voi samaistaa rajoi-
tettuihin, merkillisiin dz:n suhteen absoluuttisesti jatkuviin dérellisesti additiivisiin mittoihin.
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Lause 11.11. Olkoon A € D(Q2)* ja K = supp A kompakti. Olkoon V' avoin joukko
siten, etta K C V C Q C R. Merkitdin distribuution A astetta N. (N < oo, ks.
11.8.)
Silloin on olemassa jatkuvat funktiot fi,..., fyio: Q — R, joilla supp f; CV ja
N+2
A=>"Dfs

8=0

Todistus. Valitaan jokin avoin W siten, ettdi K ¢ W Cc W C V ja W on kompakti.
Sovelletaan lausetta 11.10 valiten siini esiintyvin kompaktin joukon K rooliin W,
jolloin saadaan jatkuva funktio f : Q@ — R ja luku N € N siten, ettd kaikilla
v € Dy (Q)

(11.1) (o Ay = (—1)N / (D¥+2) .

Yhtalo 11.1 sdilyy voimassa kaikille ¢ € Dy(2), vaikka f kerrottaisiin milld tahansa
sellaisella jatkuvalla funktiolla v, jolla rajoittuma gZJ|W on 1. Valitaan téllainen
vaatien suorastaan, ettd v € D(2) ja ¢ = 1 jossain avoimessa joukossa U, jolla
W C U, jolloin jokaisella ¢ € D(£2) on

(o, A) = (¥, A)
= (1Y [ (DY) -1
Q
N+2
— (_1\N N+2\ DN+2-5,, )8 , .
(-1) Qé( 7 VDo f
N+2
= [ S arnte
Q5
N+2
= [ > D’fs- e,
Q520
missé fg = (—I)N*B(Ng2)DN+2*ﬁ@/J - f. O

Lause 11.12. Olkoon A € D(Q2)*.
On olemassa jono jatkuvia funktioita (g, )nen Siten, ettd

a) Mikddan kompakti joukko K C § ei leikkaa useamman kuin dadrellisen monen
funktion g, kantajaa ja
by A=> nD"gn.
Jos A on ddrellisasteinen, nitn summaan riittdda ottaa ddrellisen monta funktiota

In-
Todistus. Harjoitustehtavan 0.0.97 mukaan on olemassa kompaktit vélit @); ja avoi-
met joukot €; (i=1,2,...) siten, ettéd

(i) Qi C % CQ,

(i) Ui 94 =2, ja
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(iii) mik&&n kompakti joukko K C €2 ei leikkaa useampaa kuin dérellisen monta

joukkoa €2;.

Ykkosen osituslemman 11.6 nojalla on olemassa jono funktioita 1,, € D({2) siten,
etta

a) Vn € N3i € N siten, ettd supp ¢, C ;.

b) > ,en¥n = 1 joukossa €.

c¢) Jokaista kompaktia K C  kohti on olemassa avoin A D K ja luku m € N
siten, ettd Y " 1, = 1 joukossa A.

Sovelletaan edellista lausetta 11.11 jokaiseen tulodistribuutioon ;A ja saadaan
aarelliset summat:

Yk = D fia.

Maaritellaan kaikilla o € N
Ga = Z fi,a

huomaten, ettd summassa on vain &dérellisen monta nollasta eroavaa termiéd, kun
rajoitutaan kompaktiin joukkoon. Siis jokainen g, on jatkuva (l:ssa eikd mikédan
kompakti joukko K C € leikkaa useamman kuin dérellisen monen funktion g, kan-
tajaa.

Koska 1 = _¥n, on jokainen ¢ € D(€2) lausuttavissa kompakteissa joukoissa
ddrellisend summana ¢ = > @y, niin etté

(o A) = (D otn, Ay = (0, ) M),

neN neN
ja siis
A=) "wA
1€EN
SRV
iEN
= Z D* Z fi,a
o 1€EN

= ZDaga.

Jos lopuksi A on &dérellisasteinen, niin edellisen lauseen mukaan riittda #dérellisen
monta funktiota g,. O

12. KONVOLUUTIO

12.1. Kahden funktion konvoluutio.

Huomautus 12.1. Seuraavassa tarkastellaan koko reaaliakselilla méériteltyja funk-
tioita ja distribuutioita, ts. {2 = R.
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Maaritelméa 12.2. Kahden funktion f,g: R — C konvoluutio on funktio

(f % g)(z /f (z —t)dt,

kun oikean puolen Lebesgue-integraali on olemassa.

Huomautus 12.3. Jos merkitsemme 7,(g):114 funktiota ¢ siirrettynd x:mn verran
oikealle: 7,.(g)(t) = g(t—z), ja merkitsemme g:1la funktion g peilikuvaa g(t) = g(—t),
niin 7,(g)(t) = g(x — t) ja konvoluution méaritelméa saa tiiviin muodon

0= [ 10 @ 0= [ 0= i)

Yksityiskohtien tarkastaminen jaa harjoitustehtavéksi 0.0.106.

Huomautus 12.4. Konvoluutiolla ja siirrolla on reaalianalyysin kirjoista 16ytyvia
hyvid ominaisuuksia, mm seuraavat:

(1

) Konvoluutio on bilineaarikuvaus.

) Yleensé f * g on yhta ”siled” kuin sileimpi funktioista f ja g.
) Dfxg=f*Dg=D(f*g).

) frg=gxf.

) (f*g)*wzg*(f*w>-

) (Teom)(f) = Tx+y(f)

; (r(f))™ = 7-2(f)

Fourier-muunnoksessa konvoluutio muuttuu tuloksi.

(fgy=f*g.
Lukija katsokoon vaikka animaatioita Wikipediasta saadakseen tuntuman konvoluu-
tion ja ndiden kaavojen merkitykseen. Tarkoituksenamme on méaritelld konvoluutio
ja Fourier-muunnos myos distribuutioille ja yleistda néitd kaavoja. Aivan kaikki ei
yleisty.

(2
(3
(4
(5
(6
(7
(8

12.2. Distribuution ja funktion konvoluutio.

Huomautus 12.5. Todennékdisyyslaskennan ystaviat huomannevat heti, etta jos u
ja v ovat joidenkin riippumattomien satunnaismuuttujien jakaumien tiheysfunktioi-
ta, niin niiden konvoluutio on satunnaismuuttujien summan jakauman tiheysfunktio.
Myos diskreettien jakaumien summalle on olemassa samantapainen kaava. Molem-
mat voidaan yhdistdd samaksi kaavaksi, jos onnistutaan mééritteleméaan konvoluu-
tio my6s distribuutioille. Tamé tehddén seuraavassa. Madritelladn ensin funktion ja
distribuution konvoluutio ja sitten kahden distribuution konvoluutio.

Maéritelmé 12.6. Funktion ¢ € D ja distribuution A € D(R)* konvoluutio on
C>°-funktio® (Derivoituvuuden todistus alla 12.8 (ii).)

(0 x A)(x) = (T2(), A).
jTamé maaritelmé yhtyy aikaisempaan mééritelméadn 12.2, jos A = A, on sdannol-
linen distribuutio eli funktio.®”

66k uten siannéllisempi tekijoistil
67Ks. my6s méadritelmén laajennuksia 12.15 ja 13.24.
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Maiédritelma 12.7. Distribuutio A € D(R)* siirretddn oikealle luvun x verran kor-
vaamalla se distribuutiolla 7, A, jolle

<90’T;rA> = <T—z§0aA>'

Lause 12.8. Funktion ja distribuution konvoluutiolla ja siirroilla on mm. seuraavat
ominaisuudet: Kaikilla A € D(R)*, ¢, € D(R), z,y € R:

(i) (A * @) = (TaA) ¥ @ = A s (T20)
(1) D(A* 9) = (DA) o = A+ (Dg)
(iil) (A*@)*tp=Ax(px0)
Todistus. (1): Seuraavia, ja tarvittaessa muita vastaavia, helposti verifioituvia kaa-
voja kéyttden saadaan kaikki suoraan laskemalla, esimerkiksi néin:

(e (Ax ) (y) = (A x @) (y — ) = (1y—2p, A),
((72D) * 0)(y) = (1P, T\) = (TP, A),
(A * (1)) (y) = (7y (T20)™, A) = (Ty—2p, A).

(ii): Konvoluutio Ax sovelletuna yht&lon

7((D¢)”) = =D(72)

molempiin puoliin antaa:

(A (Dg))(x) = (DA) * @) (),
joka on viitteen (ii) jalkimméinen yhtéldisyys. Ensimméisen osoittamiseksi merki-

taan kaikilla r > 0
T0O — Tr

Ep =
r

ET(A * 90) =Ax (57“90)'

ja kédytetaan kohtaa (i):

Kun r — 0, niin
erp = Dy € D(R),
joten kaikilla z € R
To((erp)™) = 12(Dp)” € D(R),
ja siis
lim(A * (e,¢)) (@) = (A * (Dg))(x).
Yhdistamaélla kaksi edellistd saadaan
D(Ax @) = Ax (D),
ja toistamalla tita saadaan viitteen (i) toinenkin yhtalo.

(iii): Funktioille ¥ ja ¢ € D(R) pétee
(12.1) (0 = [ i)

Merkitiin supp ¢ = Ky jasuppp = K sekid K = K + K. Yhtélon 12.1 oikea
puoli voidaan tulkita D(R) arvoisen jatkuvan funktion

s P(s)7p
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integraaliksi yli kompaktin joukon K ;, jonka ulkopuolella se havida. Tasta padstaan
nopeasti tulokseen kayttamalld tietoja vektoriarvoisen kompaktikantajaisen jatku-
van funktion integraalin olemassaolosta Borel-mitan suhteen.%® Niin tulkiten voi siis
yhtélon 12.1 kirjoittaa hiukan tiiviimmin

(12.2) (0% )~ /¢ )rgds € D(R).

Tasta saadaan

(Ax(px9))(0) = ((px¢)7, A)

/w (10, A) ds

/w ) (A * 0)(s) ds
(A @) *)(0).

Tamé on (ili) muuttujan arvolla 0. Yleinen tapaus saadaan siirrolla, kdytdnnossé
soveltamalla jo saatua funktioon 7_,1). 0

12.3. Konvoluutiosilotus.

Maédritelmé 12.9. Olkoon ¢ € D(R) ei-negatiivinen, suppy C [—1,1] ja [, ¥ =
Kaikilla n € N méaritellaan Silottaja69 Yn(x) = np(nz), jolloin ¢, € D(R) on ei-
negatiivinen, suppt C [—1,1] ja [ ¢, = 1. Liséiksi D"y, |l = ™| D*)]|o
kaikilla £ € N.

Maaritelma 12.10. Lebesgue-mitallisen funktion f: R — R konvoluutiosilotus on
funktion ja silottajan konvoluutio

fo = (f x1y) :R—)R::I:H/f(x—t)wn(t)dt.
R
Vastaavasti médritelladn distribuution konvoluutiosilotus v, * A.

Huomautus 12.11. Konvoluutiosilotusten jonolla on seuraavat ominaisuudet: Kai-
killa ¢ € D(R), A € D(R)*
(1) pxp, > ¢ € D(R).
(2) Y x A — A € D(R)* topologiassa w* = o(D(R)*, D(R)). Huomaa tulkinta:
téssé 1, * A tarkoittaa sddnnollistd distribuutiota Ay, .
(3) Erityisesti ovat siis siledt funktiot tihedssd distribuutioiden avaruudessa ai-
nakin distribuutioavaruuden standarditopologiassa w* = o(D(R)*, D(R)).

Todistus. Jokaiselle jatkuvalle funktiolle f : R — C pétee tietenkin, ettd fx, — f
tasaisesti kompakteissa joukoissa. Soveltamalla titd funktioon f = DFy saadaan
kompakteissa joukoissa tasainen suppeneminen D*(yp * 1b,) = D*p x ¢, — DFp.
Koska supp ¢ on kompakti ja suppt¢ C [—=, 1], niin kaikkien funktioiden ¢ * 1,
kantajat sisdltyvit johonkin samaan kompaktiin joukkoon, misté saadaan koko R:ssé

kaikille & tasainen suppeneminen D¥(¢ * 1,,) — D¥. Niin on (1) todistettu

08Ks. esim. [3], Thm 3.27.
69Engl: Approximative identity, mollifier tai smoothening.
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Kohta (2) seuraa edelld saadusta ja lauseen 12.8 kohdasta (iii), silla

(2, A) = (Ax)(0)
= lim(A * (¢ x ¢))(0)
= lim((A * ) * ¢)(0)
= lim (@, A * 1,). U

12.4. Kahden distribuution konvoluutio.

Mairitelméa 12.12. Distribuutioiden A; ja Ay € D(R)* konvoluutio on distribuutio
Al*A2:(5oo(A1*-)o(A2*-):

o= (9, A x Ag) = (Ar * (As % 9))(0) € C,

joka osoittautuu olevan hyvin mééritelty distribuutio ainakin silloin, kun edes toisella
distribuutioista A; ja Ay on kompakti kantaja.

Huomautus 12.13. Selvittddksemme milloin on olemassa jatkuva lineaarikuvaus

AQ*-

D(R) % Ay d

DR) = D[R) 3 C

tarkastamme, milloin sen osat ovat hyvin mééritellyt ja jatkuvat. On mm. huoleh-
dittava siité, ettd (A *-) on médritelty ja jatkuva kuvajoukossa {Azx¢ | ¢ € D(R)}.
Seuraavat lauseet selvittidvit ndmé ongelmat.

Lause 12.14. Olkoon A € D(R)*. Kuvauksella L : D(R) — C®°(R) : o — A x ¢ on
seuraavat ominaisuudet:

(1) L on jatkuva lineaarikuvaus D(R) — C*(R).

(2) L kommutoi siirtojen kanssa, ts. kaikilla x € R on 7,L = Lo,

(3) Ei ole olemassa muita siirtojen kanssa kommutoivia jatkuvia lineaarikuvauk-
sia D(R) — C*®(R) kuin edelli kohdassa (1) mainitut kuvaukset L = A x -,
missd A € D(R)*.

(4) Ayx- = Aox- = Ay = Ao, joten vastaavuus A — Ax- on injektiivinen ja siis
bijektio D(R)* — {siirtojen kanssa kommutoivat jatkuvat lineaarikuvaukset
D(R) — C*(R)}.

Todistus. (1) Olemme jo lauseessa 12.8 todistaneet, ettd A * ¢ € C*(R), kun ¢ €
D(R). Tietenkin L on lineaarinen, joten sen jatkuvuuden voi tarkastaa lauseen
9.16 avulla eli riittda nayttad, ettd kuvauksen L rajoittuma jokaiseen aliavaruuteen
Dk (R) on jatkuva. Koska sekd Dy (R) ettd C°(R) ovat Frechet'n avaruuksia, riittdé
suljetun kuvaajan lauseen 4.19 mukaan todeta, ettd jokaisella téllaisella rajoittumal-
la on (jono-)sujettu kuvaaja. Oletetaan ¢, — ¢ € Dg(R) ja A x ¢, — f € Dg(R).
On osoitettava, ettd kaikilla z € R on f(z) = (A * ¢)(z). Olkoon z € R. Koska
ToPn — Tz avaruudessa D(R), niin todella

Fla) = lim (A% p,)(x) = m (oo, A) = {rop, A) = (A % 0)(x).

(2) Kommutointi seuraa edellisestd kohdasta ja siité, ettd 7,L = L o 7.
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(3) Olkoon L jatkuva ja siirtojen kanssa kommutoiva. Mééritelladn A : D(R) — C
asettamalla (p, A) = (Lp)(0). Koska peilauskuvaus ¢ — ¢ on jatkuva lineaariku-
vaus D(R) — D(R) ja evaluaatiokuvaus Ag : ¢ +— ©(0) on sekin jatkuva, A on
distribuutio. Oletimme siirtojen kanssa kommutoinnin 7, = L o 7., joten

(Lp)(x) = (T2 L) (0) = (LT_5)(0)
= ((Ta0)™, ) = (1p, A) = (A x ) ().

(4) Riittéa osoittaa, ettd Ax- =0 = A = 0. Olkoon A * - = 0. Silloin kaikilla
¢ € D(R) on (A, @) = (A*)(0) =0. O

Seuraavaksi laajennetaan funktion ja distribuution konvoluution mééritelméa 12.6,
jossa funktio oli kompaktikantajainen, tilanteeseen, jossa funktion kantajasta ei sa-
nota mitéddn, mutta distribuutio on kompaktikantajainen:

Maiaritelma 12.15. Funktion ¢ € C*(R) ja kompaktikantajaisen distribuution
A € D(R)* konvoluutio on C*-funktio

(0 x A)(2) = (m=(2), A).

Lause 12.16. Funktion ¢ € C*(R) ja kompaktikantajaisen distribuution A € D(R)*
konvoluutiolle p x A € C*> pdtee kaikille v € R ja n € N:

(1) 72(Ax @) = (7o) % o = A (o)

(ii) D(Axp) = (DA)x o =Ax(Dyp)

Jos lisiksi ¢ € D(R), niin
(i) Axp € D(R) ja
(iv) A (px1p) = (Ax @) = (Ax) * .

Todistus. Kohdat (i) ja (i) todistetaan samaan tapaan kuin lauseessa 12.8. Kohdan

(iii) todistamiseksi huomataan, ettd supp(7,1)) = = — supp ), joten jos supp A N

(x — supp®) = 0, niin (A x ¢)(x) = 0. Toisin sanoen (A * ¢)(x) = 0, kun = ¢

supp A N'supp ¢ ja siis supp(A * 1) C supp A + supp ¢ on kompakti.

Kohta (iv) todistetaan palauttamalla se vastaavaan kohtaan lauseessa 12.8. Sita
varten tarkastellaan avointa, rajoitettua joukkoa W O supp A. Valitaan kompak-
tikantajainen apufunktio ¢y € D(R), jolla gy = @ joukossa W + supp . Nyt
joukossa W pitee (¢ * 1)~ = (pw * )™, joten

(12.3) (A (9 19))(0) = (A * (pw * 1)) (0).

Koska kaikilla —s € supp v pétee 7,0 = 7,@w joukossa W, niin A x ¢ = A x oy
joukossa — supp . Néin ollen

—~

)

~— ~—

(12.4) (A ) =) (0) = ((A* ow) x¥)(0).
Koska supp(A x 1) C (supp A + supp ¢), niin
(12.5) (A t)) x9)(0) = ((Ax 1)) * ow)(0).

Viite arvolla z = 0 seuraa nyt siitd, ettd yhtdloiden (12.3)—(12.5) oikeat puolet ovat
samat lauseen 12.8 nojalla. Yleinen tapaus saadaan jélleen soveltamalla jo saatua
tulosta funktioon 7_,1. 0
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Huomautus 12.17. Méiritelmén 12.12 mukaan kaikilla ¢ € D(R) pétee
(9, A1 xAg) = (A (A2 % 9))(0) € C.

Maaritelmén 12.12 lauseke on edelld todetun mukaan mielekés, joten distribuutioi-
den A; ja Ay € D(R)* konvoluutio Ay * Ay on olemassa ja Ay x Ay € D(R), kun
edes toisella niistd on kompakti kantaja. Verifioidaan vield jatkuvuusehto A; x Ay €
D(R)*. Oletetaan, ettd ¢, — 0. Lauseen 12.14 kohdan (1) nojalla (As * -) on jat-
kuva kuvaus D(R) — C*(R), joten Ay x ¢, — 0 avaruuden C*(R) topologiassa.
Jos supp Ay on kompakti, niin Ay % ¢, — 0 avaruuden D(R) topologiassa. Siis

(p, A1 % No) = (A x (Ag % ¢,))(0) — 0.
Lause 12.18. Olkoot Ay, Ay ja A3 € D(R)*.

(1) Jos ainakin toinen distribuutioiden Ay, Aoy kantajista Ky, Ko on kompakti,
nitn Ay x Ay = Ay x Aq.

(2) Jos ainakin toinen distribuutioiden Ay, Ao kantajista Ky, Ko on kompakti,
nun KA1*A2 C Ki+ K.

(3) Jos ainakin kaksi distribuutioiden Ay, Ao, A3 kantajista Ky, Ky, K3 ovat kom-
pakteja, niin (Ay * Ag) x Ag = Ay * (Ay x A3).™

(4) Kaikilla A € D(R)* on DA = (Déy) * A ja o9 x A = A.

(5) Jos ainakin toinen distribuutioiden Ay, Ay kantajista Ky, Ko on kompakti,
niin D(Ay x Ag) = (DAy) * Ay = Ay x (DA).

Todistus. (1) Olkoon ¢, ¥ € D(R). Koska funktioiden konvoluutio on kommutatii-
vinen, niin lauseen 12.8 mukaan
(Arx Ag) * (@ )) = Ay (Mg x (0 90)) = Ay (A % ) % 00) = Ay x (¥ % (Ao ).

Jos K5 on kompakti, niin sovelletaan lausetta 12.8 uudelleen. Jos taas K; on kom-
pakti, niin vedotaan lauseeseen 12.16. Kummassakin tapauksessa saadaan

(A1 # Ag) * (0 *9) = (A1 %) = (Ao ).
Koska ¢ x 19 =1 * ¢, saadaan samanlaisella laskulla myos
(Mg Ay) * (@ *0) = (Mg ) (A % 0).

Kummassakin yhtdlossé oikea puoli on kahden funktion konvoluutio, ja funktioiden
konvoluutio kommutoi, joten ne ovat samat. Siis

(A1 Ag) % (@ x 1)) = (Ao x Ap) x (0 % ¢)
eli
(A1 % Ag) x @) x p = (A2 * A1) * ) x 2.
Lauseen 12.14 todistuksen yksikésitteisyyskohdan mukaan Ay x Ay = Ay *x A;.
(2) Olkoon ¢ € D(R). Pieni laskelma osoittaa, etté

<90a Ay x A2> = <(A2 * @)N>A1>‘

Kohdan (1) nojalla voimme olettaa, ettd nimenomaan K, on kompakti. Lauseen
12.8 todistuksesta kay ilmi, ettéa

supp(Ag * @) C Ky — K.

"OVaro! Vastaava ei péide elleivit distribuutiot ole kompaktikantajaisia!
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Siis (Al*Ag) :07 kun KlﬂKw—Kg :w, eli Kl—f—Kng(p:@

(3) Kohdasta (2) seuraa, ettd seki (A;+Ag)*x Az ettd Ajx(Ag*xA3) on médritelty, kun
ainakin kaksi joukoista K;, Ko, K3 ovat kompakteja. Jos ¢ € D(R), niin suoraan
distribuutioiden konvoluution méaéritelmésta seuraa, etté

(Al * (AQ * A3)) * Q= Al x ((AQ * A3) * gO) = A1 * (AQ * (Ag * QO))
Jos K3 on kompakti, niin
((Al * AQ) * Ag) * Q= (Al x AQ) * (A3 X QO) = A1 * (AQ * (A3 * gO)),

silld lauseen 12.8 mukaan Aj * ¢ € D(R). Yhdistdmalld ndmé tiedot saadaan véite
(3) siind tapauksessa, etti K3 on kompakti. Jos K3 ei ole kompakti, niin K; on
kompakti, ja silloin edellinen tapaus yhdistettynd kommutatiivisuustulokseen (1)
antaa

Ak (AoxA3) = Apx(AsxAg) = (AgxAg)x Ay = Agx(AgxAy) = Agx(A1xAs) = (Ar1xAg)xAs.
(4) Jos ¢ € D(R), niin Jp * ¢ = ¢, onhan
(00 * @) (x) = d0(T2p) = (120)(0) = p(—x) = (x).
Néin ollen ensimmaéinen véite saadaan kohdasta (3) ja lauseesta 12.8 seuraa, etté
(DAy) x o = Ay x Do = Ay % D(0g x p) = Ay x (Ddg) * .
Viite 6y * A = A seuraa tasta.
(5) Kohdista (4),(3) ja (1) saadaan:
D(Ay % Ay) = (Ddo) * (A1 % Ag) = ((Ddo) * A1) x Ay = (DAy) x Ay
ja
(Ddg) * Ay x Ay = (A1 % Ddg) * Ao = Ay * (Ddg * Ay) = Ay x DA,

13. HITAASTI KASVAVIEN DISTRIBUUTIOIDEN FOURIER-MUUNNOS

13.1. Testifunktioavaruus S(R) ja hitaasti kasvavat distribuutiot.
Kahden distribuution A; ja Ay konvoluutio voi olla méaéritelty myos, vaikka kum-
pikaan ei olisi kompaktikantajainen — n#inh#n on asianlaita esimerksi L2-funktioille.

Masiritelmé 13.1. Hitaasti kasvava distribuutio™, kuuluu seuraavassa méaaritelti-
vén funktioavaruuden S(R) duaaliin.

Maaritelma 13.2. Nopeasti vihenevien funktioiden avaruus on

S(R) = {f € C*(R) |sup(1 + 2*)V|D"f(x)| < oo VN,n e N}.
z€eR
Siled funktio f on siis nopeasti vahenevé, jos jokainen sen derivaatatta konvergoi
+o0:ssé nollaan, vaikka se kerrottaisiin milla tahansa polynomilla.
Yhtéapitavaa on tietenkin vaatia, ettd jokainen sen derivaatatta pysyy rajoitettuna
funktiona, vaikka se kerrottaisiin milld tahansa polynomilla.

71Engl. tempered distribution.
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S(R) varustetaan normien

sup(1 + 22N | D" f(z)| (N,n € N)

z€R

maaradamalla lokaalikonveksilla topologialla.

Lause 13.3. S(R) on Fréchet’n avaruus.
Todistus. Helppo harjoitustehtévé (0.0.111). u
Lause 13.4. Nopeasti vihenevien funktioiden avaruudella S(R) on seuraava yhteys

testifunktioavaruuteen D(R):

(1) D(R) on tihed avaruudessa S(R).

(2) Inkluusio D(R) — S(R) on jatkuva™.

(3) S(R)* € D(R)* eli hitaasti kasvavat distribuutiot ovat distribuutioita sanan
atkarsemmassa merkityksessd.

Todistus. (a) Olkoon f € S(R). Valitaan ¢ € D(R) siten, ettd ¢(z) = 1, kun |z| <
1. Médritellddn f;(z) = f(2)¥(5). On osoitettava, ettd kaikilla N € N suppenee
(14 22)ND"(f; — f) — 0 tasaisesti. Merkitéiin P(z) = (1 + 2%)V

P(2)D"(fy(@) = f(x)) = P()D" (f(2) (6(2) — 1))
— P(2) > D" f(2) - D" (w(2)) = 1),

Kun j > m, niin D"* (1/)(%)) —1) = 0 valilla [-m, m]. Koska f on nopeasti vihenevi,
niin py i (f) = sup,ep(1+2%)V|D" f(x)| < oo, kaikilla k = 0, ..., n. Muuta ei tarvita.

(b) Koska polynomit ovat jatkuvia ja siis rajoitettuja kompakteissa joukoissa, niin
S(R) indusoi aliavaruuksiinsa Dy (R) niiden oman topologian, siis saman kuin D(R).
Inkluusiot Dg(R) — S(R) ovat siis jatkuvia, joten tarkan induktiivisen limeksen
ominaisuuksien 9.16 mukaan inkluusio D(R) — S(R) on jatkuva.

(c) Seuraa kohdista (a) ja (b). O

Esimerkki 13.5. Seuraavat ovat hitaasti kasvavia distribuutioita:

a) kompaktikantajaiset distribuutiot
b) positiiviset Borel-mitat p, joilla on olemassa k € N siten, etta:

dp() ~
/Ru ey S

c¢) mitalliset funktiot g, joilla on olemassa p € [1,00[ ja N > 0 siten, etté

g(x) ~
/R<1+ ERA

d) polynomit.

"Tietenkiiéin metrisoitumaton D(R) ei ole metrisoituvan S(R):n aliavaruus.
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Todistus. (a) Olkoon K = supp A kompakti. Valitaan apufunktio ) € D(R) joka
saa arvon 1 avoimessa joukossa U D K. Olkoon

(f,A) = (fu,A)

Jos fi — 0 avaruuden S(R) topologiassa, niin f;3) — 0 avaruuden D(RR) topologiassa,
joten A € S(R)*. Toisaalta kaikille ¢ € D(R) on (f,A) = (f, A).

(b)  Olkoon y Borel-mitta, ja k € N siten, ettd [, ﬁ < oo. Pitdd ndyttid, etta

f— fR f dp on jatkuva avaruuden S(R) topologiassa. Oletetaan f; — 0 avaruuden
S(R) topologiassa, jolloin erityisesti [|(1 + |z|?)* f;(2)]|c — 0. Nyt

1+ |z*)k dpu(x)
il =1 [ ol =1 [ TEHT o)l <0+ oFs @, | T

(c) Tassa (p,A\g) = [ pgde. Tapaus p = 1 on erikoistapaus kohdasta (b). Jos
taas p €]1,00[, niin muistetaan Hoélderin epdyhtdilo, jonka mukaan: Jos p > 1 ja
q > 1 siten, ettd % + % =1,sekd f € LP ja g € L9, niin

|/ngd“’ < (/X|f|pdu); (/R|g|qczﬂ>é

Jaetaan integroitava sopivasti tekijoiksi, sovelletaan Holderin epayhtéloa ja muiste-
taan, etté tavoitteena on |(p, A,)| < C||D*¢(z)(1 + |2]?)V ||« joillekin N, k ja C.

(o, Ag)] = I/sogdrﬁl

9=
’/ N2 gy 4o

TV
=C=vakio

1

<c ( [le@+ ey d:c);
=0 ([ lot@at Lo - fafy ) o)
< Clla)(1-+ o) - [ [0+ Jaf) da:);

s

vV
vakio<oo kun M riittdvan suuri

(d) Polynomi toteuttaa edellisen kohdan ehdon. O

Huomautus 13.6. Derivaatan médritelmi antaa aiheen tarkastaa kaikkien distri-
buutioita koskevien lauseiden ja késitteiden yhteyden hitaasti kasvaviin distribuu-
tioihin ja vihjaisee, ettd on vield tarkasteltava testifunktioavaruutta S(R). Téssé on
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itse asiassa hyotyéd Fourier- muunnoksesta, joten jatdmme esimerkiksi hitaasti kas-
vavien distribuutioiden konvoluution tutkimisen hiukan tuonnemmaksi. Derivoinnin
ja funktioiden tulon jatkuvuus kannattaa kuitenkin heti todeta:

Lause 13.7. Seuraavat lineaarikuvaukset S(R) — S(R) ovat jatkuvia:

(1) Derivointi.
(2) Kertominen milld tahansa polynomilla Q.
(3) Kertominen milld tahansa nopeasti vihenevalld funktiolla g.

Todistus. (1) Tavoitteeksi riittaa kaikilla N,k € N, p € S(R)

11+ |2)Y DM (D) (@) oo < CIIA+ |2*)Y D () [l

joillekin N’ k" ja C. Voidaan valita C =1,k =k +1ja N’ = N.
(2) Tavoitteeksi riittdi kaikilla N,k € N, o € S(R)

11+ [2)Y DM@ - ¢) ()]l < Z | P (= ()] o0
joillekin N’ € N ja polynomeille Py, ..., Py. Tulon dervoimiskaava antaa
k
11+ |2V DHQ - ) (@)oo = 11+ |2V D (DQ())(DF 7 pn(@)) [l
7=0

k
<D A+ 2PN DIQ) (D ipn(2)) oo
=0
(3) Tavoitteeksi riittdd kaikilla N,k € N, ¢ € S(R)

1L+ [2)M DM (g - o) (@)oo < C Y 11 P (@) DY o) o0

joillekin N € N, C' > 0 ja polynomeille P,..., Py. Tulon dervoimiskaava
antaa

11+ )Y DM (g - @) (@)oo = (1 + | NZ (DM on(@)

<D N+ 2PN (D7 g(@) (DF (@) oo

=0

< max |[D7g( llooZHHm (D" ()]

1<j<N
UJ

Seuraus 13.8. Hitaasti kasvavan distribuution derivaatta on hitaasti kasvava di-
stribuutio.
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Todistus.
ja edellisen lausen 13.7 kohta (1). O

13.2. Klassinen Fourier-muunnos.

Maaritelma 13.9. Fourier-muunnos maéritellddan eri funktio- ja distribuutioava-
ruuksissa vaiheittaisten laajennusten kautta.

Merkintojen yksinkertaistamiseksi vaihdetaan aluksi avaruuteen R Lebesguen mi-
tan dz tilalle skaalattu mitta dm = \/%7 dx.

Miisiritelmés 13.10. L!(R)-funktion f Fourier-muunnos f eli F(f) méiritellizin
suoraan klassisella lausekkeella:

ft) = % / f()e i dy = / F(@)e = dm.

Huomautus 13.11. Alkuperédinen funktio f on kompleksiarvoinen — se saa siis
tietenkin olla reaaliarvoinen. Sama koskee muunnosta f.
Méaritelmén voi kirjoittaa lyhemmin:

ft) = [ se-vdm,
R
misséd mitan lisdksi myo6s eksponenttifunktiota on vihdn korjailtu asettamalla
er(r) = e

Skaalaamme viela konvoluutz’okdsitettdkm asettamalla:
(F20)@) = =/ *9)la /fx— dmfy).

Néin Fourier-muunnoksen maarltelma saa vield lyhemmé&n muodon:

() = (f #e)(0).
Huomautus 13.12. Korjaillulla eksponenttifunktiolla e;(z) = e on seuraavat

ominaisuudet:
a) e(r+y) =e(x)e(y), ts. e, on ryhmiahomomorfismi (R, +) — (C*,-). Kuva-
joukko on {z € C | |z| =1}, eli kyseessé on ryhmén (R, +) "karakteeri”.”
b) e(x) = ea(?) |
¢) De; = ite, ja siis jokaiselle polynomille P(z) = > \;27 on

Z)\]DJQt = P(Zt) + Gt
Jos tdmén yhtdlon vasemman puolen differentiaalioperaattoria merkitaén ly-
hemmin > A; DY = P(D), niin yht#l saa muodon
P(D) [ P(Zt) * €
Lause 13.13. LY(R)-funktioiden Fourier-muunnoksella F : f |—>f on mm. seuraa-
vat ominaisuudet:”* Kaikilla f, g € L'(R) ja x, t € R:

"Tshiin perustuu mahdollisuus yleistéiéi Fourier-muunnos muihin topologisiin ryhmiin.

"Eiksé merkinnille { vol mitdin?
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a) F on lineaarinen

b) (1af)” =e—f

&) (eaf)” = 7uf

d) (f*9)" =19

e) (§ () = Af(M) , kun X > 0. Merkintdi { tarkoittaa tissd funktiota x w—

a) on ilmeinen.

(b) (r.f)" (1) = / (ref)e_sdm = / FT_se_sdm = / Fei(w)e_rdm = e_()f (1)

© () O = [(eflesm = [ Feuydm =050
(d) ja (e) Tehtéva 0.0.114. O

Huomautus 13.14. L*(R)-funktioiden avaruudessa Fourier-muunnos f + foeli
f = F(f) maaritellddn yleensd seuraavalla jatkamistoimenpiteella:

(1) Leikkauksessa L'(R) N L?(R) Fourier-muunnos on kohdassa 13.10 jo mééri-
telty, koska klassinen mééritelmé pétee avaruudessa L'(R).

(2) Leikkaus L'(R) N L*(R) on tihed avaruudessa L?(R).

(3) Fourier-muunnos F on || - [|o-isometria L'(R) N L?(R) — L?*(R) ja on siis
jatkettavissa isometriaksi F : L? — L2

(4) Fourier-muunnos F osoittautuu surjektioksi L?(R) — L?*(R), siis Hilbert-
avaruuden isometriseksi isomorfismiksi.(Plancherelin™ lause.) F siilyttii
siis myos avaruuden L2(R) sisitulon.(Parsevalin™ kaava.)

(5) Aliavaruudessa L'(R) N L?(R) Fourier-muunnoksen kéinteiskuvauksella F !
on klassinen lauseke”” (Inversiokaava.):

Flg(x Jetdt = | geydm = (g4e,)(0).
)= 7 Jooa= |

Haluamme mééritelld Fourier-muunnoksen kaikille nopeasti vaheneville funktioille
ja hitaasti kasvaville distribuutioille. Todistamme samalla edelliset véitteet yleisem-
mén teorian sivutuotteena.

13.3. Nopeasti vihenevien testifunktioiden Fourier-muunnos.

Lause 13.15. a) Funktiolle f € S(R) pdtee
(Df) (1) =itf(t) ja
(2f)"(t) = =DJ(?).
ja siis jokaiselle polynomille P(z) o
(P(D) f)"(t) = P(z‘t) f(t) g

">Michel Plancherel 1885-1967, Sveitsi.
"6Marc-Antoine Parseval des Chénes 1755-1836, Ranska.
""Huomaa eksponentin merkki!
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b) Fourier-muunnos

]—":fn—>f(t):/Rfe_tdm

on jatkuva lineaarikuvaus™ S(R) — S(R).

Todistus. (a) Lauseen 13.7 mukaan D f € S(R). Siis pétee
(D) )t) = (Df) %e)(0) = (f # Dey)(0) = (f #iter) (0) = it - (f % )(0) = it f (1),

joka on véitteen (a) ensimmaéinen yhtélo. Toisen todistamiseksi lasketaan derivaatta
D f médritelmén mukaan, siis erotusosaméirin raja-arvona:

f(HEi </f e~ g — /f mdm)

/ e f ()L e ()

S /R 2f(@) e dm(z) = —(f)" (8).

Rajankéynti on luvallinen Lebesguen dominoidun konvergessin lauseen nojalla, on-
han zf € L'(R) ja |e™!| = 1. Viite toimii siis ensimmiiiselle derivaatalle. Ylemmille
derivaatoille ja differentiaalioperaattorille P(D) se saadaan induktiolla.

(b) Olkoon f € S(R). Merkitiin g(z) = (—1)*z* f(z). Téllsin g € S(R). Kohdan
(a) mukaan § = D*f ja kaikilla polynomeilla

P(z)D*f(z) = P(x)j(x) = (P(=D)g)" (x)

on rajoitettu funktio, koska P(D)g € L'(R). Siis f € S(R) (13.2).
Jos f; — f avaruudessa S(R), niin voi pienelld laskulla todeta, ettd f; — f myos

avaruudessa L'(R). Téstd seuraa, etti f;(t) — f(t) kaikilla ¢ € R. Pisteittéisesti
konvergenssista saadaan suljetun kuvaajan lauseen 4.20 avulla konvergenssi avaruu-
dessa S(R). 0.

Seuraavat lauseet tédhtéédvit inversiokaavan todistamiseen avaruudessa S(R).

Lause 13.16. Jokaisen L'(R)-funktion f Fourier-muunnokselle pitee

1 lloe < 11£1Ir-

Lisdksi f : R — C on jatkuva funktio, joka hdavidd rajoilla +o00.

Todistus. || f|lse < ||f||1 seuraa suoraan siité, etté |e,(x)| = 1 kaikilla z € R.
Olkoon f € L'(R). Koska S(R) on helposti huomattavissa tiheiksi avaruudessa
LY(R), voidaan valita jono (f,)ny C S(R), jolla || f, — f|l1 — 0. Koska F on kuvaus
S(R) — S(R), niin jokainen f, kuuluu avaruuteen S(R) ja on siis jatkuva funktio
ja hivida rajoilla +oo. Koska todistettiin || f||o < ||f||1 kaikille f € L*(R), niin siis
myos || fn— flleo < ||fn—fll1 = 0, joten myos f on jatkuva funktio ja hévida rajoilla
+o00. U

"80soittautuu kohdassa 13.18 jopa isomorfismiksi.
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Lemma 13.17. Kellokiyriifunktio ¢(z) = e~/ on nopeasti vihenevi ja silli on
ominaisuudet

W o=6

b) ¢(0) = [ ¢ dm.
Todistus. (a) gb on lineaarisen homogeenisen differentiaaliyhtélon ¢’ + xy = 0 rat-
kaisu, samoin ¢ Siis ¢/ q§ on vakio. Koska lisdksi kumpikin funktio saa pisteessé 0

arvon 1, niin (b }.
(b) Fourier—muunnoksen klassinen mééritelméa antaa yhdessd (a)-kohdan kanssa

00)= (0 = [ ¢dm= [ dam. D

Lause 13.18. (Inversiokaava) Nopeasti vihenevien funktioiden Fourier-muunnok-
sella on seuraavat ominaisuudet:

a)
9(z) Z/Rﬁex dm.

b) Fourier-muunnos

T fe f@) /fetdm

on lineaarinen homeomorfismi S(R)

c) Inversiokaava pitee L'(R) funktzozlle stind muodossa, ettd jos seka f ettc’z’f
ovat integroituvia, nitn melkein kaikilla v € R on

= / fer dm.
R

Todistus. Jos sekd f ettd g ovat integroituvia, niin Fubinin lausetta voi soveltaa

integraaliin
[ [ @gtwe-an
R JR
jolloin eri integroimisjéarjetyksistd sadaan
(13.1) /fgdm:/fgdm.
R R
(a) Koska g(z) = 7_,¢(0), riittdi todistaa inversiokaava kohdassa z = 0 eli

9(0) = /R g dm.

Valitaan yhtélossd (13.1) f(z) = ¢(5), missd A > 0 ja ¢ on lemman 13.17 kellokéy-
rifunktio ¢(z) = e~**/2. Saadaan

[ anéndme) = [ o (%) i) dmiv)

Pieni muuttujanvaihto vasemmalla puolella antaa

t@maé@mmw=4¢@mme@.
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Kun A — oo, niin g (£) — 0 ja ¢ (%) — ¢(0), ja Lebesguen dominoidun konver-
genssin lause antaa siis

gm[éﬁdm::¢myégdm,

joka on sama kuin viite, koska ¢(z) = e=*"/2,

(b) Kohdan (a) nojalla on ilmeisté, ettd Fourier-muunnos F : g — ¢ on injektio
S(R) — S(R). Liséksi inversiokaavasta voi padtelld, ettd (FoF)g (x) = g(—x), joten
F* on identtinen kuvaus ja siis F(S(R)) D F(F3*(S(R))) = F4S(R)) = S(R), joten
F on surjektio, siis bijektio. Kuvauksen F jatkuvuus on jo todistettu kohdassa 13.15

ja kddnteiskuvaus F3 on siis myos jatkuva.
(c) Olkoon

fo(a:):/Rfexdm.

Sijoittamalla tdmé& yhtéloon 13.1 saadaan vield kerran Fubinin kaavaa kayttamaélla

/RfoédmZ /ngdm.

Tamé on voimassa kaikille g € S(R) eli kaikille § € S(R), erityisesti kaikille § €
D(R), eli [,(fo— f)pdm =0 kaikille ¢ € D(R). Siis fo = f mk. O

Seuraus 13.19. Nopeasti viheneville funktioille f ja g pdtee:

a) (f
b) f

= fEgja
e S(R).

Todistus. (a) Lauseen 13.13 mukaan F(f % g) = F f-Fg. Valitaan f:n ja g rooleihin
F [ ja Fg ja saadaan

(F(f#9))(x) = (F*f)(@) - (Fg)(x) = f(=2) - g(=2) = (fg)(~x) = F*(fg)(x).

Sovelletaan saatuun yhtilson (F(f %)) = F2(fg) puolittain kifinteiskuvausta F !
ja saadaan viite (a). Koska tietenkin fg € S(R), niin S(R) > (fg)" = f%g, mista
(b) seuraa, koska F on surjektio S(R) — S(R). O

Lause 13.20. (Plancherelin ja Parsevalin kaavat) Fourier-muunnoksella F :
S(R) — S(R) on yksikdsitteinen jatko isometriseksi isomorfismiksi F : L*(R) —
L2(R).
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Todistus. Selvisti S(R) € L*(R). Osoitetaan, ettd F : S(R) — S(R) siilyttda
Hilbert-avaruuden L?(R) siséitulon ja siis myds normin: Olkoot f ja g € S(R). In-
versiokaavasta saadaan (tdssd ylaviiva edustaa kompleksikonjugaattia):

(9. ) = / gf dm = / 5(x)/( / F(t)e™ dm(t)) dm(z)
/ £t / et dm(a)) dm(t

/ F(t) / =z dm(x)) dm(t) = (3, f)
A F®)g(t)ydm(t) = (g, f).

S(R) on helposti huomattavissa tiheéiksi myos avaruudessa L?(R). Fourier-muunnos
on siis isometrinen bijektio metrisen avaruuden L*(R) tiheéltd aliavaruudelta S(R)
saman avaruuden L?(R) tihedlle aliavaruudelle S(R). Jatko tdydentymien vélille on
isometria L*(R) — L?(R). Hilbert-avaruuden isometrinen isomorfismi siilyttad tun-
netusti myos sisdtulon, joten Parsevalin kaavakin on tullut todistetuksi avaruudessa
Lo(R). O

13.4. S(R)*-distribuutioiden Fourier-muunnos.
On aika méadritelld distribuutioiden Fourier-muunnos.

Maéritelma 13.21. Hitaasti kasvavan distribuution A € S(R)* Fourier-muunnos
maéadritelladn yhtalolla

(o, ) = (o, A),
toisin sanoen distribuutioiden Fourier-muunnos on testifunktioiden Fourier-muun-
noksen topologinen transpoosi.

Esimerkki 13.22. Olemme kohdassa 13.7 todenneet, ettd hitaasti kasvavilla distri-
buutioilla on olennaisesti samat laskennalliset ominaisuudet kuin funktioilla, esimer-
kiksi derivointi, kertominen polynomilla. ja kertominen nopeasti vahenevélla funk-
tiolla ovat jatkuvia lineaarikuvauksia S(R)* — S(R)*. Nyt todetaan, ettd myos
hitaasti kasvavien distribuutioiden Fourier-muunnoksella on olellisesti samat lasken-
nalliset ominaisuudet kuin funktioiden Fourier-muunnoksella.

Lause 13.23. Hitaasti kasvavilla distribuutioilla ja niiden Fourier-muunnoksella
F:SR)" - S(R)*: A — A. on seuraavat laskennalliset ominaisuudet:

Kaikilla A € S(R)*, ¢, € S(R), f € L' (R) on

a) Aj (Af)A, eli Ary = F(Ag), kuten sopii odottaakin, erityisesti:

b) 1—(5()]&50—1 eli F1 = 6g ja Fég =1
c) F on lineaarinen homeomorfismi S(R)* — S(R)*.
d) F* on identtinen kuvaus, ts. F~ ' = Fo Fo F.
)
)

f
(DA)" = itA ja (zA)" = —DA eli F(DA) =itFA ja F(zA) = —DFA
(Inversiokaava) (A)" = A, eli (F)2A = A, missi (p, A) = (p, A).

e
f
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Todistus. () (Ag)"(8) = As(0) = Jo S0 = Jy f6 = (A)(0).
(b) (¢,1) = Jpddm, joten (¢,1) = (¢,1) = [y ¢dm = $(0) = (¢, do). Toiset

yhtalot todistetaan vastaavasti.
(c) seuraa lauseesta 10.11, silld F on lineaarisen homeomorfismin transpoosi.
(d), (e) ja (f) seuraavat heti méadritelmésté ja siitd, ettd nopeasti vihenevien
funktioiden Fourier- muunnoksella on vastaava ominaisuus. U

Masritelma 13.24. Hitaasti kasvavan distribuution ja nopeasti vahenevén funk-
tion konvoluutio maéritelladn yhtalolla

(0 x A)(2) = (2(£), A),
joka tietenkin yhtyy aikaisempaan médritelméén 12.6, jos A = Ay on kompaktikan-
tajainen testifunktio.

Seuraava lemma on tarpeen hitaasti kasvavien distribuutioiden konvoluutioiden
derivoimiseksi. Todistus perustuu tietoihin Fourier-muunnoksesta:

Lemma 13.25. Derivaatta on erotusosamddrdin raja-arvo myds nopeasti vihenevien
funktioiden avaruuden S(R) topologiassa, ts. kaikilla ¢ € S(R) ja x € R:

o @t ) — (@)

e—0 £

— Dy(x) =0
avaruuden S(R) topologiassa.

Todistus. Koska Fourier-muunnos on avaruuden S(R) topologiassa homeomorfismi,
riittdéd todistaa, ettd avaruuden S(R) topologiassa

by (22 )

e—0 g
eli
li_r>r(1) <]—“g0(x+€) —Fp(x) ngo(m)) 0
€ 3
eli ., .
—UT Joy — —itz ]
i <fR oz +¢)e m— [, e(x)e m it@(t)) 0
€ 9
eli
—it(x—e) dm — —itz ]
1%<&wme m— [y pla)e ﬂy%w@>:0
5 £
eli ‘
) ezat -1 Cite o
lim | — s p(x)e™™ dm(x) —itp(t) | =
eli ~
) e’LE _ 1 . o B
iy (00 - o)) =0
eli

et 1
(e - it) o(t) — 0.
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Tiedossa on, ettd ¢ € S(R). Milld tahansa luvulla & € N ja polynomilla - erityisesti
jokaisella polynomilla P(t) = (1 + 3", on

eist -1 k ) eist -1 )
P(t) - D p(t) —it | = P(t) - M DI — it ) DFIp(t) ] .
00 (SRt - it) = P (;m (1) so<>)
Laskemalla derivaatta huomataan, etta
ol it, kun j =0

(et —1 . icpict . . . ; . .
D’ . —it) =q 5= —i=ie" —i= (" —1)i, kun j =1
ikei=le®t kun j > 2
lim sup

) et 1
D (e _ zt)' —0
e=0 teRr €

Koska ¢ € S(R), niin supg |P(¢t)D*7¢(t)] < oo kaikilla j = 0,. ..k, joten konver-
genssi avaruuden S(R) topologiassa on todistettu. U

joten kaikilla™ j

Lause 13.26. Hitaasti kasvavien distribuutioiden konvoluutiolla ja Fourier-muunnoksella
on seuraavat laskennalliset ominaisuudet: (kaikilla A € S(R)*, o, € S(R), f €
LY(R))

a) Ak € C°(R) ja D(A%x¢) = (DA) %o = A% (Dyp).

b) A% on hitaasti kasvava distribuutio, itse asiassa polynomiaalisesti kasvava

funktio. A
c) (Axp)” =pA.
Q) (A2p)4y = A3 (p# )

Todistus. (a)  Differentioituvuus ja yhtalo (DA) % ¢ = A% (Dy) todistetaan kuten
vastaava kaava 12.8 Schwartzin distribuution ja funktion konvoluutiolle; olennaista
on konvoluution ja siirron kommutointi. Samalla tavalla saadaan

(T“: — TO) (A% ) =A% (Tf — TO) o
S £

Nyt vedotaan lemmaan 13.25 ja saadaan
D(Ax @) = Ax (D).

(b) On osoitettava, ettéd kaikille A € S(R)* ja ¢ € S(R) on olemassa N € N ja
vakio C' = (), siten, ettd

(A% p)(2)] < C(1+2%)".
Koska A € S(R)*, niin kaikille ¢ € S(R)
{0, M) < Crlllln
jollain C7 > 0 ja N € N. Siis
[(Ax @) ()| = 72, M)| < Chl|72]lv-

" Ainoastaan tapaukset j = 0 ja j = 1 teettiviit hiukan pééinvaivaa. Kiytin sarjakehitelmi ja
Leibnitzin kriteerié.
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Viite seuraa nyt siitd, ettd

Im@lly = Stu]llg(l + )N DV (1) = Stulllg<1 + MDY p(w — 1) < 2(1 + 2°) V|| v
€ S

(¢) Koska (b):n mukaan A % ¢ € S(R), niin on olemassa Fourier-muunnos F(A % ¢) €
S(R)*. Koska D(R) on tihesssd avaruudessa S(R), niin myés {¢» | v € D(R)} on
tihedssd avaruudessa S(R), joten riittdad todistaa

(0, (A%9)") = (0, 2A)

kaikille ¢ € D(R). Taméi on suora lasku; ¢:n kompaktia kantajaa tarvitaan inte-
graalimerkin siirrossa hakasulkeisiin: (Vrt. 12.2)

(W, (A#9)") = (. (A3 )

= </_Kw(—x)7xgodm(x),/\>
= ((p*¥)", A)

= ((p*¥)", A)

= <¢A’A>

= (b, @A) O

~

(d) Kohdan (b) mukaan myds kaikille ¢ € S(R) pitee (1, (A% ¢)") = (¢
joten edellisessé laskelmassa kaikki termit ovat yhtd suuria myos, kun ¢ €
Erityisesti

L ¢A),
(R).
(0, (A% @) = {(p*1) ", A)
eli
(Ak@)%9)(0) = (A% (¢ *9))(0),

joka on (c) kohdassa 0. Yleinen tapaus saadaan siirrolla eli korvaamalla v funktiolla

T,
(e) (A%@)" = @A = (pA)” = ((pA)")". (Téssi on merkitty (¢, A) = (¢, A).)

14. SOVELLUS OSITTAISDIFFENTIAALIYHTALOIDEN RATKOMISEEN

Huomautus 14.1. Sobolevin avaruuksia on lyhyesti kisitelty funktionaalianalyysin
monisteessa [1]. Téssé padkohdat:
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14.1. Sobolevin avaruudet.

Huomautus 14.2. Lebesgue’in avaruudet ovat jatkuvien funktioiden avaruuden
Cla, b] tdydentymié || - ||,-normien suhteen. Analyysin tarpeisiin niissé on se vika, et-
td derivaattaa ei ole médritelty edes lihtokohtana olevassa avaruudessa C|a, b]. TAmé&
antaa aiheen tarkastella avaruuden Cla, b] tdydentymén sijasta jatkuvasti derivoitu-
vien funktioiden avaruuden C'[a, b] tiydentymié, normina

1 llper = £ 1lp + 1711,

missd 1 < p < oo.

Kuten Lebesgue’in avaruuksien tapauksessa nytkin tapaus p = oo on késiteltdava
eri tavalla, silld || f||,c: antaa tasaisen suppenemisen seké funktiolle etté derivaa-
talle ja tekee avaruudesta C! tiydellisen tdydentiméttikin®. Tamé heijastuu myos
joihinkin tapauksen p = 1 késittelyssa tuleviin hankaluuksiin.

Ylempié derivaattoja voi ottaa huomioon lahtemélld avaruudesta C"[a, b] ja otta-
malla normin lausekkeeseen kaikki derivaatat. Analyysin kirjoissa tarkastellaan sité
paitsi yleenséd usean muuttujan funktioiden avaruuksia.

Seuraavassa esitelléifin perustapauksesta C[a, b] tiydentdméilld syntyvit Sobolevin
avaruudet W, = WP(Ja,b[) = H"P(Ja,b[) (1 < p < o00). Osoittautuu, ettd ne
voi realisoida seuraavalla tavalla. Merkitdin kompaktikantajaisten C!-funktioiden
aliavaruutta C;.

Maaritelma 14.3. Olkoon 1 < p < oo. Mééaritellaéan

Wh?(Ja, b)) = {f € LP[a,b] | Ju € LP[a,b] se. Vo € C.(]a,b]) : /abgou = —/abgo’f}.

Funktio u € L?[a, b] on funktion f distribuutioderivaatta, heikko derivaatta eli deri-
vaatta.

Huomautus 14.4. Sobolevin avaruudessa on siis funktioita, joiden distribuutio-
derivaatta on sddnnoéllinen.

Huomautus 14.5. Osittaisintegroinnin avulla huomaa, ettéd jatkuvasti derivoitu-
van funktion f distribuutioderivaataksi kelpaa sen tavallinen derivaatta. Taméa antaa
aiheen merkita u = f’ yleisessikin tapauksessa, etenkin kun alkio v € L?[a, b] maa-

riytyy yksikéisitteisesti derivaatan miirittelevisti ehdosta Vo € Cl(]a, b]) : ff ou =
b

— ¢t

Huomautus 14.6. Sobolevin avaruus WP on pisteittéisin laskutoimituksin vekto-

riavaruus. Normi || f||1, = || fll, + || f']|, tekee siitd Banachin avaruuden ja derivoin-
nista f — f’ jatkuvan lineaarikuvauksen W1i? — LP.

Perustelu. Ei kovinkaan vaikeaa, mutta tylsidé laskentoa.

Huomautus 14.7. Sobolevin avaruuden W1'? alkiot ovat luonnollisen normin mie-
lessé likimain samoja kuin jatkuvasti derivoituvat funktiot. Pédtulos on, ettd C'[a, ]
on isometrisen isomorfismin tarkkuudella Sobolevin avaruuden WP aliavaruus ja li-
siiksi tihed, ts. WP on sen tdydentymi. TAma ei ole itsestiin selviii. Historiallisesti

80Tapauksessa p = oo saadaan itse asiassa Lipschitz-jatkuvien funktioiden avaruus.
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on jopa niin, ettd alun perin méiriteltiin erikseen toisaalta avaruus W'? ja toisaalta
taydentamilld syntyvi avaruus HUP; niiden samuuden todistaminen oli aikanaan
merkittava tutkimustulos. Hahmottelemme alla paédkohdat.

Maésritelma 14.8. Olkoot 1 < p < oo. Mééritelldén:

Chlla,b)) = {f € C'(Ja,b | £ ja f' € L¥[a, 8]} ja
H""(Ja,b[) = C,(Ja,b]) : n téydentymé normissa || - |[1,,.

Lause 14.9. Olkoon f € LP|a,b]. Tdlléin f € H'"?(]a,b]), jos ja vain jos on olemassa
avaruuden C)(la,b[) Cauchy-jono g;, jolla ||g; — f|l, — 0.

Lause 14.10. H"?(]a,b]) C W'*(Ja, b|]) normialiavaruutena.

Todistus. Perustelu Olkoon f € H"(]a,b[) ja (g9;)n C C)(Ja,b[) Cauchy-jono, jolla
g; — f. Derivaattojen jono (g7)n C LP[a,b] on Cauchy-jono, siis suppenee, ja on
analyysin rutiinia todeta, ettd sen rajafunktio kelpaa f:n derivaataksi. 0

Lause 14.11. (Friedrichs, Deny ja Lions (1953-54), Meyers ja Serrin®!
1964) H'*(Ja,b[) = W'?(Ja, b]) normialiavaruutena.

Perustelu. Muutaman sivun mittainen todistus l0ytyy reaalianalyysin oppikirjoista.
Tyovaiheita ovat siirtyminen kompaktikantajaisiin funktioihin, silotukset seké reaali-
funktioiden perusominaisuuksien, kuten Urysohnin lemman ja ykkosen C*°-ositusten
kaytto. 0

14.2. Sobolevin lemma. Seuraava lause koskee useampiulotteista avaruutta®?

Maééiritelmi 14.12. (1) Avoimessa 0 C R™ médritelty funktio f on lokaalisti L?
funktio, jos [ f*dx on olemassa kaikilla kompakteilla K C Q.

(2) Lokaalisti L? funktiota g vastaava séénnéllinen distribuutio A,A € D(Q)* on
lokaalisti L* distribuutio.

Sobolevin avaruuteen kuuluva funktio on lokaalisti L?-derivoituva, jos sen distri-
buutioderivaatta on lokaalisti L? funktio.

Lause 14.13. Olkoot n,p,7 € Nn > 0,p >0, r > p+ 5. Olkoon f funktio, jon-
ka ensimmdiset r distribuutio-osittaisderwaattaa f,D;f, ..., D} [ jokaisen akselin
x; suuntaan ovat lokaalisti L* distribuutioita. Huomaa: Oletus koskee vain kaikkia
puhtaastt akselien suuntaisia derivointeja, ei “sekatermejd’”.

Silloin on olemassa melkein kaikkialla funktioon f yhtyvd CP(2)-funktio (Huomaa
p!l). Silld on klassisessa mielessd olemassa samat derivaatat kertalukuun p asti.

Funktio f voidaan siis korjata ndin sddannolliseksi muuttamalla sen arvoja nolla-
mittaisessa joukossa.

FErityisesti, jos f:lli kaikki derivaatat ovat lokaalisti L*, niin f “on” C*-funktio.

Todistus. Ks esim [3]. Todistus kédyttda tietojamme Fourier-muunnoksesta.

81Kurt Otto Friedrichs 1901-1982, Saksa-USA. J.Deny, Ranska. J.L. Lions 1928-2001, Ranska.
Norman G. Meyers, USA. James Serrin 1926— 2012, USA.
82johon kaikki téhiin asti sanomamme vaivattomasti yleistyy!



114 Distribuutiot

14.3. Katsaus osittaisdifferentiaaliyhtéiléiden perusratkaisuihin.

Maaritelma 14.14. Tarkastellaan yleistd lineaarista vakiokertoimista osittaisdiffe-
rentiaaliyhtdlod

P(D)A =v.
Vastaava homogeeninen yhtdlé on

P(D)A=0
ja vastaava perusyhtdlo on

P(D)A = 6.

Seuraavassa osoitetaan, ettd perusyhtalolld on ratkaisu — ja se on hyddyllinen
yleisenkin yht&lon ratkaisemiseksi.

Huomautus 14.15. (Hyoty) Jos perusyhtélon oikealla puolella on kompaktikan-
tajainen distribuutio tai funktio v, ja E on perusyhtélon ratkaisu eli perusratkaisu,
niin A = E % v on yleisen yhtélon ratkaisu.

Todistus.
P(D)(E xv) = (P(D)E) *v =0 *v = .

Seuraus 14.16. Jos v € D(R"), niin ratkaisu A = E x v on C*(R)-funktio.
Todistus. Selva.

Maégritelmé 14.17. Merkitdén n-ulotteista torusta T = {(¢",...,e") | 0;,...,6, €
R} =5," c C

Lause 14.18. Olkoon P usean muuttujan (n kpl.) polynomi, ja v € D(R)* kompak-
tikantajainen. Silloin yhtdalolld
P(D)A =
on kompaktikantajainen ratkaisu, jos ja vain jos on olemassa kokonainen funk-
tio g : C" — C, jolla
Pg=1.
Ratkaisu on yksikdsitteinen ja sen kantaja sisdltyy supp v:n konveksiin verhoon.

Lause 14.19. Olkoon P usean muuttujan (n kpl.) (tasan) asteen N polynomi. Sil-
loin perusyhtdalolld

P(D)A =y
on olemassa ratkaisu A, jolle lisiksi pdtee kaikilla ¢ € D(R), r > 0

@l <0 [ [ it )] dim (0 dior ),

missi dmrqn on toruksen luonnollinen (Haarin) mitta eli kulmien/kaarenpituuden
tulomitta.
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Harjoitustehtivia ja niiden ratkaisuja

0.0.1. Olkoot A ja B filtterikantoja joukossa E.
a) Onko {AU B | A€ A, B e B} filtterikanta joukossa E?
b) Onko {ANB ‘ A€ A, B e B} filtterikanta joukossa E?

Ratkaisu: a) Filtterikanta-aksioomat 1.20 c) toteutuvat, silla ensimmaéinen on it-
sestddn selvéd ja ja toinen saadaan huomaamalla, ettéa

(AuB)N(A'UB) D> (AnAYu(BnB")D>A"UB".
b) Ei aina ole, vaan se voi sisdltdd tyhjan joukon.

0.0.2. Osoita, ettd topologinen vektoriavaruus E on yhtendinen.

Ratkaisu: Osoitetaan E polkuyhteniiseksi: Olkoot =,y € E. Kuvaus v : [0.1] —
E :t — ty+(1—t)x on jatkuva, v(0) = z jay(1) = y. (Vertailun vuoksi: Topologinen
ryhmé voi olla epdyhtendinen. Esimerkiksi kay adérellinen diskreetti ryhmaé.)

0.0.3. Osoita, ettd topologisessa vektoriavaruudessa E pitee {0} = Uo ja etti (U
on E:n vektorialiavaruus.

Ratkaisu:

z € {0} 0eUVU el,
0ex+VVV el
re-VVV el

x € VVV € Uy (homotetiainvarianssi)
T € ﬂuo
Toinen viite saadaan joko seuraavan tehtdvén 0.0.4 seurauksena tai suoraan:
1°) 0e{0}.
2°) ze{0}=(\th < zcV VYV el
< A eV VYV ely,N\#0
<= Az € U VU € Uy, A # 0 (homotetiainvarianssi)
= Mz € {0} VA € K. (Tapaus A = 0 on triviaali.)
3%) x,yE{Oﬁ} <~ z,ye€ U VYU € U,.
Olkoon U € Uy. Valitaan V' € U siten, ettd V +V C U.
r+yeV+VCU. O

111l

0.0.4. Osoita, etti topologisen vektoriavaruuden E vektorialiavaruuden F' C E sul-
keuma F' on vektorialiavaruus.

Ratkaisu: Ainakin 0 € F C F. Tunnetusti kuvaus f on jatkuva aina ja vain,
kun f(A) C f(A) kaikilla 4, ja etti tulotopologissa A x B = A x B. Kertolaskun
jatkuvuuden nojalla jokainen A\- : & — E : z — Ax on jatkuva, joten koska A- F' C F|
niin A F € A-F C F. Koska yhteenlasku + : £ x E — E on jatkuva, niin

F+F=+(FxF)=+(FxF)C+(FxF)CF. O
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0.0.5. Todista huomautuksen 1.11 vdite: bal A = Ula\gl aA.

0.0.6. Onko avoimen joukon A C E balansoitu verho bal A = |J,,<; @A aina avoin
joukko?

Ratkaisu: Ei. Normiavaruudessa R? joukon A = {(z,y) € R? | zy > 0} balansoitu
verho on A U {0}.

Mutta jos origo jo kuuluu avoimeen joukkoon A, niin silloin bal A = U\a|§1 aA
on avoin joukko, koska silloin bal A = U\Alél M = Uo¢|,\\§1 MA ja jalkimmaéisessi
jokainen AA on avoin.

0.0.7. Todista mdadritelmdn 1.13 yhteydessd esitetty vdite, ettd joukon A konveksi
verho on coA = {37 airiln € N, z; € A, 0< o <1, 370 = 1},

0.0.8. Todista otkeaksi seurauksen 1.4 tasaisuusehto lineaarikuvauksen jatkuvuudel-
le.

0.0.9. Todista oikeaksi seurauksen 1.5 ehto kuvauksen avoimuudelle.

0.0.10. Perustele huomautus 1.21 osoittamalla, ettd

a) topologisessa avaruudessa X pisteiden ympdristdilld on seuraavat ominaisuu-
det,

Y1) Piste kuuluu jokaiseen ympdristéonsi: U e U, — z € U.

Y2) Ympdristo sisiltia avoimen ympdriston: U € U, = 3V € U, siten, etti
kaikilla y € V on V € U,.

b) ndmda kaksi ehtoa takaavat, ettd filtterit U, ovat ympdristifiltterit jossain joukon
X topologiassa T.

Vihje: a) Helppo.
b) Valitse 7 = {A C X | A € U, kaikille z € A}.

0.0.11. Perustele huomautuksen 1.25 vdaitteet: a) Topologisessa avaruudessa alkeis-
filtteri suppenee kohti pistettd x tasan silloin, kun vastaava jono suppenee kohti pis-
tettd x.

b) Topologisessa avaruudessa piste x kuuluu osajoukon A sulkeumaan tasan sil-
loin, kun on olemassa joukon A osajoukoista muodostuva filtterikanta, joka suppenee
kohti pistettd x.

c) Yleisessi topologisessa avaruudessa ei véttamittd ole pistetti x € A kohti sup-
penevaa joukon A jonoa.

0.0.12. Topologinen ryhmda. Muodostetaan vektoriavaruuteen E = C(R,R) = {f :
R—-R } f on jatkuva} siirtoinvariantti topologia T seuraavalla tavalla: Jokaiseen
aidosti positiiviseen funktioon m € E (siis m(t) > 0 kaikilla t € R) liitetddn joukko

Vie={f € E||f(t)] < m(t)Vt € R}
ja vaaditaan, ettd filtter
F ={Vin | m € E jam aidosti positiiinen}

on origon ympdaristokanta.
a) Totea, ettd tallainen topologia T on olemassa.
b) Totea, etti yhteenlasku on T -jatkuva (ja E siis topologinen abelin ryhmd).
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c¢) Onko (E,T) topologinen vektoriavaruus?

d) Indusoiko topologia T aliavaruuteen E = {f € E ’ supp f on kompakti} vekto-
riavaruustopologian ?

e) Onko E tdssd topologiassa metrisoituva?

Ratkaisu: a) Ainoa ehdokas topologiaksi on ilmeinen, pisteen = ympéristokannaksi
on valittava x + F. Tamé on jarkevia, silla F toteuttaa filtterikanta-aksioomat
(Leikkausta tutkiessa valitse m” = min(m,m’)) ja jokainen V,, sisaltdd origon eli
nollafunktion. Myo6s tehtdvéan 0.0.10 ehtot Y1 ja Y2 toteutuvat.

b) Summan jatkuvuuden toteamiseksi riittdd huomata, etti

(@ +3Vi) + (Y +35Vi) C (x +y) + Vin.

¢) Ei ole. Tulon epéjatkuvuus saadaan vastaesimerkisti f(t) = e'. Télld vektorilla
f € E ei tulon osittaiskuvaus A — Af ole jatkuva R — FE| silld jos valitaan m:ksi
vakiokuvaus 1, niin [Af(t) — f(t)| = |X — 1|e’, joka ei ole ympiristossd V;, ellei A ole
1.

d) Aliavaruustopologialla varustetussa joukossa £ = {f € F ‘ supp f on kom-
pakti} yhteenlasku on tietenkin edelleen jatkuva. Myos kertolasku R x F — E on
jatkuva jokaisessa pisteessd (u, f) € R x E: Olkoon W pisteen puf € E kantaympé-
risto, toisin sanoen W = uf 4 V,, jollekin aidosti positiiviselle m € FE. Tehtaviné
on 16ytdd luvun A ympéristo |A —e, A+ ¢[ ja vektorin f € E kantaympéaristo f+ V.
siten, ettd cg € W kaikille c €EJA —e, A +¢[jage f+ V.

On siis tarkasteltava lukua ¢, jolla |¢ — A| < € ja funktiota g, jolla g — f € V,,» eli
lg — f| < m/ kaikissa pisteissd ¢ € R. Néiden tulolle péatee kaikissa pisteissa t

lcg = M| =leg —cf +cf = Af| < leg —cf| + |ef = M| < ellg — fl + e = M| f]
<lelm’ + | f] < |c|m’ + e max|f|

Miké&én ei estd valitsemasta lukua ¢ pienemmaéksi kuin % eikéd funktiota m’ pienem-

maksi kuin m, jolloin kaikissa pisteissé ¢ on |c|m’ < %. Luku e voidaan liséksi
valita pienemmaéksi kuin 3 max 7] M lsupp f 71, jolloin my6s emax|f| < % kaikissa

pisteissé ja siis cg € A\f + V,,.

e) E ei ole metrisoituva, silld sen origolla ei ole numeroituvaa ympéristokantaa.
Jos sellainen olisi vaikkapa {V,,, ’ k € N}, niin valittaisiin m € C(R,R) siten, ettd
m(t) > 0Vt ja m(k) < my(k) VE € N. Nyt ei olisi olemassa sellaista V,,,, etté
Vi, € Vin. (Vertaa Cantorin diagonaalimenetelméén, jolla todistetaan, ettd R ei ole
numeroituva. )

0.0.13. Todista oikeiksi kohdan 1.14 vditteet konvekseista joukoista.

0.0.14. Viimeistele lauseen 1.29 todistus nayttamdlld, ettd jos f : E — K on topo-
logisen vektoriavaruuden E lineaarimuoto, niin

(1) f on jatkuva, jos ja vain jos Ker f on suljettu,
(2) muuten Ker f on E:n aito, tihed aliavaruus.
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0.0.15. Onko balansoidun joukon kuva topologisten vektoriavaruuksien vilisessd jat-
kuvassa lineaarikuvauksessa aina balansoitu? Entd miten on vastaavasti absorboivan,
konveksin, suljetun, kompaktin joukon kuvan laita?

Vihje: Balansoidun joukon lineaarinen kuva on balansoitu, absorboivan joukon
jatkuva lineaarinen kuva ei valttaméttéa ole absorboiva, vastaesimerkkiné koko ava-
ruuden kuva upotuksessa R — R?. Konveksin joukon lineaarinen kuva on konveksi,
suljetun joukon jatkuvakaan lineaarinen kuva ei aina ole suljettu, vastaesimerkki-
né koko avaruuden kuva tihedn (normi)aliavaruuden upotuksessa koko avaruuteen.
Kompaktin joukon kuva on kompakti, kunhan kuvaus on jatkuva.

0.0.16. Onko balansoidun joukon alkukuva topologisten vektoriavaruuksien vdlisessd
jatkuvassa lineaarikuvauksessa aina balansoitu? Entd miten on vastaavasti absorboi-
van, konveksin, suljetun, kompaktin joukon alkukuvan laita?

Vihje: Muut viitteet ovat tosia, mutta kompaktin joukon alkukuva ei aina ole
kompakti, vastaesimerkkiné vakiokuvaus R — {0}.

0.0.17. Todista lause 3.2, jonka mukaan topologisessa vektoriavaruudessa:

(1) Konveksi joukko on polkuyhtendinen, siis myds yhtendinen.
(2) Konveksin joukon sisipisteen ja kosketuspisteen vilinen “avoin jana” sisdltyy
joukon sisukseen.

0.0.18. a) Konstruoi esimerkki konveksista joukosta, jonka balansoitu verho ei ole
konveksi.

b) Onko konveksi joukko A C E balansoitu, jos NA C A kaikilla X € K, joille
A =17?

Ratkaisu: a) Origon kautta kulkematon jana R?:ssa.

b) On. Olkoon |u| < 1 ja x € A. Osoitetaan, ettd puxr € A. Oletuksen mukaan
—x € A, joten konveksiuden nojalla 0 = %95 + %(—m) € A. Viite px € A pétee siis,
kun g = 0. Edelleen konveksiuden nojalla pz = (1 — |u|) - 0 + |u]z € A. Oletuksen
mukaan siis px = ﬁ|,u|x € A, kun p # 0.

0.0.19. a) Osoita, ettid kompaktin joukon A balansoitu verho bal A on kompakti.
b) Konstruoi esimerkki suljetusta joukosta A C R?, jonka konveksi verho ei ole
suljettu.

Ratkaisu: a) bal A = [J,.; A = f({A € K| [A] < 1} x A), joten bal A on kahden
kompaktin joukon tulon kuva jatkuvassa kuvauksessa!

b) Funktion ﬁ kuvaaja tasossa R?.

0.0.20. Osoita, ettd balansoidun joukon konveksi verho co B on balansoitu.

0.0.21. Onko topologisen vektoriavaruuden E osajoukon A C E konveksin verhon
sulkeuma suppein suljettu, konveksi joukko, joka sisdltid alkuperdisen joukon A?

0.0.22. Osoita, ettd suljetut semipallot B,(0,e) = {x € E | p(z) < e} ovat suljettu-
ja joukkoja virittamdssddan E:n lokaalikonveksissa topologiassa. Miten on avointen
semipallojen laita?
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0.0.23. Osoita, ettd wvektoriavaruuden E  seminormiperheen (p;)ic; supremum
p(x) = sup,c; pi(z) on seminormi, kunhan vain p(z) < oo kaikilla v € E.

Ratkaisu:
p(x+y) = suppi(z+y) < sup(pi(x) + pi(y)) < suppi(z) +supp;(y) = p(x) + p(y)

el el el el
p(Az) = su?pi(kx) = sup [Alpi(z) = [Alp(z).
1€

0.0.24. Lokaalikonveksissa avaruudessa jatkuvien seminormien kanta J on joukko
J jatkuvia seminormeja siten, ettd jokaisella jatkuvalla seminormilla p on olemassa
kantaseminormi q € J ja luku A > 0 siten, ettd p < \q.

Osoita, ettd jos perhe J on jatkuvien seminormien kanta lokaalikonveksissa ava-
ruudessa (E,T), niin Uy = {eB, | p € J,e > 0} on origon ympdristokanta.

Ratkaisu: Olkoon N avaruuden (F,T) kaikkien jatkuvien seminormien joukko ja
J avaruuden F jatkuvien seminormien kanta. Merkitidin seminormijoukkojen N ja
J virittdmié origon ympéristofilttereitd Uy ja Uz. On osoitettava, ettd Us; = Uy.
Koska J-seminormit ovat 7 -jatkuvia, niin [J-semipallot ovat T-ympéristojé, joten
U; C Uy. Naytetdan, ettd myos Uy C Uy Koska origon T-ympéristokantajoukot
ovat N-semipallojen AB, &érellisid leikkauksia, riittdd todistaa ettd jokainen N-
yksikkosemipallo B, on origon [J-ympéristd. Seminormit p € J muodostavat ole-
tuksen mukaan jatkuvien seminormien kannan, joten kullakin jatkuvalla seminor-
milla ¢ € N on olemassa seminormi p € J ja luku A > 0 siten, ettd ¢ < Ap, jolloin
B, D By, = %Bp. Tietysti %Bp on J-kantajoukko. Siis U € Uy ja on nidytetty, etta
Uy =Uyg. O

0.0.25. Naytd, ettd jos lokaalikonveksissa avaruudessa E on yksikin jatkuva norms,
niin E:ssd on jatkuvien seminormien kanta N, joka muodostuu normeista.

Vihje: Olkoon J jatkuvien seminormien kanta, esimerkiksi kaikkien jatkuvien se-
minormien joukko. Etsityksi kannaksi kelpaa {max{n,p} | p € J}.

0.0.26. Olkoot (E,P) ja (F,Q) lokaalikonvekseja avaruuksia, missi P ja Q ovat
jatkuvien seminormien kantoja. Osoita, ettd lineaarikuvaus T : E— F' on jatkuva,
jos ja vain jos kaikilla ¢ € Q on olemassap € P ja A > 0 siten, etti q(Tx) < A\p(x)
kaikilla x € E.

0.0.27. Lokaalikonveksi avaruus C(R"). Jokainen kompakti joukko K C R™ mdd-
rid funktioavaruudessa E = C(R™) = {f : R" - R ‘ f on jatkuva} seminormin
pr(f) = sup |f(K)| = max |f(K)|. Namd seminormit mddradvit avaruuteen E lo-
kaalikonveksin topologian T .

a) Onko T Hausdorff-topologia?

b) Suppeneeko funktiojono f,(x) = %em topologiassa T ¢

c) Osoita, ettei ole olemassa E:n normia, joka antaisi topologian T . E ei siis ole
normeerautuva.

Ratkaisu: a) 7 on Hausdorff-topologia. Olkoon nimittdin f € £~ {0}. Jatkuvuu-
den nojalla on olemassa luku ¢ > 0 ja kompakti vili K C R, jolla f(z) > 3e. Nyt
By 0 By e = 0.
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b) Funktiojono f,(z) = e” suppenee nollaan: Semipallot B = € B, muodostavat

origon ympéristokannan. Olkoon B = eB,, . Nyt px(f,,) = sup f(K) = % — 0,
joten on olemassa ng € N siten, ettad f, € B, kun n > ny.

¢) Jos jokin normi || - || antaisi saman topologian 7, niin || - || olisi jatkuva kuvaus,
jolloin nollan ympériston alkukuvana normin || - || yksikkopallo siséltéisi origon 7T-
ympériston, joka puolestaan sisdltdisi jonkin semipallon B = e¢B,,, koska ndmi

semipallot muodostavat origon ympéristokannan. Silloin px(f) < e = ||f|| <1
ja siis pic(f) < £ — |If < 3, joten pic(fa) =0 — [full >0 —> fu 0.
Mutta milldén kompaktilla K C R ei pg(f,) — 0 riitd takaamaan, ettd f, — 0.
Ristiriita. U

0.0.28. Lokaalikonveksi avaruus C*([0, 1]). Seminormit p,(f) = supy<;<; |D™ f(1)]
(n=0,1,2,...) mddrdivit avaruuteen E = C*([0,1]) = {f : [0,1] = R | f on #&-
rettoméan monta kertaa derivoituva} lokaalikonveksin topologian T. Kun f € E,
merkitddn

Tﬂmzlﬁwﬁ.

T on siis lineaarikuvaus (eli operaattori eli transformaatio) E — E.
a) Onko T jatkuva?
b) Onko {p, | n € N} avaruuden C>([0,1]) jatkuvien seminormien kanta?
¢) Onko topologia T normeerautuva?

Ratkaisu: a) 7" on jatkuva. Kuvafunktion g = T'f derivaatat ovat tietenkin Dg =
f, D*q = Df, ...,D" = D" 1f. Siten kaikilla n > 1 piitee p,(Tf) = png = pn_1f,
joten taytyy endd tutkia py.

w5 = sl [0 dt] < supl 1] = (). OK

b) On, silld kaikilla n > 1 on p,—1(f) = pu(Tf) < pul(f)-

c¢) Ei normeeraudu. Idea on sama kuin edellisessé tehtévissia. Vastaoletus: Jokin
normi ||-|| antaa saman topologian 7. Silloin normi || - || on jatkuva kuvaus, joten nol-
lan ympériston alkukuvana normin yksikkopallo B siséltdd origon T-ympériston,
joka puolestaan sisiltdd semipallon B) | D AB,, . Toisin sanoen jollakin p > 0 pétee

- 1] < papn-
Toisaalta vastaoletettiin, etta || - || yksindén virittdda topologian, jolloin {|| - ||} on
jatkuvien seminormien kanta (ks. 0.0.24) ja on siis olemassa luku A > 0 siten, ettd
Pnt1 < All - |- Yhdistdmalla arviot saadaan

Prt1 < A - || < Aupp.

Tédmén huomaa mahdottomaksi keksimélla jonon ( f,)aen, jolla p,(fo) — 0, mutta ei
Pri1(fa) = 0. Sellaiseksi kelpaa esimerkiksi f,(x) = o™ ! sin(ax), silli D™ f,(z) =
o~ "M (x), missd r(z) on rajoitettu funktio, joten p,(fa) = supj y [D" fa(x)] —
0, ja a — oo, mutta p,41(fa) ei ldhene nollaa.

Siis pp(fa) — 0 mutta ei p,1(fa) — 0.
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0.0.29. a) Olkoon E ddretonulotteinen normiavaruus. Naytd, ettd normikuvaus x —
lz|| ei ole jatkuva E:n heikon topologian suhteen eli heikosti jatkuva. (Heikon to-
pologian mddrddvind seminormeina ovat jatkuvien lineaarimuotojen itseisarvot eli
kuvaukset x — |(x,z*)|, missd x* € E*.)

b) Entd onko normi heikossa topologiassa alhaalta puolijatkuva ¢ Alhaalta puoli-
jatkuvuudelle on riittdvdda olla jatkuvien kuvausten pisteittdinen supremum.

Ratkaisu: a) Jos normi || - || olisi jatkuva, niin olisi 2.10 mukaan olemassa luku
n € N ja jatkuvat seminormit |(-, )|, (i=1,...n), joilla

HED !

Talloin z € NI Kerzf = |[jz|| =0 = z =0, joten lineaarikuvaus 7' : £ — K" :
x— ((z,27),...,(x,2})) olisi injektio ja siis vastoin oletusta dim £ < dim R" < co.
b) Hahnin ja Banachin lauseen seurauksen 3.7 mukaan

*
ol = sup KLY
zeE*~\{0} ||l’*||

joten normi on supremum jatkuvista kuvauksista.

0.0.30. Olkoon (E, P) lokaalikonveksi avaruus. Osoita, etti E:n jono (x,)y on Cauchy-
jono, jos ja vain josVp € P jaVe >0 3ng € N s.e. ¢, >ny = p(xy —z,) <e.

Ratkaisu: Méadritelmén 4.7 mukaan jono (z,)y on Cauchy topologisessa vektoria-
varuudessa (E,T), jos ja vain jos kaikilla U € U on olemassa luku ny € N siten, ettd
T, — xy, € U kaikilla n,m > ng.

Tehtévéan tilanteessa (F, P) on lokaalikonveksi avaruus, joten voi olettaa, ettd U
on kantajoukko ja muotoa U = /\ﬂpeH By, missé ‘H C P on aérellinen joukko to-
pologian maérittelevid seminormeja. Y14 esitetty Cauchy-jonon madritelméan kohta
Ty — Xy € U saa muodon p(z, — x,) < A\Vp € H.

1) Jos jono on Cauchy ja p € P ja e > 0, niin valitaan H = {p} ja A\ = ¢, jolloin
médritelmé antaa vaitteen.

2) Jos jono toteuttaa tehtévin ehdon ja U = A () cyy By, missé H C P on &érel-
linen, niin valitaan kullekin p € #H luku n, siten, ettd p(z, — z,,) < AVn,m > n,,.
Kun n,m > ng = max{n, | p € H}, niin siis p(x, — o) < AVn,m > n, eli
€ AN pen Bp-

0.0.31. Osoita, ettd metrisoituvan lokaalikonveksin avaruuden jono on Cauchy- jono
mddritelmdan 4.7 mielessd tasmdlleen ollessaan Cauchy-jono lauseen 4.5 todistukses-
sa mddritellyn Banachin metritkan d mielessd.

0.0.32. Olkoon E = [],.; E; topologisten vektoriavaruuksien tuloavaruus, jossa tu-
lotopologia. Osoita, a) ettd F on Cauchy-filtteri E:ssd tasan silloin, kun jokaisessa
projektiossa m; : E — E; kuvafiltteri m;(F) C E; on Cauchy-filtteri E;:ssd ja b) etti
E on taydellinen aina ja vain, kun jokainen E; on tdydellinen.
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Ratkaisu: a) Tulotopologia on hienoin topologia, jossa kaikki projektiokuvaukset
m B = Hie 1 Ei — E; 1 x — x; ovat jatkuvia. Tietenkin ne ovat lineaarisia surjek-
tioita, joten kannattaakin todistaa hieman yleisempi tulos, jonka mukaan topologi-
sen vektoriavaruuden F Cauchy-filtterin F kuva jatkuvassa lineaarisessa kuvauk-
sessa T . E — F on Cauchy-filtteri. Muistetaan, ettd missi tahansa kuvauksessa
filtteriin kuuluvien joukkojen kuvat muodostavat filtterikannan, jonka virittaméaa
filtterid sanotaan alkuperéisen kuvafiltteriksi. Surjektio antaa suoraan kuvafiltterin.
Tarkastamme sille Cauchy-ehdon 4.28. Olkoon siis U € Up. Koska T1U € Ug, on
olemassa M € F, jolla M — M C T~'U, jolloin T(M) kuuluu filtterin kuvaan ja
T(M)-T(M)=T(M—-M)CT(T 'U)CU.

Oletetaan seuraavaksi, ettd jokainen m;(F) on Cauchy. Olkoon U € Ug tulotopo-
logiassa. Voimme olettaa, ettd U on tulotopologian kantajoukko eli muotoa

v=]]uvx [ E:.
jeJ i€INT
missé J on adrellinen ja U; € Ug,. Valitaan kullakin j € J joukko M; € m;(F), jolla
M; — M; C U;. Kuvafiltterin mééritelmén mukaan M; D m;(N;) jollekin N; € F.
(Surjektiivisuuden vuoksi voisi vaatia jopa M; = m;(N;).) Valitaan

N=]I™Nx [] B =)= (mN)).

jed i€INJ jeJ

Télloin tietenkin N + N C U, joten on endé naytettivi, ettd N € F. Huomataan,

etta
N=7"'x(N;) > [N
jeJ jeJ
ja muistetaan, ettd jokainen NN; kuuluu alkuperdiseen filtteriin F ja ettd filtteri
sisdltad joukkojensa #érelliset leikkaukset ja ylijoukot. Selvél

b) Avaruuden F téydellisyys tarkoittaa, ettd sen jokainen Cauchy-filtteri F sup-
penee eli etté sille on olemassa « € E, jolle F D U, (= = + Up).

Olkoon ensin jokainen FE; téaydellinen ja F Cauchy-filtteri tuloavaruudessa E.
a)-kohdan mukaan kuvafiltterit F; = m;(F) ovat Cauchy-filttereité, siis oletuksen
mukaan suppenevia: F; D U,, joillekin z; € E;. Verifioidaan, ettd F — z eli
FOU, =2+ Uyp, missd © = (2;)ie; € E:

Olkoon U € U, C E = [],.; F:- Voimme olettaa, ettd U on tulotopologian kanta-
joukko eli muotoa

el

UZJ;_‘_HUJ X H Ei:.fC‘i‘ﬂﬂ'ilUj,
jeJ ielNJ jeJ
missd J on #drellinen ja U; € Uy p,. Kullakin indeksilld j € J on U; € F; = m;(F),
joten m7'U; € F jasiis (o, 7 'U; € F, joten U € x + F.

Olkoon sitten tuloavaruus £ = [, E; tdydellinen ja F; Cauchy-filtteri avaruu-
dessa Ij jollain j € I. Olkoon kaikilla ¢ # j F; = Ug, ja olkoon F avaruuden F
filtteri, jonka kantana ovat joukot N; = 7= *M;, i € I, M; € F;. (Tété voisi varmaan
sanoa filtterien tuloksi.) Tamé on a)-kohdan perusteella Cauchy, silld m;(F) = F;
kaikilla ¢ € I ja sekd tutkittava F; ettd jokainen ympéristofiltteri Uy, ovat sup-
penevia, siis Cauchy. Oletuksen mukaan siis F suppenee eli F D x + Ug jollekin
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v = (v —1i)ie; € E. Osoitetaan lopuksi, ettd F; — x; eli ; D x; + Ug,. Olkoon
z;+Uj € xj+ U, Nyt o +m; ' (U) € 2 +Ug C F. Siis

wj+ Ug, D mj(x + 7 (U)) € m(F) = Fj,
joten z; + Ug; € Fj, jasiis x; +Ug;, C F;.

0.0.33. Olkoon E = {f € C([0,1],R) | 3= > 0 siten, etti f(t) =0V0 <t <e(f)}
varustettuna normilla || f|| = sup | f|.

a) Onko joukko T ={f € E | |f(2) < 1Vn e N*} tynnyri?

b) Entd onko se origon ympdristo?

c) Onko E tynnyricvaruus?

d) Onko E tdydellinen?

Ratkaisu: a) Joukko 7" on absorboiva, silld jos f € F, niin valitaan n. = max{n €
N | L > ¢}, jolloin Af € T ainakin silloin, kun

M < (max (7))

Ne \ 1<n<ne

Joukko T on selvistikin balansoitu ja konveksi. Se on my6s suljettu, siis tynnyri,
koska sen komplementti on avoin: Olkoon nimittédin f € £~ T. Silloin on olemassa
n €N, jolla |f(n)| > L. Valitaan r = |f(n)| — %. Silloin avoin pallo B(f,r) = {g €
E||If — gll < r} siséltyy komplementtiin £ \ 7.

b) Joukko T ei ole origon ympéristd. Muuten se siséltaisi jonkin pallon B(0, %),
mutta eipd sisélld. Vastaesimerkiksi kelpaa miké tahansa sellainen jatkuva, kasvava
funktio, joka on vakio 0 vélilld [0, 5] ja vakio + vélilld [5-, 1].

¢) Tutkittu normiavaruus E ei ole tynnyriavaruus.

d) Koska normiavaruus on metrisoituva ja lokaalikonveksi, seuraa tynnyrilauseesta
4.13, ettd E ei voi olla téaydellinen.

0.0.34. Esimerkki lokaalikonveksista avaruudesta M, joka on jonotiydelli-
nen, mutta ei tiydellinen. Olkoon E = F([0,1],R) = ROU = {kaikki funktiot
[0,1] — R}, jossa on tulotopologia eli pisteittiisen suppenemisen topologia eli semi-
normit p,(f) = |f(t)|. Osoita, etti esimerkliksi kelpaa aliavaruus M = {f € E |
f(t) # 0 vain enintdin numeroituvan monella t € [0,1]}.

Ratkaisu: M on selvéstikin F:n topologinen ja lineaarinen aliavaruus.

a) Tarkastellaan Cauchyn jonoa (f,)n joukossa M. Pisteittdisen suppenemisen
topologiassa Cauchy-ehto merkitsee, ettd kaikilla ¢ € [0,1] ja ¢ > 0 on olemassa
no = ney € N siten, ettéd | f,(t) — fin(t)| < e, kun n,m > ny. Kullakin ¢ on (f,())n
siis Cauchy-jono reaalilukuja, ja sellainen suppenee: f,(t) — f(t) € R. Néin saa-
daan raja-arvoehdokas f € E. On ilmeisté, ettd f, — f pisteittidisen suppenemisen
topologiassa — siitd nimi! Riittd4 siis osoittaa, ettd f € M eli f(t) # 0 enintddn
numeroituvan monella ¢ € [0, 1]. Merkit&dén

H,={t eR| fu(t) #0}.

Jokainen H, on numeroituva, joten myos yhdiste

H=|JH,={teR|3n: f,(t) # 0}

neN
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on numeroituva. Tietenkin f(¢) = 0 kaikilla ¢, joilla jokainen f,(t) = 0, joten f € M.

b) avaruuden M epatdydellisyys osoitetaan keksimélla M:n Cauchy-filtteri F, jo-
ka ei suppene kohti mitddn f € M. Keksimistd helpottaa, kun huomaa, ettd M ei
ole suljettu, vaan esimerkiksi vakiofunktio ¢g(¢) = 1 kuuluu sen sulkeumaan avaruu-
dessa F, joten on olemassa sitd kohti suppeneva M :n osajoukoista muodostuva E:n
filtterikanta. Sen voi toivoa olevan etsitynlainen M:n filtteri.

Olkoon F ={UNM ! U € Uy} Koska Uy p — g avaruudessa F, niin U, p on
Cauchy-filtteri, joten sen jélki F avaruudessa M on M:n Cauchy-filtteri tai siséltad
tyhjan joukon. Suljetaan pois jélkimmaéinen vaihtoehto: Pisteittédisen suppenemisen
topologiassa U € Uy p <= U D {f :[0,1] = R | |f(t;) —1| < £} joillekin &érellisen
monelle ¢y, ...t € [0,1] ja jollekin ¢ > 0. Téllainen joukko siséltdd esimerkiksi sen
joukkoon M kuuluvan funktion f, joka saa arvon 1 tasan pisteissd ti,...%; ja on
muualla 0. Jos aliavaruuden M Cauchy-filtteri F suppenisi kohti jotain funktiota
h € M, niin E:n filtterikanta F suppenisi seké kohti funktioa h ettd kohti funktiota
f, mikd on mahdotonta, koska avaruus E on Hausdorff.

0.0.35. a) Todista Mazurin laajennuslauseen lineaarialgebrallinen versio: Olkoon E
vektoriavaruus, A C FE konveksi, algebrallisesti avoin joukko, ja M C E affiini
aliavaruus siten, etti M N A = 0. Tdlléin on olemassa affiini hypertaso H C E
siten, ettdi M C H ja HNA=10.

b) Todista edellisen seurauksena reaalikertomisessa tapauksessa Hahnin ja Banac-
hin lause sublineaarifunktiolle 3.6.

c¢) Todista reaalikertomisessa tapauksessa Mazurin lajennuslause Hahnin ja Ba-
nachin lauseen seurauksena kdyttimdttd vudelleen valinta-aksioomaa.

0.0.36. Olkoon E topologinen vektoriavaruus ja S = {x, ’ a € I} C E. Sanomme,
ettd joukko S on topologisesti vapaa, eli topologisesti lineaarisesti riippumaton, jos
kaikilla o € I patee xo ¢ (S~ {za}).

Osoita, etti jos E on lokaalikonveksi, niin joukko S = {z, | a € I} C E on
topologisesti vapaa silloin ja vain silloin, kun on olemassa sellainen perhe jatkuvia
lineaarimuotoja S = {fo € E* | a € 1}, ettd kaikilla o, B € 1

fa(xﬁ) = 5045 =

1, josa=p
0 muuten.

Ratkaisu: Oletetaan aluksi, ettd vaaditunlaiset lineaarimuodot f, ovat olemassa.
Tehdéén vastaoletus, jonka mukaan on olemassa o € [ siten, ettd z, € (S N {zs}).
Nyt fo(zg) = 0 kaikilla 5 # «, joten lineaarisuuden nojalla f,(x) = 0 kaikilla x €
(S N {z.}) = {vektorien x5 (f # «) dérelliset lineaarikombinatiot}. Siis erityisesti
0 = f(z,) = 1. Vastaoletus on vaara.

Olkoon seuraavaksi S topologisesti vapaa. Tamé merkitsee, ettd kaikilla o € [
on T, & (S~ {xz,}). Aliavaruus (S \ {z,}) on suljettu, joten Hahnin ja Banachin
lauseen seurauksen 3.8 mukaan on olemassa jatkuva lineaarimuoto f, : £ — K, jolla
f(zo) = 1 ja f, = 0 aliavaruudessa (S \ {z,}). Néin on halutut lineaarimuodot
loydetty.
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0.0.37. Olkoon E kompleksikertoiminen topologinen vektoriavaruus, H = {x € E ’
f(z) = 0} jokin sen hypertaso, f siis C-lineaarinen E — C. Olkoon fg lineaarimuo-
don f reaaliosa, siis fr(z) = Re f(x).

a) Osoita, etti osajoukko Hy = {x € E | fr(z) = 0} on hypertaso reaalikertoimi-
sessa topologisessa vektoriavaruudessa E, jota merkitsemme Eg.

b) Néytd, etti H = Hg N (iHg).

Ratkaisu: a) Riittda néyttaa, ettd fr(z) = Re f(z) on reaalilineaarinen kuvaus
E — R. Tamaé on helppoa suoraan laskemallakin, mutta laskeminen on turhaa, silla
Re f on yhdistetty kuvaus kuvauksista f : £ — C jaRe: C — C: x4+ iy — z, jotka
kumpikin ovat reaalilineaarisia.

0.0.38. Naytd, etti jos E ja F' ovat Fréchet’n avaruuksia ja T : E — F on lineaa-
rikuvaus, niin kuvaaja Gr'l' on suljettu, jos ja vain jos

(Xn, T(2,)) — (0,y) = y=0.

Ratkaisu: Tulotopologiassa (z,, T(z,)) — (0,y) <= =z, — 0ja T(x,) — y.

Jos kuvaaja on suljettu, niin suljetun kuvaajan lauseen 4.19 mukaan 7' on jatkuva,
joten z, - 0 = T(x,) — T(0) = 0. Jos siis x,, — 0 ja T'(z,) — y, niin 0 = v,
silld Fréchet’'n avaruutena F' on Hausdorff, joten raja-arvo on yksikésitteinen.

Paluuvéitteen todistamiseksi oletetaan, ettéd (z,,T(x,)) = (0,y) = y =0. Ol-
koon (z,y) € GrT. Koska F ja F ovat metrisid, on myos tuloavaruus metrisoituva,
joten on olemassa joukon Gr7T" jono (z,,y,) — (z,y) eli (z,,T(z,)) — (x,y). So-
velletaan oletusta jonoon (z,, — )y, jolle ainakin (z,, — x) — 0. Koska T'(x,, — x) =
T(x,) —T(x) =y, — T(x) — y — T(x), niin oletuksen nojalla y — T'(x) = 0. Siis
T(x) =y, joten (x,y) € GrT, joka siis on suljettu.

0.0.39. Huomautuksen 5.13 mukaan k ahden topologisen vektoriavaruuden suoraa
summaa E = M @& N sanotaan topologiseksi suoraksi summaksi, mikdli se on va-
rustettu tulotopologialla eli kuvaus (x,y) — x4y on homeomorfismi tuloavaruudelta
M x N suoralle summalle E = M & N. Samaa ilmaistaan sanomalla, ettd avaruu-
den E aliavaruus N on aliavaruuden M C E topologinen supplementti. Merkitddin
s :lld projektiota suoralta summalta E = M @& N aliavaruudelleen M suuntaan N,
sits Ty (x +y) =x, kunx € M jay € N.

a) Osoita, ettd jos M ja N ovat E:n topologisia ja lineaarialgebrallisia alivaruuk-
sia, nitn suora summa 2= M @& N on topologinen suora summa tasan silld ehdolla,
ettd ™y on jatkuva.

b) Naytd, etti jos E = M @& N on Fréchet’n avaruus, ja jos sekia M ettd N ovat
suljettuja aliavaruuksia, nitn mwy on jatkuva ja siis E = M @& N on topologinen suora
summa.

Ratkaisu: a) Olkoon suora summa topologinen eli topologisena avaruutena £ =
M x N. Talloin projektiokuvaus 7, on jatkuva tulotopologian mééaritelmén mukaan.

Olkoon seuraavaksi my; jatkuva. Télloin myos projektio N:lle eli kuvaus wy =
Idyreny — 7 on jatkuva. Avaruuden £ = M @ N topologiassa molemmat projektio-
kuvaukset ovat siis jatkuvia eli avaruudessa E on tulotopologiaa hienompi topologia.
Toisaalta summakuvaus £ x E — E : (a,b) — a + b on jatkuva, joten myos sen
rajoittuma M @ {0} x {0} & N — M @& N eli isomorfismi M x N — M @& N on
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jatkuva, joten suoran summan E topologia on myos tulotopologiaa karkeampi, siis
sama.

b) Jos E on Fréchet'n avaruus, ja jos sekd M ettd N ovat suljettuja aliavaruuksia,
niin sekd M ettd N ovat Fréchet'n avaruuksia, samoin niiden tuloavaruus M x N.
Oletuksen mukaan myos £ = M @& N on Fréchet'n avaruus. Totesimme edelld, etté
lineaari-isomorfismi M x N — M @& N on jatkuva surjektio, joten avoimen kuvauksen
lause 4.17 takaa, ettd se on isomorfismi.

0.0.40. (Jatkoa) c) Oletetaan, etti T : E — F on jatkuva, avoin lineaarinen surjek-
tio, ja ytimelld KerT' C E on topologinen supplementti

Osoita, ettd T':lld on jatkuva lineaarinen oikeanpuoleinen kadnteiskuvaus eli jat-
kuva, lineaarinen S : F — E, jolla T oS = idp.

Ratkaisu: Aluksi taustaa: Yleisesti kuvaus on surjektio tasan silloin, kun silld on
oikeanpuoleinen kaénteiskuvaus (ja injektio tasan, kun silld on vasemmanpuoleinen
kddnteiskuvaus). Jos siis 7" on surjektio, niin ainakin silld on olemassa oikeanpuolei-
nen ka#anteiskuvaus. Surjektiivisen lineaarikuvauksen tapauksessa tiedimme enem-
ménkin: T:114 on kanoninen hajoitelma T = I o ¢, missia ¢ : E — E/KerT on
kanoninen surjektio ja [ : E/KerT — F on lineaari-isomofismi. Kaanteiskuvaus
muodostuu siten lineaarisen isomorfismin kiinteisestd I~! ja sen péélle valinnasta,
joka poimii kustakin sivuluokasta z + KerT' jonkin vektorin. Téllainen pitda siis
valita edullisesti.

Hyvéan valinnan tekemisessd auttaa lauseen oletus, jonka mukaan ytimellda N =
KerT C FE on topologinen supplementti, olkoon se M. Siis E = M & N ~ M x N.
Nytpé lineaarikuvaus J = ¢ | u M= E /N on lineaarinen isomorfismi, silld se
on injektio (Jos J(x) = Og/n, niin v € M NKer¢p = M NN = {0}.) ja surjektio
(Jokaiselle v+ N € E/N eliv = (x,y) € E=N@& N on v+ N = ¢(v+n) kaikilla
n € N. Erityisesti v + N = ¢(v — y) = ¢(x), missd x € M.) Kuvauksella T ‘M on
siis lineaarinen ka#nteiskuvaus S : F' — M C F, kunhan M on ytimen algebrallinen
supplementti.

Olemme olettaneet, ettd M on topologinen supplementti. Tahén perustuu, ettd S
on jatkuva. Olkoon siis A C E = M @& N avoin. Silloin ANM on avoin aliavaruudessa
M jasiis (AN M) x N on avoin tuloavaruudessa M x N eli (AN M) @ N on avoin
avaruudessa £ = M @& N. Koska T on oletuksen mukaan avoin kuvaus, on siis
joukko T((ANM)@® N) C F avoin. Mutta koska N = Ker 7', niin T((ANM)®N) =
T(ANM) =S (AN M) =S"1(A), joka piti ndyttds avoimeksi.

0.0.41. Olkoon E vektoriavaruus, B = {A C E ’ A on absorboiva, balansoitu ja
konveksi}.

a) Nayta, ettd B mddrdd avaruuteen E lokaalikonveksin topologian T, joka on
kaikkein hienoin lokaalikonveksi topologia E :ssi.

b) Osoita, etti avaruudessa E jokainen seminormi on jatkuva ja jos F' on lokaa-
likonveksi avaruus, niin jokainen lineaarikuvaus E — F on jatkuva.

Ratkaisu: a) Jokainen perhe absorboivia, balansoituja ja konvekseja joukkoja maa-
réd lauseen 2.5 mukaan perheen seminormeja ja siis jonkin lokaalikonveksin topolo-
gian T avaruudessa E. Olkoon T lokaalikonveksi topologia avaruudessa E. Silla on
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tynnyreistd muodostuva origon ymparistokanta. Namé kantajoukot ovat oletuksen
mukaan origon ympéristoja myos topologiassa 7T, joten T on hienompi kuin 7.

b) Olkoon p seminormi avaruudessa F. Sen semipallot ovat absorboivia, balan-
soituja ja konvekseja, siis origon ympéristoja, joten p on jatkuva. Olkoon sitten
T : E — F lineaarikuvaus ja p : F — R jatkuva seminormi. Silloin yhdistetty
kuvaus poT': E — R on seminormi avaruudessa F, siis jatkuva. Témé takaakin
lineaarikuvauksen 7" jatkuvuuden.

0.0.42. Banachin ja Steinhausin lauseen triviaali puoli. Olkoon E Fréchet'n
avaruus, F' lokaalikonveksi topologinen vektoriaaruus ja Y C L(E,F) perhe nii-
den wvdlisid jatkuvia lineaarikuvauksia. Osoita, ettd jos Y on yhtdjatkuva, niin' Y on
pisteittdin rajoitettu.

0.0.43. Olkoot (E,Tg) ja (F,Tr) Fréchet'n avaruuksia ja olkoon lisiksi avaruudessa
F' toinen Hausdorff-topologia Tr, joka on karkeampi kuin Tg. Olkoon T : E — F
lineaarinen.

Osoita suljetun kuvaajan lauseen 4.19 avulla, ettd jos T on jatkuva Tg — Tp-
mielessd, niin se on jatkuva myos Ty — Tr-mielessd.

Ratkaisu: Tarkastetaan, ettd T' tdyttad suljetun kuvaajan lauseen ehdot. Ainakin
T : (E,Tg) — (F,Tr), missi molemmat ovat Fréchet'n avaruuksia. Koska T on
jatkuva kuvauksena T : (E, Tg) — (F, 7r) ja 7 on Hausdorfl-topologia, T:n kuvaaja
on suljettu tulotopologiassa Tg X 7r, joka on oletuksen nojalla karkeampi kuin 7z X
Tr. Siis kuvaaja on suljettu myos topologiassa Tg X Tp. O

0.0.44. (Jatkoa) Sovella edellisti tehtivdd todistamalla, ettd seuraava lineaariku-
vauksen jatkuvuuden verifioimiskeino toimaii:

Olkoot (E, Tg) ja (F,Tr) Fréchet’n avaruuksia ja T : E — F lineaarinen. Osoita,
ettd T on jatkuva, jos on olemassa sellainen Hausdorff-avaruus (X, Tx) ja jatkuva
injektio f - F— X, etti f oT on jatkuva. Vihje: alkukuvatopologia.

Ratkaisu: Sovelletaan ehtoa 0.0.43. Merkitédéin symbolilla 7 = f~(7x) alkuku-
vatopologiaa, jonka kuvaus f : ' — X médraa avaruuteen F.

Koska T on injektio ja X on Hausdorff, on my6s 7 Hausdorff.

Koska f on jatkuva, 7 on karkeampi kuin 7.

Oletettiin, ettd f o T' on jatkuva. Siksi 7" on jatkuva kuvauksena T : (F,Tg) —
(F, ), silld alkukuvatopologiassa joukko on avoin, jos ja vain jos sen kuva on avoin,
joten

Acrp = f(A)eTx = T (A =T"(f(f(4)=(foT) ' (f(4)) € Tp.
Kohdassa A = f~!(f(A)) kéytettiin tietoa, ettd A on injektio. O

0.0.45. Olkoon k € NU {oc}. Avaruuden E = C¥(R) = {f :R — R | f on k kertaa
jatkuvasti derivoituva} standarditopologia, derivaattojen tasaisen kompaktin suppe-
nemisen topologia, on lokaalikonveksi topologia, jonka mddrittelee seminormiperhe
P = {parx ‘ a €N, a<kjaK CRon kompakti}, missd

Pax(f) = sup |D*f(z)] = max |D* f (z)].
zeK z€

Osoita, etti CF(R) on metrisoituva.
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Ratkaisu: Koska jokainen kompakti reaalilukujoukko siséltyy johonkin kompaktiin
viliin [—m, m], niin seminormiperheen P voi korvata jatkuvien seminormien kannal-
la (ks. 0.0.24) P; = {Pam = Pa,[-mm] | a € N, a < k, m € N}, joka antaa saman
topologian ja on lisiksi numeroituva. Siis C*(R) on metrisoituva, silli se on myos
Hausdorff, koska kaikilla f € C*(R) \ {0} on jokin kohta = € R, jossa f(x) # 0,
§oloin po.m(f) = SUP_yyey e |F()] = 1£(2)] > 0, kunhan —m < @ < m.

0.0.46. (Jatkoa) Osoita, etti C*(R) (k € N) on (jono)tiydellinen, siis Fréchet.

Ratkaisu: Induktio km suhteen. Olkoon f,, Cauchy-jono avaruudessa C*(R). Jo-
kaisessa pisteessid x € R jono (f,(z))ny on Cauchy-jono reaalilukuja, siis suppeneva.
Néin saadaan raja-arvoehdokas f : R — R. Olkoon K = [—m,m|. Joukkoon K
rajoitettuina funktiot f,, suppenevat tasaisesti, silld seminormi pg,, on téssi jou-
kossa sama kuin tasaisen suppenemisen antava sup-normi. Samasta syystéi suppene-
vat niiden derivaatat tasaisesti kohti jotain funktiota. Tunnetun analyysin lauseen
mukaan derivaattajonon tasainen raja-arvo on f’. Samalla tavalla todistetaan, etté
toisten derivaattojen jono suppenee kohti funktiota f” tasaisesti valilla | — m,m|
jne. induktiolla aina k:nteen derivaattaan asti. Koska tdméa toimii kaikilla m, niin
Pam(fn — ) — 0 kaikilla tarvittavilla m ja a, eli fy — f € CF avaruuden C*(R)
topologiassa.

0.0.47. Osoita, etti C*(R) on (jono)tiydellinen, siis Fréchet.
Ratkaisu: Edellisen tehtévan péaéttely toimii nytkin!

0.0.48. Olkoon annettuna kompakti joukko K C R ja luku k € NU{oco}. Osoita, etti
aliavaruus Cf(R) = {f € C*(R) | supp f C K} on (jono)tiydellinen, siis Fréchet.
Entd Banach; onko jatkuvaa normia?

Ratkaisu: Edellisen tehtdvan péaéttely toimii muuten, mutta téytyy todeta, et-
td rajafunktio f on avaruudessa C%-(R), eli f(z) = 0 kaikilla ¢ K, mikii seuraa
edellisen tehtédvan 0.0.47 liséksi siitd, ettd f, — f pisteittdin ja f,(z) = 0 kaikilla
x ¢ K. Itse asiassa C¥.(R) on Banach-avaruus, silli kompaktissa joukossa voi viiliar-
volauseen avula arvioida alempien derivaattojen itseisarvoja ylempien derivaattojen
itseisarvojen supremumeilla, joten normi py, ,,, missé K C [—m, m], maarad yksinddn
avaruuden CF(R) topologian.

0.0.49. "Kirjallisuustehtivi”. Olkoon k € N. Osoita, etti C¥(R) on tihed avaruu-
dessa CF-(R).

Vihje: Standarditodistus perustuu silotukseen eli konvoluutioon sellaisen einega-

tilvisen C*-funktion ¢ kanssa, jolla on kantajana pieni véli [—¢, £] ja ffs ¢»=1. (Ks.
12.10.)

0.0.50. Osoita, etti avaruuden C®(R) standarditopologian mddrdid myds seminor-
miperhe Q, missd seminormit ovat

Goic(f) = /K D" f ()] do.

missd K C R on kompakti ja n € N. Vihje: f(z) = f;H(t —x—1)f'(t)+ f(t)dt.
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Ratkaisu: Avaruuden C*(R) standarditopologian madraa seminormiperhe P =
{pox | K C R kompakti, n € N}, missé p,x(f) = sup{|D"f(z)| | = € K}.
Merkitédén topologioita 7p ja 7.

a) 7o C Tp: Suora arvio:

il f) = [ D" @) < s 10" @)] [ 1=puscr)- [ 1

b) 7p C 7¢: Osittaisintegrointi antaa kaikilla m < k

x+1
Dfa)= [ (t=a- DDV + DS e)dr
joten kaikilla m € N
P (f) = sup D™ f ()]

x+1
—sup{ [ (== D) + D" (0 d
z+1 z+1
<sw (1 [ —e— o san+| [T Do) a)
K x T
z+1 z+1
< sup | / (t — 2z —1)D™V () dt| + sup | / D™ f(t) dt|
K x K xr

< sup |y — |- / DU £(8)] it + / D™ (1) dt
K/’ K’

z,ye K
< diam K" - gm1.x(f) + g (f),

missé on merkitty K’ = J, ., B(z,1).

Huom Avaruuksista C¥(R) on analyysissi useimmiten kiytdssd n-ulotteiset ver-
siot CF(IR™), joissa topologian antavat seminormit p,(f) = sup,cx |D®f(x)|, missi
K C R" on kompakti ja

o oo an
) ) )
on multi-indeksid a = (ay, ..., a,) € N" vastaava osittaisderivaatta. Tamé ei juuri
vaikuta yll& esitettyihin asioihin.

0.0.51. ([2] s. 228). (Jatkoa) Olkoon K C R™ kompakti joukko ja F C RX Banachin

avaruus, jonka vektorit eli pisteet siis ovat funktioita K — R tavallisin vektorilasku-

toimituksin. Oletetaan, ettd F:n topologia on hienompi kuin pistesuppenemisen to-

pologia eli tuloavaruudesta RY periytyvi topologia. Oletetaan vield, etti C32(R) C F.
Todista, etti on olemassa luku k € N, jolla C.(R) C F.

Ratkaisu: Sovelletaan tehtdvéia 0.0.43 luonnollisin valinnoin, ts. valitaan avaruu-
deksi E funktioavaruus C(R) standarditopologiallaan, jota tédssd merkitdén Tg.
Tutkittavan Banach-avaruuden /' topologiaksi valitaan normitopologia Tr = 7| ja
karkeaksi Hausdorff-topologiaksi 7 valitaan pistesuppenemisen topologia eli tuloa-
varuudesta R periytyvi topologia. Lineaarikuvaukseksi 7' : £ — F sopii inkluusio-
kuvaus.
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Tarkastetaan, ettd tehtdvéin 0.0.43 ehdot ovat voimassa: C¥(R) ja F ovat Fréc-
het'n avaruuksia ja avaruudessa F' on lisiksi Hausdorff-topologia 75, joka on kar-
keampi kuin 7x. Inkluusiokuvaus 7' : C*°(R) — F' on lineaarinen ja lisiksi jatkuva
topologioiden 7g ja 7r mielessi, silld joukossa C7°(R) normitopologia on hienompi
kuin pistesuppenemisen topologia.

Tehtavan 0.0.43 mukaan inkluusio 7" on siis jatkuva myos topologioiden Tg ja Tg
mielessé eli kuvauksena CF(R) — (F, 7)), joten F':n normin rajoittuma avaruuteen
E on jatkuva avaruuden E = CP(R) topologiassa. On siis olemassa luku A > 0 ja
sellainen avaruuden C%°(R) kantaseminormi p,, g, ettd avaruudessa £ = CP(R)

|- lF < Apnk-

Seminormi p, x(f) = sup,cx |D"f(z)] on itse asiassa normi avaruudessa CF-(R).
Merkitdén sen normitopologiaa 7, ., jolloin aliavaruudessa E = CF(R) on Tr C
Tpn i Ja siis

F'n normitopologia Tr C 7T, . C Ci(R)m topologia C C32(R):m oma topologia Tg.

Erityisesti siis avaruuden F' aliavaruudessa C7(R) on F:n normitopologia kar-
keampi kuin C(R):n topologia. Siksi aliavaruuden C%(R) tdydentymé avaruuden
F normitopologiassa siséltdd avaruuden Cf(R) topologian mielessd muodostetun
tdydentymiin! Mutta jilkimméinen on tehtdvin 0.0.49 mukaan Cf(R) ja téiydenty-
mé avaruuden F' normitopologiassa siséltyy tietenkin avaruuteen F', joka on téaydel-
linen. Siis C%(R) C F. O

0.0.52. Osoita, etti topologisen vektoriavaruuden E aliavaruudella M C E on lausees-
sa 5.2 mainitut ominaisuudet:

(i) M on topologinen vektoriavaruus.
(ii) M perii E:ltd seuraavat ominaisuudet
(a) Hausdorff
(b) metrisoituva
(c) lokaalikonveksi (alkuperdisten seminormien rajoittumat antavat topolo-
gian, jatkuvat seminormit ovat tasan alkuperdisten jatkuvien seminor-
mien rajoittumat.)
(d) normiavaruus.
(iii) Jos E on taydellinen ja M on suljettu, niin M on tdydellinen.
(iv) Jos E on lokaalikonveksi, niin jokainen M :n jatkuva lineaarimuoto on jonkin
E:n jatkuvan lineaarimuodon rajoittuma.
(v) Aito aliavaruus on sisdipisteeton, mutta voi olla tihed.

Vihje: Kohdat (ii ¢), (iii) ja (iv) on jo todistetttu. Etsi todistukset ja todista muut.

0.0.53. Osoita, ettd topologisen vektoriavaruuden E tekijiavaruudella E/H on lausees-
sa 5.4 mainitut ominaisuudet:

(i) E/H on topologinen vektoriavaruus.
(ii) Kanoninen surjektio ¢ : E — E/H on jatkuva ja avoin kuvaus.
(iii) E/H on Hausdorff aina ja vain, kun H C E on suljettu.

0.0.54. Todista huomautuksen 5.6 vdite: Kun p on seminormi vektoriavaruudessa
E, niin p on normi tekijaavaruudessa E /Ker p.
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0.0.55. Osoita, ettd topologisten vektoriavaruuksien E; tuloavaruus [[,., perii ava-
ruuksilta E; lokaalikonveksiuden, Hausdorff-ehdon ja tdydellisyyden. Ndaytd vield,
ettd se perii metrisoituvuuden, jos tekijoitd on numeroituvan monta.

0.0.56. Vaativa lisdtehtivd. Todista lauseen 4.11 vdite olettamatta metrisoituvuutta.

0.0.57. Osoita lineaarikuvauksen sulkeumaan jatkamista koskevan lauseen 4.11 avul-
la, ettd topologisen vektoriavaruuden E kaikki taydentymdt ovat isomorfisia keske-
nddan, joten “taydentymda on yksikdsitteinen”.

0.0.58. Niytd esimerkilld, ettd induktivvinen lokaalikonveksi topologia 5.22 voi erota
E:n maalitopologiasta.

0.0.59. Naytd esimerkilld, ettd ddrettémdan monen avaruuden suorassa summassa lo-
kaalikonveksi induktiivinen limestopologia 5.24 voi olla (onko aina?) aidosti hienom-
pi kuin hetkko topologia 5.11, vaikka molemmat indusoivat alkuperdisiin avaruuksiin
niiden alkuperdisen topologian.

0.0.60. Osoita, ettd topologisessa vektoriavaruudessa seuraavat ovat rajoitettuja jouk-
koja:
a) jokainen tdaysrajoitetu joukko, erityisesti kompakti joukko ja Cauchy-jonon
pisteet (Ks. 6.6),
) rajoitetun joukon balansoitu verho,
) rajoitetun joukon sulkeuma,
) rajoitetun joukon osajoukko,
) rajoitetun joukon kuva jatkuvassa lineaarikuvauksessa,
) rajoitettujen joukkojen ddrellinen yhdiste
) rajoitettujen joukkojen ddarellinen summa
) lokaalikonveksissa avaruudessa rajoitetun joukon konveksi verho.
i) normiavaruudessa tavalliset rajoitetut joukot,

Vihje: Konveksia verhoa koskeva viite selvitetdén lauseen 6.2 avulla.

0.0.61. Osoita, ettd topologisessa vektoriavaruudessa jokainen tdysrajoitettu joukko
on rajoitettu ja seuraavat ovat taysrajoitettuja:

a) ddrellinen joukko,

b) kompakti joukko,

) Cauchy-jonon pisteet

) tdaysrajoitetun joukon balansoitu verho,

) taysrajoitetun joukon sulkeuma,

) tdysrajoitetun joukon osajoukko,

) tdysrajoitetun joukon kuva jatkuvassa lineaarikuvauksessa,
) taysrajoitettujen joukkojen ddrellinen yhdiste

) tdaysrajoitettujen joukkojen ddrellinen summa

S50e o o

1

0.0.62. Todista lause 6.7, jonka mukaan ddreténulotteisen normiavaruuden suljettu
pallo on aina rajoitettu, mutta ei koskaan tdysrajoitettu, erityisesti ei kompakti.

Vihje: Vrt. lauseen 1.32 todistukseen.
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0.0.63. Separoikoon dualiteetti (E, F') avaruuden F ja olkoon G C F aito aliava-
ruus. Osoita, ettd o(E, F) on aidosti hienompi kuin o(E,G), kuten lauseessa 7.16
luvataan.

Vihje: Huomaa sana "aito”, kiyta lausetta 7.12 ja separointioletusta. U

0.0.64. Osoita, etti E:n heikko topologia o(E, F) on Hausdorff tasan silloin, kun
dualiteetti (E, F) separoi avaruuden E.

Ratkaisu: Lauseen 2.9 mukaan lokaalikonveksissa avaruudessa Hausdorff-ehto on
yhtapitavid sen kanssa, etté jokaisessa pisteessi x € E'\ {0} ainakin yksi seminormi
pr € P saa nollasta eroavan arvon, joten

o(E, F) on Hausdorft <= Vz € Edp=|(-,y)| se. |[(z,y)| #0
< Ve e Fdye€ Fse (z,y) #0 < (E,F) separoi E:n

0.0.65. Todista, etti jos E on lokaalikonveksi Hausdorff-avaruus, niin o(E, E*) on
Hausdorff-topologia.

Ratkaisu: Tamé seuraa edellisestd tehtdvésta ja lauseesta 7.8, jonka mukaan lo-
kaalikonveksin Hausdorff-avaruuden topologinen duaali separoi sen.

0.0.66. Onko o(E, E*) hienoin — tai ehkd karkein — dualiteettiin (E, E*) sopeutuva
topologia?

Ratkaisu: Karkein. Heikko topologia o = o(F, F’) on lokaalikonveksi ja seurauksen
7.13 mukaan E* = F. Karkeampaa dualiteettiin (£, F') sopeutuvaa topologiaa ei ole
olemassa, silli lokaalikonveksi topologia 7 sopeutuu dualiteettiin (E, F') nimenomaan
silloin, kun jokainen |{-,y)| (y € F') on 7-jatkuva.

0.0.67. Olkoot E ja F' vektoriavaruuksia, joista E ddarellisulotteinen. Esitd valttamd-
ton ja riittdvda ehto avaruudelle F', joka takaisi, ettd on olemassa separoiva dualiteetts
(E,F).

Ratkaisu: Jos dualiteetti (F, F') on separoiva, niin voi tulkita sekd F' C E’ etti
E C F'. Siis dim F' < dim F/ = dim F, joten myos F on &dérellisulotteinen, jolloin
symmetriasyistd myos dim £ < dim F'. Siis dim F = dim F'. Téssé saatiin valttama-
ton ehto, ja onhan tama selvésti riittavikin.

0.0.68. Olkoon E varustettu algebrallisen duaalinsa mddarddimdalld heikolla topologial-
la o(E, E'"). Osoita, etti

a) jos A C E on rajoitettu, niin on olemassa ddarellisulotteinen alicvaruus G C E
siten, ettd A C G,

b) E:n jokainen vektorialiavaruus on suljettu,

c) E:n jokaisella vektorialiavaruudella on topologinen supplementti.

Ratkaisu: Topologian o = o(E, E') méédraavit seminormit p(s) = | f(z)|, missd f
kay lapi kaikki lineaarikuvaukset £ — K. Téssé topologiassa E' = E*.

a) Oletus "A C E on rajoitettu” merkitsee, ettd jokainen lineaarimuoto f € E’
on rajoitettu joukossa A. Antiteesi: on olemassa lineaarisesti riippumattomat vek-
torit x1, zo - - - € A. Maaritelldén lineaarisessa aliavaruudessa H = span(z1,zg...) =
{ YN A | i € K, z; € F, vain darellisen moni \; # O} lineaarimuoto f(>  Nizi) =
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> 1A ja jatketaan se koko avaruuden E lineaarimuodoksi, jolloin erityisesti f(x;) =
i kaikilla 7 € N, eiké A siis ole o-rajoitettu.

b) Olkoon H C FE lineaarinen aliavaruus. Varustetaan H Hamelin kannalla Ky C
H ja jatketaan se koko avaruuden Hamel-kannaksi K. Maaritelladn kullakin x €
K ~\ Ky lineaarimuoto f, € E' asettamalla kantavektoreiden kuviksi f,(z) =1 ja
fz(y) = 0 kaikille x € K ~ {z}. Koska f, on jatkuva, on Ker f, suljettu ja siis
H = ,exx,, Ker fo on suljettu.

c) Jokaisella vektorialiavaruudella on algebrallinen supplementti. Koska kaikki ali-
avaruudet ovat o(F, E')-suljettuja, on jokainen supplementti topologinen.

0.0.69. Olkoon (E,F) dualiteetti, E ddretonulotteinen. Osoita, etti o(E, F) ei ole
normiavaruustopologia.

Ratkaisu: Heikossa topologiassa jokainen origon ympéristo siséltéé jonkin epétri-
viaalin vektorialiavaruuden, nimittdin hypertasojen dérellisen leikkauksen.

0.0.70. Olkoon E ddretonulotteinen normiavaruus. Osoita, ettd duaalin nollavekto-
ri 0 € E* kuuluu duaalin yksikkopallon kuoren {y € E* | ||y|| = 1} sulkeumaan
topologiassa o(E*, E).

Ratkaisu: Heikossa topologiassa jokainen origon ympéristo siséltdéd jonkin epétri-
viaalin vektorialiavaruuden, nimittdin hypertasojen dérellisen leikkauksen.

0.0.71. Oletetaan, ettd dualiteetti (E, F') separoi avaruuden E. Olkoon A C E. Osoi-
ta, ettd A° = {0} <= A°° =F.

Ratkaisu: A° = {0} = A = {2z € E | [(z,y)] < IVz € {0}} = E ja
A® = FE = A°° = E° = {0}. Viimeinen yhtélaisyysmenrkki tarkoittaa, etti
dualiteetti (F, F) separoi F:n (7.22 (ix)).

0.0.72. Olkoon E lokaalikonveksi Hausdorff-avaruus ja B C E balansoitu, konvekst,
rajoitettu ja taydellinen. Varustetaan alicvaruus Ep = |J,.ynB C E joukon B C
Ep mittausfunktiolla ||z|| = inf{\ | x € AB}, joka on normi, koska B on paitsi
balansoitu ja konveksi myds rajoitettu E:n alkuperdisessd Hausdorff-topologiassa 7.
Osoita, ettd normiavaruuden Eg suljettu yksikkopallo on B.

Ratkaisu: B on avaruuden E taydellinen osajoukko, siis suljettu. Upotuskuvaus eli
kanoninen injektio g — E on jatkuva, koska B:n rajoittuneisuuden takia kaikilla
origon ymparist6illa U on olemassa A > 0, jolla AB C U. Siis B on suljetun joukon
alkukuvana suljettu my6s normitopologiassa. Balansoitu konveksi joukko B siséltéaa
lauseen 2.5 mukaan mittausfunktionsa avoimen yksikkopallon ja siséltyy selvésti
sen suljettuun yksikkopalloon, joten sen sulkeuma B on suljettu pallo. Mutta B on
suljettu, joten B on suljettu pallo.

0.0.73. Olkoon E lokaalikonveksi Hausdorff-avaruus. Dualiteetti (E, E*) on separoi-
va (7.8). Siksi By g gy :n tdydentymd on lauseen 7.18 ¢) mukaan topologisen duaalin
algebrallinen duaali (E*)". Voiko jo E, olla tdydellinen?

Ratkaisu: Pitda tutkia, onko koskaan F' = E* ja E = F’. Osoittautuu, ettid niin
kay, kun valitaan E = F ;( . p)- Larkastetaan tulos:

e Valitaan mik4 tahansa vektoriavaruus F'. Saa olla daretonulotteinen.
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e Olkoon F sen algebrallinen duaali F”.

e Varustetaan E lokaalikonveksilla topologialla o(E, F') = o(F’, F'), joka on lo-
kaalikonveksi, Hausdorff ja dualiteettiin (F’, F') sopeutuva, koska dualiteetti
on separoiva.

[ ] E* = (EU(E,F)>* = F

o (") =F=FE.

Esimerkki osoittaa, ettd ddretonulotteisessakin tapauksessa voi olla (E*) = E. On
siis olemassa heikolla topologiallaan tdydellinen déretonulotteinen avaruus!

0.0.74. Olkoon (E, F) separoiva dualiteetti ja M C E wvektorialiavaruus. Osoita, ettd
M+t = M, jos ja vain jos M on suljettu jossain sellaisessa E:m topologiassa, joka
sopeutuu dualiteettiin (E, F).

Ratkaisu: Olkoon aluksi M1+ = M. Nyt M on suljettu topologiassa o (E, F), silli
minké tahansa joukon B C F ortogonaalikomplementti B+ = (,..z Ker (-, 2*) on
o(E, F)-suljettujen joukkojen leikkauksena o(E, F')-suljettu.

Olkoon seuraavaksi M suljettu jossain sopeutuvassa topologiassa. Silloin M on
heikostikin suljettu, onhan M konveksi (7.29). Heikosti suljetulle aliavaruudelle M
on tietenkin M+ = M° (!) edelleen aliavaruus, joten M+ = M*° = M = M.

0.0.75. Tdydennd lauseen 7.38 todistus osoittamalla, ettd
a) &—topologia on lokaalikonveksi ja saadaan heikosti rajoitettujen joukkojen A €
S polaarien A° mittausfunktioista ps(y) = supgea [(x, v)|.
b) Jos & toteuttaa ehdot
(1) A,Be 6 = 3C € G siten, ettd AUB C C ja
(2) Ae 6, e K = 3B € G siten, elti NA C B,
niin {A° | A € &} on &-topologiassa origon ymparistokanta.
c) Jos G toteuttaa ehdon
Ja=E,
&

niin S-topologia on hienompi kuin heikko topologia o(F, E).

Ratkaisu: a) Polaarit A° ovat aina balansoituja ja konvekseja, ja heikossa topo-
logiassa rajoitetun joukon polaari on mydés absorboiva, joten sen mittausfunktio on
seminormi.

b) Kuulukoon ¢(); A7 tutkittavan &—topologian méérittelevéén ympéristokan-

taan
Us = {47
1

Ehdosta (1) seuraa induktiolla, etté &érelliselld perheelld {A; | i € I} C & on
olemassa C' € G siten, ettd | J,.; A; C C. Ehdon (2) nojalla voidaan valita B € &
siten, ettd %C’ C B. Nyt

A, e€B, e>01 éiérellinen}.

i€l

B°CceC® Ce[)45.
i€l
c) Riitt44 todistaa, etté jokaisen pisteen = € E polaari {z}° = {y € F | [(z,y)| <
1} on origon &-ympéristo. Olkoon siis z € E. Oletuksen mukaan on olemassa A € &,
jolle z € A. Silloin A° C {z}°.



Harjoitustehtivid ja niiden ratkaisuja 135

0.0.76. Todista suoraan (kdyttimdttd Alaoglun ja Bourbakin lausetta kuten kohdasa
7.40), ettd yhtdjatkuva joukko A C E* on heikosti rajoitettu.

Ratkaisu: A C E* on yhtéjatkuva tasan silloin, kun A C U° jollekin U € Uy(p, -
(Ks. 7.40.)

Olkoon V' jokin heikko ympéristd. Heikon ympériston méérittelee ominaisuus,
ettd on olemassa dérellinen joukko S C F, jolla S° C V. Koska &érellinen joukko on
rajoitettu, on olemassa luku A > 0 siten, ettd S C AU, jolloin

AcCU°CAS° CA\V.

Lopuksi voi huomata, etta olisi riittdnyt tarkastella pisteiden polaareja, kuten edel-
lisessé tehtédvassa tehtiin. O

0.0.77. Olkoon E epdtdaydellinen lokaalikonveksi Hausdorff-avaruus ja E sen tayden-
tymd. Osoita, ettd topologia o(E*, E) on aidosti hienompi kuin o(E*, E) ja vastaava
tulos pdtee topologiselle duaalille E*.

Ratkaisu: Heikko topologia on sopeutuva, joten E’ :n duaali on toisessa topolo-

giassa F ja toisessa siitd eroava E. Topologiat eivit siis ole samat. Luonnollisesti
hienompaa topologiaa vastaa isompi duaali.

0.0.78. Todista lause 7.43, jonka mukaan avarvuden E Mackeyn topologia 7(E, F)
on hienoin duaalipariin (E, F) sopeutuva topologia, jos duaalipari (E,F) separoi

0.0.79. Todista lause 7.44, jonka mukaan lokaalikonveksi avaruus E on tynnyriava-
ruus tasan silloin, kun sen topologia yhtyy dualiteetin (E, E*) antamaan vahvaan
topologiaan b(E, E*).

Ratkaisu: Vahva topologia on perheen & = {A C E* | A on balansoitu, konveksi
ja heikosti kompakti} polaaritopologia. Téssé topologiassa jokainen tynnyri on ori-
gon ympadristo, silld tynnyrin 7" C F polaari T° on balansoitu, konveksi ja heikosti
kompakti ja T' = T°°.

Jos oletetaan, ettd E on tynnyriavaruus, niin jokainen origon ympéristo U € Ug
sisaltdd tynnyrin, joka on balansoidun, konveksin, heikosti kompaktin polaarinsa
polaari. 0

0.0.80. Olkoon E Banachin avaruus. Néaytd, ettd b(E, E*) = 7(E, E*).

Ratkaisu: Mackeyn ja Arensin lauseen seurauksen 7.44 mukaan avaruus on tynny-
riavaruus tasan ehdolla b(F, E*) = 7(F, E*). Tynnyrilauseen 4.13 mukaan jokainen
Fréchet’n avaruus, erityisesti jokainen Banach-avaruus on tynnyriavaruus. .

0.0.81. Todista lause 7.45, jonka mukaan jokainen tynnyriavaruus ja jokainen bor-
nologinen avaruus on Mackeyn avaruus.

0.0.82. Todista, ettd jokaisessa Dy () = C¥ () aliavaruustopologian eli kompaktin
C>-konvergenssin topologian antavat normit

lell; = 1D ¢l = sup{| D7 p(x)| | z€Q} jEN.
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0.0.83. Owatko Schwartzin testifunktioavaruuden D(R) mdadritelmdssi kaiytetyt ava-
ruudet D (R) normeerautuvia? Entd itse testifunktioavatuus D(R)?

Ratkaisu: Avaruuksia Dg(R) = C(R) késiteltiin jo mm. tehtavissi 0.0.27 ja
0.0.28, joten normiavaruuksia ne eivit ole. (C%(R) on kylli normiavaruus, kun
n < 00). Myoskédn Fréchet'n avaruuksien Dk, (R) tarkka induktiivinen limes D(R)
ei ole normiavaruus, ei edes metrisoituva. Metrisoituvuuden estdd Bairen kategoria-
lause, silli D(R) on tdydellinen, mutta suljettujen aitojen aliavaruuksiensa yhdis-
teend selvisti Bairen 1. kategoriaa.

0.0.84. Osoita, ettid avaruuden R™ avoimen joukon 2 C R kompaktin osajoukon
K C Q etdisyys joukon Q reunasta eli d(K,09) = inf{d(k,w) | k € K,w € 9Q} on
positivinen.

0.0.85. Totea, etti topologisessa vektoriavaruudessa nollaan suppenevan lukujonon
(AN ja rajoitetun jonon (x,)n tulojono (A,x,)n suppenee origoon.

0.0.86. Olkoon P, = {f : K - K | p on enintddn asteen n—1 polynomi} varustet-
tuna luonnollisella ddrellisulotteisen Hausdorff-vektoriavaruuden rakenteellaan. Ol-
koon P = J,en P = {f : K=K } p on polynomi} varustettuna tarkan induktii-
wsen limeksen rakenteella: P = li_r)nPn. Onko P metrisoituva tdissd topologiassa T ¢

Onko P Montelin avaruus?

Ratkaisu: Koska jokainen P, on #dé#rellisulotteinen, se on isomorfinen jonkin R"
kanssa ja siis tietenkin Banachin avaruus, joten P on LB-avaruus ja siten borno-
loginen Montelin avaruus. Siis myds P on bornologinen Montelin avaruus, koska
ndmé ominaisuudet periytyvit tarkalle induktiiviselle limekselle (9.16). Sisédpisteet-
tomien suljettujen osajoukkojensa yhdisteend P, on Bairen ensimmaisté kategoriaa,
ja tédydellisyytensa vuoksi siis metrisoitumaton.

0.0.87. (Jatkoa) Tarkastellaan avaruudessa P myds lokaalikonveksia topologiaa T,
jonka mddrddvdit seminormit g, (> Mix') = |A\g|. Onko timd topologia metrisoituva?
Enta Montel? Onko toinen topologioista T ja 1o hienompi kuin toinen?

Ratkaisu: Topologia 7y on tietenkin metrisoituva, méardytyyhian se numeroitu-
vasta seminormiperheesté. Koska luonnolliset injektiot P; — P ovat jatkuvia myos
topologiassa 7, on 7 on hienompi kuin 7. Koska toinen topologia on metrisoituva,
toinen ei, niin ne eivét ole samat. 7 on siis aidosti hienompi kuin 7. U

0.0.88. Osoita, etti funktioavaruudet D (R) ja D(R) (ja yleisemminkin Dk () ja
D(QY)) ovat Montelin avaruuksia.

Ratkaisu: Koska D(R) on tarkka induktiivinen limes avaruuksista Dk (R), riittda
osoittaa, ettd avaruudet Dy (R) ovat Montelin avaruuksia. Fréchet'n avaruuksina
ne ovat tynnyriavaruuksia, joten riittda todistaa, etté niilld on Heinen ja Borelin
ominaisuus eli jokainen suljettu, rajoitettu joukko on kompakti. Olkoon siis H C
Dk (R) C C*(R) suljettu ja rajoitettu. Olkoon f € H ja x; ja o € K.

(0.1) |[f(z1) = f(@2)] < D flloclr = 2l

Ylemmille derivaatoille saadaan samaan tapaan
(0.2) D f(a1) = D* f(2)] < |D**! flloo|y — 2],
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Sovelletaan Ascolin lausetta (Liite I1.0.0.114). Lauseen oletukset ovat voimassa: R on
téaydellinen metrinen ja K kompakti metrinen ja H C C(K, X) ={f: K - X ‘ f
on jatkuva}. Ascolin lauseen mukaan siis seuraavat ovat yhtapitavii:

(1) H on relatiivikompakti eli H on kompakti sup-normin suhteen.
(2) (a) H on yhtédjatkuva ja
(b) H on pisteittdin relatiivikompakti eli H(x) C R on relatiivikompakti (eli
rajoitettu, ollaanhan R:ssd) kaikilla z € K.

Epéyhtéls (0.1) implikoi ehdot (a) ja (b), joten (sup-normissakin!) suljettu joukon H
sukeuma sup-normin suhteen H on kompakti sup-normin suhteen. Sama toimii
epayhtilon (0.2) nojalla myos derivaattojen sup-normeille, joten H on relatiivikom-
pakti jokaisen normin || D¥ f||., suhteen.

Naisté tiedoista on ehké hankalaa todistaa suoraan, ettd H on kompakti avaruu-
delta C*°(R) periméssédin lokaalikonveksissa topologiassa, jonka virittavét kaikki de-
rivaattojen sup-normit ||D"f||, mutta koska tdmé topologia on metrisoituva, niin
riittdé todistaa, ettd H on tédysrajoitettu avaruudessa C*°(R).

Tutkittavan topologian méérittelee myds kasvava jono normeja |||« |||, = || - ||oo +
l-lle+1-lla+ -+l ln Olkoon &€ > 0. Jo todistetun perusteella H sisil-
tyy johonkin kompaktiin, siis erityisesti tdysrajoitettuun joukkoon jokaisen normin
| flln = IID™f]|co mielessé erikseen, joten on kullakin n € N olemassa H:n (&érelli-
nen!) peite osajoukoilla H,,; C H, i =1,2,...m,, siten, ettd kunkin peitepalan #,,;
halkaisija || - ||,-mielessid on enintéén e:

|D"f — D"g|l,, < ¢ kaikilla f, g € Hp.

Tavoitteena on konstruoida H:n (dérellinen!) peite osajoukoilla H,; C H, i =
1,2,...m, siten, ettd kunkin peitepalan H,; halkaisija ||| - |||,-mieless& on enin-
téddn e. Téllaisen peitteen muodostavat leikkaukset Ho;, N Hi N - - - N Hy i, , Missd
indeksit i; kiyvét lépi kaikki mahdolliset arvot, siis kukin 4; € {1,...,m;}.
Laskimme yksinkertaisuuden vuoksi avaruudessa C*(R), mutta paittely yleistyy
kylld avaruuteen C*(£2) ainoa muutos tulee epayhtéloihin (0.1) ja (0.2), joihin tulee
lisata joukosta €2 riippuvat multiplikatiiviset vakiot. O

0.0.89. Osoita, ettd kaksi sdadannollistd distribuutiota yhtyvdt aina ja vain, kun vas-
taavat funktiot yhtyvdt melkein kaikkialla.

0.0.90. Todista huomautuksen 10.3 vdite, jonka mukaan lineaarimuoto f : D(Q2) —
K on jonojatkuva, jos ja vain jos seuraava ehto on voimassa:

Jos (¢r)ren on jono testifunktioavaruudessa D()) ja on olemassa kompakti K C €
jolla supp pr, C K kaikilla k € N ja lisdksi kaikilla n € N

D"pp(x) — 0 tasaisesti K :ssa,
niin (o, A) — 0.

0.0.91. Todista, etti C*°-funktion f derivatta on sama kuin sen distribuutioderivaat-
ta — otkein tulkittuna.

0.0.92. Todista huomautus 10.7, jonka mukaan Heavisiden porrasfunktion derivaatta
on dp.
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0.0.93. Olkoon f € C*(R) ja A € D(R). Osoita laskemalla tai kumoa, etti
D(fA)=Df A+ f DA.

Ratkaisu: Distribuution A € D* derivaatta on distribuutio DA := —A o D, ts.
(p, DA) := —(Dp,\) Ve € D(Q). Lasketaan:

(. D(fA)) = =(Dg, fA)
= —(fDy, A)

= —(D(f¢) -

= —(D(fe),

= (fo,DA) +

= (¢, fDA) +

0.0.94. Osoita, ettd distribuutioderivaatan mielessd

dl 2] 1
— log |z| =v.p.—.
dx & pa:

Ratkaisu: Esimerkin 10.5 mukaan merkinta v.p. tarkoittaa Cauchyn pédarvoa jou-

Df)p,A)

(p(Df), A)
,(Df)A)
(Df)

(
A) +
(¢
(p, (Df)A) = (o, Df A+ f DA). O

kossa R ~\ {0} lokaalisti integroituvalle funktiolle:

o o= ([ )

Distribuutiona merkintd v.p.f tarkoittaa lineaarimuotoa
D—R:p=(pvp.f)= v.p/ fe,

jos tdmaé on olemassa ja jatkuva. Klassinen esimerkki 10.5 on v. p =

Distribuutioderivaatan mééritelméan mukaan (D log|z|, ¢) = (log |z|, D). Kos-
ka log |=| on lokaalisti integroituva joukossa R®, on oikea puoli tulkittavissa distri-
buutioksi integraalina — [°_log|z| Dy dz ja saamme:

(Dlog ||, ) = — / log || Dpdx

o0

= lim ( —/ log |x| Dy dx —/ log x| Dy da)

~ lm (/_; @ dr—| 10g€|:v| o(z) + /:O @ dz— [ 1og 90(35))
— vp. /; @ de — lim (‘_OO log |z| o(z) — )OO log || go(x))
= v.p. /: @ dx — Elir&r (log(e) (p(—¢) — ¢(e€)) ) = v.p. /: # dzx.

83]R+:ssa Jlogz = —z + xlogz on jopa jatkuva, onhan lim,_,o(—z + zlogx) = 0.
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0.0.95. Tarkastellaan Fréchet'n avaruutta E ja LF-avaruutta F' = lim F,,. Olkoon
H

T : E — F jatkuva lineaarikuvaus. Osoita, ettd on olemassa luonnollinen luku k € N
siten, etti T(E) C F.

Ratkaisu: Tarkastellaan joukkoja H, = {(z,Tz) € E x F | Ty € F,}. Ne ovat
kahden Fréchet’'n avaruuden tulon suljettuja aliavaruuksia, siis Fréchet’'n avaruuk-
sia. Merkitédén projektioita m, : H, — F : (x,y) — z. Koska |J,, F,, = F, niin
U,, H, = T joten Bairen kategorialauseen mukaan jokin suljetuista joukoista H,, on
sisépisteellinen. Nytpéd kuvaus mo : Gr(T) — F : (z,y) — y on jatkuva lineaari-
kuvaus kahden Fréchet’n avaruuden vililla, siis avoin kuvaus. Sellaisena se kuvaa
sisipisteellisen joukon H, C T sisdpisteelliseksi joukoksi mo(H,), joka toisaalta on
aliavaruus, siis koko F. Mutta my(H,,) C F,.

0.0.96. Oletetaan, ettd (f,)n — f on suppeneva jono Fréchet’n avaruudessa C*°(R)
ja jono (A,)n — A on suppeneva jono distribuutioiden avaruudessa D(R)*. Osoita,
etti (fnl\n)n — fA avaruudessa D(R)*. Muista, ettd avaruus D(R)* on varustettu
heikolla topologialla w* = o(D(R)*, D(R)).

Ratkaisu: Siirtymélla tarkastelemaan erotuksia f, — f ja A,, — A voi olettaa, etté
f=0jaA=0. Oletus A,, — 0 merkitsee, ettd kaikilla ¢ € D(R) pétee (p,A,) —
0. Avaruuden C*(R) topologian méaaraéavit derivaattojen sup-normit kompakteissa
joukoissa. Oletus f,, — 0 merkitsee siis, ettd kaikilla £ € N ja kompakteilla K C R
patee

sup\Dk(fn)] — 0.
K

Distribuution ja funktion tulon méaritelmén 10.21 mukaan véite merkitsee, etté
kaikilla ¢ € D(R) pétee

(@, fal\n) = (fap, An) — 0.

Kuvaus f,, — fn,e on jatkuva C*(R) — D(R), joten f,o — fo € D(R).
Kiinteilld ¢ € D(R) bilineaarikuvaus

C*(R) x DR)" = C: (f,A) = (@, fA) = (fo, A)

on siis kummankin muuttujansa funktiona erikseen jatkuva. Tasaisen jatkuvuuden
periaatteeseen perustuvan huomautuksen 4.27 mukaan 3 on jonojatkuva, mika riit-
tadkin todistamaan vaitteen. 0

0.0.97. Osoita, etti kun 2 C R™ on avoin joukko, niin on olemassa kompaktit vdlit
Q; ja avoimet joukot Q; (i=1,2,...) siten, ettd
(i) Qi C Qi C,
(i) Uieny 4=, ja
(i) mikddan kompakti joukko K C Q ei leikkaa useampaa kuin ddrellisen monta
joukkoa §2;.

Ratkaisu: Konstruktio on yleisesti tunnettu ja 16ytyy analyysin kirjoista kohdasta,
jossa puhutaan ykkosen osituksesta.
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0.0.98. Todista ykkosen osituslemma 11.6: Olkoon (£2;);e; perhe avoimia joukkoja
Qi CRjaQ=J;c; Q. Silloin on olemassa jono D(£2)-funktioita (1 )nen siten, ettd

a) jokaisen funktion 1), kantaja siséltyy johonkin avoimista joukoista €2;.

b) > .en¥n = 1 joukossa ().

c¢) Jokaista kompaktia joukkoa K C €2 kohti on olemassa avoin joukko A D K
ja luku m € N siten, ettd > 1, = 1 joukossa A.

Todistus. Ratkaisu: Kuten edellinen.

0.0.99. Olkoon A € D(Q)* distribuutio. Olkoon

avoin

W= {2 C Q| (f,A) =0, kun supp f C Q'}.
Osoita, ettd (f,A) =0, kun supp f C W.

avoin

Ratkaisu: Perhe (€;);cr = {2 C Q | (f,A) = 0, kun supp f C Q'} on perhe
avoimia joukkoja €2; C R ja W = J,; €. Tehtdvin 0.0.98 eli ykkdsen osituslemman
11.6 mukaan on olemassa jono D(2)-funktioita (1, )nen siten, etté

a) Vn € N3i € [ siten, etta supp v, C Q.

b) > ,en¥n = 1 joukossa W.

c) Jokaista kompaktia K C W kohti on olemassa avoin A D K ja luku m € N
siten, ettd Y 1, = 1 joukossa A.

Olkoon f € D(R) ja K = supp f C W. Koska K on kompakti, kohta c) soveltuu.
Voi olettaa, ettd A C W (leikkaa 1114 jos tarvitaan). Joukossa A on

F=r1=> v,
n=1

ja A:n ulkopuolellakin f = """ 4, f, nimittéin 0. Siis

m

(fA) = (Unf,A).
n=1
Mutta jokainen (¢, f, A) on 0, koska supp ¢, f C supp ), C €; jollain ¢ € I. O

0.0.100. Olkoon A € D(R)* distribuutio. Osoita, ettd
a) Jos ¢ € D(Q) ja supp ¢ Nsupp A = 0, niin (p, A) = 0.
b) Jos ¥ € C>®(Q) ja ¥(x) = 1 jossain avoimessa joukossa A D supp A, niin
Ay = A.
Ratkaisu: a) M#éritelmin mukaan supp A = R~ W, missé

avoin

W:U{Q' c Q | (f,A) =0, kun supp f C '}

Jos siis suppp NsuppA = 0, niin supp f C W, joten edellisen tehtivin nojalla

(. A) =0
b) Olkoon 1 € C*(2) ja 1(x) = 1 jossain avoimessa joukossa A D supp A. Néyte-
tadn, ettd Ay — A = 0. Koska ¢(x) = 1 joukossa A D supp A, niin kaikilla ¢ € D(Q)
jax € Aonp(z) — (V) () = ¢(z) — (1p)(x) = 0. Siis supp(p — ¥p) Nsupp A = 0.
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Kohdan a) nojalla on siis (¢ —1¢@, A) = 0 eli (p, A) = (Y, A) = (p,¥A) kaikilla ¢ €
D(Q). O

0.0.101. Olkoon ¢ € D(R) ja K = [—r,r]. Oletetaan, etti D*¢(0) = 0 kaikilla
k=0,1,...,N ja ||DNg0’K||OO < n. Osoita, ettd talloin on kaikilla k < N ja x € K
voimassa
| Dfp(a)| < nla|¥*.

Ratkaisu: Induktio k:n suhteen:
I) (k=0): HDN(,0|K||C>O < n antaa kaikilla z € K: |[DN ()| < n]z|N-V-0),
IT) Induktio-oletus: kaikilla z € K: |DN=Fp(z)| < njz|N-V=H),

Induktioviite: kaikilla z € K: [DVN"*1p(x)| < n|z|V~W™=+=1 kunnes k = N.

Askel, tapaus 0 < < r. Koska D*¢(0) = 0 kaikilla k = 0,1,..., N,
DY R @) = | [ DY le) de
0
< [ D" ala
0
S/ [tV NP g
0
0
Askel, tapaus —r < x < 0 késitelladn vastaavasti. 0]

0.0.102. Vertaa, mitéd yhteistd ja eroa on tasaisen rajoituksen periaatteella 4.24 ja
Ascolin ja Arzela’n lemmalla 15.25 ja Ascolin lauseella 15.24 (Ks. liite IL.).

0.0.103. Olkoon (A,)ny C D(2)* jono distribuutioita siten, ettd kaikilla ¢ € D(Q)
on olemassa raja-arvo (¢, A) = lim,,_,.(p, A,,) € C. Osoita tasaisen rajoittuneisuu-
den periaatteen 4.24 avulla, etti A € D(Q)* ja D¥A,, — DFA avaruuden D(Q)*
standarditopologiassa.

Ratkaisu: Avaruuden D(Q2)* standarditopologia on heikko topologia o (D(2)*, D(12)).
(a) A on tietenkin lineaarinen. Tarkastetaan sen jatkuvuus: Olkoon K C  kompakti.
Tarkastellaan kuvausperhetta (An| v C Dr(§2)*. Se on pisteittiin rajoitettu, silld
kussakin "pisteessd” ¢ € Dg () joukko {{p, A,) | n € N} on suppenevana jonona
rajoitettu lukujoukko. Koska Dg(€2) on Fréchet'n avaruus, perhe on siis Banachin
ja Steinhausin periaatteen nojalla yhtéjatkuva: Jokaiselle ympéristolle B(0,7) € Ue
on olemassa sellainen ympéristd U, € Up, (q), ettd kaikilla n € N on

(U.,\,) C B(0,r)
joten kaikilla ¢ € U,.:
(. A)] = lim [(p,A)| <
A:n rajoittumat avaruuksiin Dy (£2) ovat siis jatkuvia, joten A € D(2)*.
(b) Oletuksen (p, A) = lim, . {(p,A,) € C nojalla siis ainakin A, — A. Kaikilla
¢ € D(Q) on siis distribuutioderivaatan ja heikon topologian mééritelmén mukaan

<907 DkAn> = (_1)k<Dk¢aAn> — (_1>k<Dk§0aA> = <§Oa DkA))
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eli D*A,, — DFA. (Tamin saa tietysti myos derivoinnin jatkuvuudesta, joka todis-
tetaan samalla tavalla.)

0.0.104. Pditeeké (p,A\) =0 = @A =0, kun o € D(Q) ja A € D(Q)*?

Ratkaisu: ¢ A = 0 merkitsee tulon @A médritelmdn mukaan, ettd (Y, A) =
(¥, o) = 0 kaikille ¢ € D(92).

Valitaan konvolouutiosilotuksella funktiot ¢, € D({2) siten, ettd ¥, — ¢ ava-
ruudessa D(€2). Silloin 0 = (0, A) — (v, A), joten ¢, A) = 0.

Toisensuuntainen johtop#étos ei tietenkiin pade. Vastaesimerkin saa jo funktiois-
ta eli sdannollisista distribuutioista: Olkoon A = Ay, missé ¢(x) = 1 valilla [—1, 1],
muuten 0. Olkoon ¢(x) = z valilld [—1, 1], muuten 0.

0.0.105. Lausu Diracin 6-mitta eksplisiittisesti jatkuvan funktion sopivan (mahdol-
lismman alhaisen) kertaluvun derivaattana.

Ratkaisu: Huomautuken 10.7 eli harjoitustehtavin 0.0.92 mukaan g on Heavisiden
porrasfunktion distribuutioderivaatta. Porrasfunktio H on jatkuvan funktion f(x) =

{O, kun 2 <0

distribuutioderivaatta. Siis dy = D?f. O
x, kun x >0

0.0.106. (Kahden funktion konvoluutio). Todista huomautus 12.3: Jos merkitsemme
7:(9):1ld funktiota g siirrettynd x:n verran oikealle: 7,(g)(t) = g(t—z), ja merkitsem-
me §:lla funktion g peilikuvaa §(t) = g(—t), niin 7,(g)(t) = g(x —t) ja konvoluution
madritelmd saa tiwiin muodon

(f * 9)a /f ra(3)(8) dit = /me — (3 Ay).

Ratkaisu: Maaritelmén 12.2 mukaan kahden funktion f,g : R — C konvoluutio
on funktio

(fxg)(x /f (x —t)dt.

Saannollisen distribuution méadritelmén (¢, Ay) = fR f, mukaan siis

(7 (6), Au) = /R wr(7) = /R ()7 (B)(8) dt = /R ()i (t—) dt — /R w(®yo(@—t) dt. O

0.0.107. Huomautus 12.4 sanoo, ettd funktioiden konvoluutiolla on joukko reaalia-
nalyysin kirjoista loytyvid hyvid ominaisuuksia. Tdaydennd huomautuksen 12.4 listaa
ja perustele haluamasi kohdat laskemalla tai tai viittaamalla sopiviin ldhdeteoksiin.

Ratkaisu: Sanakirja antaa kadnnokset “convolution”= kierre, konvoluutio, moni-
mutkaisuus, poimu”, joista viimeinen on paras; saksaksihan konvoluutio on "Fal-
tung”.

Viitataan sopimattomaan lihdeteokseen - Wikipediaan/Wolfram math worldiin:
http://en.wikipedia.org/wiki/Convolution
http://mathworld.wolfram.com/Convolution.html

ja edelleen Googlen kautta eri kielisiin sivuihin, esim.
http://fi.wikipedia.org/wiki/Konvoluutio

http://de.wikipedia.org/wiki/Faltung (Mathematik)
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http://www.techno-science.net /?onglet=glossaire&definition=6331

0.0.108. Perustele itsellesi, ettd josu ja v ovat joidenkin ritppumattomien satunnais-
muuttugien jakaumien tiheysfunktioita, niin niiden konvoluutio on satunnaismuut-
tugien summan jakauman tiheysfunktio. Millainen on vastaava kaava diskreeteille
satunnaismuuttujille? Entd jos toinen on diskreetti, toinen jatkuva?

0.0.109. (Distribuution ja funktion konvoluutio). Olkoon ¢ € D(R) ja A kompakti-
kantajainen distribuutio seki x € R. Todista, ettd jos supp A N (z — supp) = 0,
niin (A x ) (x) = 0.

Vihje: Médritelmén mukaan (A % ¢)(z) = (1,4, A). Lisiksi supp(7,(¥)) = (z —
supp ). Erilliset kantajat takaavat, etté (m,1), A) = 0.

0.0.110. Huomautuksen 10.7 eli tehtdvin 10.7 mukaan Heavisiden porrasfunktion H
derivaatta tavallisessa mielessi on mk. 0 ja distribuutiomielessd &g.
Osoita, ettd kaikilla ¢ € D(]R) :

a) (Hxp)(x) = [ ot
b) Ddg * H = (50
¢) A1 x Doy = 0, missd Ay on vakiofunktiota 1 vastaava sadanndéllinen distribuu-
tio.

d) On olemassa distribuutiot Ay, Ay ja A. € D(R)*, joilla
(Aa x Ab) * Ac 7& Aa * (Ab * AC)

Ratkaisu: a) (H x¢)(x) = [*o_ H(xz —t)p(t)dt = [*_p(t)dt

b)  Ddg* H = 0 * DH = 0p * (50 = 4y, silld dg * A = A kaikille A

C) A1 * D50 DA1 * (50 DA1 =0

d) Ay *(Ddgx H) = Ay %09 =1, mutta (Ay x Déy) x H=0x H = 0.

0.0.111. Osoita, etti S(R) on Fréchet’n avaruus.

0.0.112. Onko €* hitaasti kasvava distribuutio? Entd e® cos(e®)? (Onko johtopdidtik-
sesi ristiriidassa Hahn-Banachin lauseen kanssa?)

Ratkaisu: a) Ainakaan [, ¢(z)e” dx ei ole mééritelty kaikille nopeasti véheneville
funktioille ¢, esimerkiksi ei funktiolle o € D(R) jolle wo(x) = e 1#I/2, kun |x| > 1.
Mutta onko tdmé vastaus kysymykseen? Ajatellaan tarkemmin. Jos A = e* olisi hi-
taasti kasvava distribuutio, niin se olisi erityisesti myos Schwartzin distribuutio (luku
13.1) ja (p, A) = [ ¢(x)e” dx ainakin kaikille p € D(R). Selvitetéin, voidaanko té-
mé jatkaa jatkuvaksi lineaarimuodoksi avaruuteen S(R): Koska D(R) on tiheédssa
S(R):ssé, niin jatkamisen mahdollisuus on yhtépitaviad S(R ) jatkuvuuden kanssa.
Tehtdviaksi jaa siis osoittaa lineaarikuvauksen D(R) — K : = [p(x)e” dx
epéjatkuvuus avaruuden S(R) indusoimassa topologiassa. Vahtaan apufunktlot U, €
D(R), joilla 0 < 1), < 1, supp ¥ € [—2n,2n] ja ¢» = 1 valilld [—n, n]. Nyt ¥,p0 — ¢o
avaruudessa S(R), ja erityisesti (¢,¢0)ny on Cauchy- jono avaruuteen D(R) indusoi-
tuneessa aliavaruustopologiassa, mutta ((1,¢0, A))n €l suppene, vaan

(oo, A) = / Ynpo - € d — 0,
R
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joten A ei ole siiné topologiassa jatkuva. U

b) Myoskddn e” cos(e®) ei ole hitaasti kasvava distribuutio. Syy on periaatteessa
sama kuin kohdassa a). cos(e®) > 1, kun 2km — < e < 2km + 3 eli, kun log(2km —
3) < a <log(2km + 1), siis vileilld, joiden pituudet ovat, kun k£ > 0, véliarvolauseen

nojalla log(2km + ) — log(2km — 3) > ﬁ > 7, sils yhteensé co. Valitaan C*°—
2
funktio ¢, joka on 1 néilld véleilld ja 0, kun cos(e®) on negatiivinen. Nyt gt tekee

samat palvelukset kuin ¢, a)-kohdassa.

0.0.113. Miksi seuraavat ovat hitaasti kasvavia distribuutioita:

a) kompaktikantajaiset distribuutiot
b) positiiviset Borel-mitat p, joilla on olemassa k € N siten, ettd:

dpi(x) ~
/Ru Py S

c¢) mitalliset funktiot g, joilla on olemassa p € [1,00] ja N > 0 siten, ettd

o)\’ : 9(x)
(i) <= @ iy e nm.

d) polynomit.

Vastaus: (a) Olkoon K = supp A kompakti. Valitaan apufunktio ¢» € D(R) joka
saa arvon 1 avoimessa joukossa U D K. Olkoon

(. A) = (fu, )

Jos f; = 0 avaruuden S(R) topologiassa, niin f;7) — 0 avaruuden D(R) topologiassa,

joten A € S(R)*. Toisaalta kaikille ¢ € D(R) on (f,A) = (f, A). O
(b)  Olkoon p Borel-mitta, ja k € N siten, ettd fR% < o0. Pitdéd niyt-
taa, ettd f — fR fdp on jatkuva avaruuden S(R) topologiassa. Oletetaan f; — 0

avaruuden S(R) topologiassa, jolloin erityisesti ||(1 + |2|*)* f;j(2) s — 0. Nyt

1—|—|SB| / dpu(x)
)| = (z dul < (1 + |z o[ R
(el =1 [ Sl =1 [ G ) ol < 0+ P @), [ TP
) D
<00
(c) Tassd (@, Ag) = [; pgde. Tapaus p = 1 on erikoistapaus kohdasta (b). Jos

taas p €]1, 00[, niin mulstetaan Hélderin epdyhtdlo, jonka mukaan: "Jos p > 1 ja
q > 1 siten, ettd 119 + % =1,sekd f € LP ja g € L9, niin

[ fodul < (/erwdu)’l’ (/R\g\qdu)é.”

Jaetaan integroitava sopivasti tekijoiksi, kdytetddn tunnettua Holderin epayhtaloéa
ja muistetaan, ettd tavoitteena on |(p, Ay)| < C||D*o(z)(1+ |2|?)V ||« joillekin N, k
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Harjoitustehtivid ja niiden ratkaisuja
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(o, Ay = !/sogdfc|

~| [ w1+ o)

< (et s ey a )é U((lf(g?w)pdx){
=C=vakio
<o ( [lewa+ dw)i

=C (/R () (1 + [2)M - (1 + [x)N M| dgg)é

< @)1+ o)l ([ 10+ 1) )"
(@)

Polynomi toteuttaa edellisen kohdan ehdon

s
-—
vakio<oo kun M riittdvan suuri

0.0.114. Todista lauseen 13.13 kohdat (d) ja (e)

0
Ratkaisu: Olkoot f, g € L1(R) jaz, t € R Valltteet ovat
(d) (f%9)" =19
(e) (£)(1) = Af(n)
f3)

kun A > 0, missd merkinta

arkoittaa funktiota x —
Kummankin kohdan todistus on suora lasku:

(f2g)( / f(x — y)gly) dm(y)
(fig)" (t) = / _(Fg)(w)e" dm(a

)= [ [ s =wat) dmiwe dma

- / | S a) e dm(z)im(y)

/y o) / fe =0 dm{z)im(y)

_ / s f(tdm(y)

g(y)e”dm(y)
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Liite: Yhtdjatkuvat ja tiysrajoitetut kuvausperheet metrisissa
avaruuksissa, Ascolin lause ja normaaliperhepéiittely

Maiéritelma 15.20. Olkoon H C F(X,Y) joukko funktioita eli funktioperhe met-
risten avaruuksien X ja Y vililld sekd xo € X. Téssi on merkitty F(X,Y) =Y =
kaikkien funktioiden joukko.

(1) Perheen H funktiot ovat yhtdjatkuvia pisteessd xo, eli perhe H on yhtdjatkuva
pisteessd xg, jos kaikki funktiot f € H ovat jatkuvia pisteessd xy siten,
ettd jatkuvuuden standardimééritelméssa kullakin e voidaan ¢ valita niin
pieneksi, ettd se kelpaa kaikille f € H:

Ve>030>0Ve e X VfeH d(x,xg) <0 = d(f(x), f(xg)) <e.

(2) Perhe H on yhtdjatkuva, jos H on yhtdjatkuva jokaisessa pisteessd xy € X.
(3) Perhe H on tasaisesti yhtdjatkuva, jos kullakin € kelpaa sama ¢ kaikille
f € H ja kaikille 2y € X:

Ve>036>0Vege X Ve e X VfeH :dx,z9) <0 = d(f(x), f(xg)) <e.

Rajoitetun joukon sulkeuma on dérellisulotteisessa avaruudessa K" kompakti Hei-
nen ja Borelin tunnetun lauseen mukaan, ja Rieszin lause 6.15 kertoo meille, etta
ddretonulotteisessa avaruudessa asia on toisin. Témé asiantila antaa aiheen antaa
nimen joukolle, jonka sulkeuma on kompakti. Asetamme samalla toisenkin ldhisu-
kuisen méadritelmén.

Maéritelma 15.21. (1) Topologisen avaruuden X osajoukko K on relatiivi-
kompakti, jos sen sulkeuma K on kompakti, eli jos K sisiltyy johonkin kom-
paktiin joukkoon.

(2) Metrisen avaruuden X osajoukko K on tdysrajoitettu, jos kaikille ¢ > 0
on olemassa joukon K peite dérellisen monella e—séteiselld pallolla B(z,€),
missd z € X.

Huomautus 15.22. (1) Taysrajoitettuneisuuden mééritelmésséa voi yhté lailla

vaatia, ettd jokainen x kuuluu joukkoon K.

(2) Relatiivikompaktius ja téysrajoittuneisuus periytyvit osajoukolle ja sulkeu-
malle.

(3) Metrisen avaruuden osajoukolle kompaktius ja jonokompaktius ovat yhtapi-
tavia ehtoja.

(4) Taydellisen metrisen avaruuden osajoukolle téiysrajoittuneisuus ja relatiivi-
kompaktius ovat yhtépitdavia ehtoja.

(5) Adrellisulotteisen avaruuden R™ osajoukolle rajoittuneisuus, tiysrajoittunei-
suus ja relatiivikompaktius ovat yhtépitavia ehtoja.

Maaritelma 15.23. Olkoon X joukko ja Y metrinen avaruus.

(1) Funktioperhe H C F(X,Y) on pisteittdin rajoitettu, jos jokaisen pisteen
x € X kuvien joukko H(z) = {f(z) | f € H} C Y on rajoitettu.

(2) Vastaavasti méadritellddn késitteet pisteittiin taysrajoitettu ja pisteittdin re-
latitvikompakti funktioperhe.
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Lause 15.24. (Ascolin lause) Olkoot X ja'Y metrisii avaruuksia, joista X kom-
pakti. Tdlldin joukolle jatkuvia funktioita H C C(X,Y) seuraavat kaksi ehtoa ovat
yhtdpitavid:
(1) H on avaruuden C(X,Y) sup-metriikassa
d(f,9) = dw(f, 9) = sup d(f(2), g(z))
xe

taysrajoitettu joukko.
(2) H on yhtdjatkuva ja pisteittdin taysrajoitettu funktioperhe.

Ratkaisu: Ascolin lauseesta on usein kiytossd erikoistapaus, jossa maalipuolen
avaruus Y on R (tai yhtéd lailla K"). Téssd on oleellista, ettd maalipuolella tays-
rajoittuneisuus nyt merkitsee samaa kuin relatiivinen (jono-) kompaktisuus, onhan
R™ taydellinen. Myos C(X,Y') on téssé tilanteessa téydellinen, joten sielldkin tays-
rajoittuneisuus liittyy jonojen osajonoihin:

Seuraus 15.25. (Ascolin ja Arzeldn lemma) Olkoon H pisteittdin rajoitettu
ja yhtdjatkuva perhe funktioita X — R"™, missd X on kompakti metrinen avaruus.
Tdlloin jokaisella jonolla (f;)ien C H on osajono, joka suppenee tasaisesti kohti
jotakin jatkuvaa funktiota f : X — R™.

Huomautus 15.26. (Normaaliperhepéittely) Kompleksianalyysissda Ascolin ja
Arzelan lemmaa 15.25 on tapana sanoa normaaliperhepddttelyksi. Tarkasteltavana
on talloin yleenséd jono jossakin alueessa 2 C C — ei siis kompaktissa joukossa
— madriteltyjd analyyttisid funktioita f; : Q@ — C. Oletuksena on, ettd jono on
tasaisesti rajoitettu kompakteissa joukoissa, ts. ettd jokaisella kompaktilla K C €
on olemassa vakio Mg > 0 siten, etté kaikilla z € K ja 7 € N on

|fi(@)] < M.
Viitteend on, ettd on olemassa analyyttinen funktio
f:Q—=C,

jota kohti jokin osajono (f;,);en suppenee tasaisesti jokaisessa kompaktissa joukossa
K cq.

Péattely perustuu Ascolin ja Arzelan lemman 15.25 lisdksi sithen Cauchyn in-
tegraalikaavasta saatavaan tietoon, ettd kompakteissa joukoissa tasaisesti rajoitet-
tu funktioperhe on yhtéjatkuva, ja ettd analyyttisistd funktioista koostuvan jonon
raja-arvo on analyyttinen, jos suppeneminen on tasaista kompakteissa osajoukoissa.
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