Harjoitukset 7 Ratkaisut Lukuteoria
tiistai 1.11.2011 16.00-17.30 MaD-302

1. Osoita, etti kaikille parittomille alkuluvuille p pdtee
a) (p—2)'=1 (mod p).
b) 2-(p—3)!'=1 (mod p).
Vihje: Ryhmdssd kaikki alkiot ovat kéddntyvid. Milli alkioilla on a # a™* € Zy ¢ Mikd
on muiden tulo?

Ratkaisu.

a) Ryhmissd Z; on kaikkien alkioiden tulo (p — 1)!. Ykk&sen voi jéttad pois
ja alkio p — 1 eli -1 puuttuu tehtédvén tulosta. 1 ja -1 ovat ne alkiot, joiden
kiifinteinen on alkio itse, eli yhtilén 22 = 2 molemmat ratkaisut. Muut alkiot
a € 7Zj; ovat parittain toistensa kidnteisid, joten niiden tulo on 1. Siis (p —
2)! = 1 (mod p). Taméi oli kertaustehtdava! Vrt. Wilsonin lausen todistus!
Voit ratkaista tehtdvan myos kayttamalla Wilsonin lausetta:

(p—1)!=-1 (modp) < peP.
b) Ryhméssd Z; on siis
(=2 _

2-(p—3)=2 2 —2(p:22>! =—-(p-2)!=-1L

2. Kaikille parittomille alkuluvuille p patee
12.3%.5%. ... (p—2)%2=(—1)PY2  (mod p)
Ratkaisu:
12.32.52..... (p—22=(1-3-5----- (p—2))?
(p=2) (-2 —4)...(p—(p
=1-3...(p—=2)-(=2)(—=4)...(=(p—1))

1 P

= (DT (p-1D'=(-1)7 - (=) =1(-1)"*  (mod p).
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3. Mddrad kaikki nelionjiinnokset (mod 23). Kirjoita nédkyviin niiden itseisar-
voltaan pienimmdt edustajat. Minkd (todistetun) ilmion huomaat?

Ratkaisu: Korottele nelioon. Tulos: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18. eli 1, 2, 3, 4,
6, 8,9, -11, -10, -7, -5. Itseisarvot ovat luvut 1,2,... % =11.

4. Tutki Eulerin kriteerilli, onko 2 neliénjidnnds (mod 17). Entd 57

Ratkaisu: Lasketaan Legendren symboli (%) Fulerin kriteeri sanoo, etté jos p on

pariton alkuluku, niin
p—1 a
az? =|[- mod p).
(3) orr

Téssd p = 17 ja a = 2, joten saadaan

(%) —92%=1 (mod 17).



Siis 2 on neliénjaannos (mod 17).
Vastaavasti

(1_57) =5 =-1 (mod 17).

Siis 5 ei ole neliénjadnnos (mod 17).

5. Kuinka monta (epikongruenttia, tietenkin) ratkaisua on kongruenssilla x* =

2 a) (mod 17), b) (mod 17%), (Enti ¢) (mod 17'%), tai d (mod 10)?) Vihje:
2,2,(2,0).

Ratkaisu
a) 22 =2 (mod 17) on 2. asteen yht#lé kunnssa, joten silli on enintééin 2 ratkai-
sua, ja ne ovat olemassa, koska 2 on nelionjadnnos (mod 17), kuten edelld todettiin

laskemalla (1%) Ratkaisut ovat 46 eli 6 ja 11.

b) 2 =2 (mod 17?%) palautuu edelliseen huomaamalla, etti
2>=2 (mod 17?) = 2° =2 (mod 17),

joten ratkaisuehdokkaat ovat a)-kohdan mukaan joukossa {6 +n-17 | neo0,1,...16}
tai {—6 +n - 17 | n € 0,1,...16}. Kummankin joukon luvut ovat epdkongruentte-
ja keskeniin (mod 177), joten ratkaisuja on enintdin 2 kpl. Kummastakin 16ytyy
ratkaisu, minkéd huomaa ratkaisemalla tarvittavan kongruenssin:

(64+mn-17)?%= mod 17?)
36+2-n-17T+n’17* =2 od 17%)
(2+2-17)+2-n-17+0=2 od 17%)
2-17+2-n-17=0 (mod 17?)
242-n=0 (mod 17)

Télla on yksikésitteinen ratkaisu (tietenkin se on -1 eli 16, mutta voi muistaa, etté
lineaarisen kongruenssin ratkaisu on yleensékin yksikésitteinen, kun moduli on alku-
luku, kuten 17 on.) Vastaavasti toinen.

Liséikysymys c) on vastaavanlainen. x
maamalla, ettd

22=2 (mod 17" — 2> =2 (mod 17°) V1 < b < 100,

joten b)-kohdan pééttelyé voi soveltaa induktiolla ja péétya siihen, ettéd ratkaisuja on
kussakin modulin potenssissa 2 epékongruenttia.
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2 =2 (mod 17'%) palautuu edelliseen huo-

6. Onko alkiolla 2 neliojuuri kunnassa Zsg, kunnassa Zsy, Loz, Zno1 tai Zqi1?

Kéytetidén resiprookkilain 2. tdydennyslausetta 3.1, jonka mukaan

(g) PN {1, jos p=8n k1
P —1, jos p=8n + 3.
Ratkaisu %) = —1, koska 29 = 4 -8 — 3, vastaavasti (3%) =1, (%) =1, ( 2 ) = -1,
(1) = -1

7. Ratkaisu
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(#5)-(3)- ()

8. Ratkaisu

a) Gaussin lemmalla, alkuperdinen versio:

(%)=

missi s = #{k -3 = rpex ‘ 1 <k<¥ ¢ <0} Lasketaan s:
3=3 (mod 17)
6=6 (mod 17)
= -8 (mod 17)
12=-5 (mod 17)
5=-2 (mod 17)
18=1 (mod 17)
21=4 (mod 17)
24=7 (mod 17).
Negatiivisia on 3 kpl, siis pariton mééré, joten 3 on epdjadnnos (mod 17).
(Virheiden valttamiseksi voi vield tarkastaa, ettd itseisarvoina todella esiin-

tyvét kaikki luvut 1...8.)
a’) Gaussin lemmalla, analyyttinen versio 3.13.:

(%)=

missd 7' = 2(17 1/2L23zj Lasketaan 7' = 32°_ L8]

6 12 18 24 30 36 42
1—7J + LﬁJ + L1—7J + LﬁJ + L1—7J + LﬁJ + L1—7

—_

T=| J+L1—7J+:2-0+3-1+3-2:11,



siis pariton, joten 3 on epdjainnos (mod 17).
b) Eulerin ehdolla:
(%) =37 =33=812=132=169=—1 (mod 17).

¢) Resiprookkilauseella: () = () (1% = (¥) = (F522) = (3) = -1

9. Olkoon p pariton alkuluku ja ab = 1 (mod p). Osoita, etti jos kongruenssilla

r? = a (mod p) on ratkaisu, niin myds kongruenssilla z> = b (mod p) on ratkaisu.

Ratkaisu: Kunnassa Z,, on alkiolla x # 0 olemassa kiénteisalkio 271, Jos 2 = a
(mod p), niin (z71)? = (2?)"' =a™' = b (mod p).



