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Lien ryhmét 22.5.2012 D 380 klo. 10-12 Ratkaisut 6+6=12

1. Kiyti ehtoa g = {X € M™" | exp(tX) € G kaikille t € R} ja tarvittaessa tietoa
det exp A = exp Tr A todistaksesi yhden tai useampia seuraavista.

(1) so(n,R) = {X € M™" | X + X" =0}
(2) u(n,C) = {X € M™" | X + X =0}
(3) su(n,C) = {X € M™" | X + X' =0 ja TrX =0}
Ratkaisu:
Olkoon X € M™*™.
(1) SO(n,R) = {4 € M™" | AAT = I}. Oletetaan ensin X + X” = 0. Olkoon
t € R. Osoitetaan, ettii exp(tX) € SO(n,R). Koska oletettiin, ettd X + X7 = 0, niin
X = —X7, joten X ja XT kommutoivat ja siis
exp(tX)(exp(tX))" = exp(tX)(exp(tXT)) = exp(t(X + X)) =exp0 = 1.

Oletetaan seuraavaksi, ettd ettd exp(tX) € SO(n,R) pétee kaikilla ¢ € R. Osoitte-
taan, etti X + X7 = 0. Oletuksen mukaan kaikilla ¢ pétee exp(tX) € SO(n,R) eli
exp(tX)exp(tX)! = I.

Campbellin ja Hausdorffin lauseen mukaan pitee, kun || X || ja [|Y]| < 1 log(2—1v/2):

log(exp XexpY)=X+Y + %[X,Y] + %([X, (X, Y]]+ [Y,[Y, X]])

+ {korkeammanasteisia Lien sulkeita}.

Pienilla ¢ pétee siis oletuksen mukaan
1
0 =log I = log(exp(tX)exp(tX”)) = (X + XT) + t2§[X, X7 +8P(X, XT),

missi, jadnnostermi P on rajoitettu matriisifunktio.! Téstd seuraa, ettd X + X7 = 0.

(2) U(n) = {4 € M™"(C) | AA" = I'}. Voidaan siis laskea kuten kohdassa (1),
kunhan huomioidaan kompleksikojugointi tarvittaessa.

(3) SU(n,C) = {A € M™"(C) | AA" = I'ja det A = 1}. Kohdan (2) mukaan
riittdd siis tarkastaa, ettd det A = 1 <= TrA = 0, ja tdméahin pétee, koska
tehtavissi kerrottiin, ettd exp A = exp(Tr A). O

2. Osoita, etti

exp(ady) = Adexp x
Ohje: Seki kuvaus v, (t) = exp(tadx) ettd kuvaus v2(t) = Adexpex) ovat lineaarisen
Lien ryhmdn G yhden parametrin aliryhmid samalla alkuarvolla v1(0) = +1(0) = ady,

joten ne ovat sama kuvaus. Tarkasta yksityiskohdat.
Ratkaisu:

ITarvitaanko selitys?
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Yksiparametriset aliryhmét yhtyvét, kun niilld on sama derivaatta kohdassa t =
0, joten riittda tosiaan tarkastaa, ettd y; ja 7 ovat yksiparametrisia aliryhmia eli
homomorfismeja R — G ja laskea niiden derivaatat kohdassa t = 0.

a) Homomorfisuus: Tietenkin ad on lineaarikuvaus ja tadx ja sady kommutoivat,
joten

71 (t + 5) = exp(ad s x) = exp((t + s) adx) = exp(tadx +sadx)
=exp(tadyx)exp(sadyx)) = v1(t)n(s).
Muistaen, ettd ryhmén adjungoitu esitys Ad on homomorfismi, saadaan

Y2 (t + 3) = Adexp((t+s)X) = Adexp(tX—i—sX) = Adexp(tX) exp(sX)
= Adexp(tX) Adexp(sX) =72 (t)fVQ(S)

b) Derivaattojen alkuarvot: ; on helppo derivoida:

d d
E%(t) == exp(tady) = ad —X exp(tadx) = adx 71(t), joten v1(0) = 71(0) = adx .

Kuvaus 7; vaatii hieman harkintaa, onhan Ad, Y = AY A~! ja derivointi A suhteen
vaatii siis matriisitulon derivointikaavaa. Kédénteisen derivointia ei tasséa tarvita, koska
téssd onneksi A:m roolissa on exp(tX), on A™! = exp(—tX). Kdytdmme rreaalimuut-
tujan derivaatan mééritelmaé ja pidimme selvyyden vuoksi muuttujan ¥ mukana:

d d d
—Vg(t)y |t:0 = E Adexp(tX) Y {t:O: % eXp(tX)YeXp(_tX) ‘t:()

di
= X exp(tX)Y exp(—tX) + exp(tX)Y (—X) exp(—tX) | _,

3. Taydennd merkityt yksityiskohdat:

Ratkaisu:

Lien sulkeiden sdilymisen toteamiseksi vektorikentdt { € =G kannattaa tulkita
derivaatioiksi, onhan derivaatioiden £ ja 17 Lien sulje yksinkertaisesti [£, 77] = {on—njo€.
Merkitsemme vektorikenttdd & vastaavaa derivaatiota téssé selvyyden vuoksi 5 € =G.
Muistin virkistykseksi:

£:C%(G) = C=G: (Ef)(9) = (Df)e&y-

Erityisesti vektorikenttad &y vastaa derivaatio

(ExF)(9) = (Df)g(éx)g = (Df)y(9X):

Erityisesti, jos X € T,G tulkitaan 1. tehtdvin méaéritelméan mielessé, siis matriisina,
jolla jokainen exp(tX) € ), niin

Exo) = (DN)yloX) = & |,y Flgexp(tX)),

silla (a) ketjusddnnon mukaan derivoiden

d

7 o Fgexp(tX)) = (DF) | ix (9Xe™) | = (D)s(9X).



(b) Tasta saadaan sulkeiden siilymiskaava. Tarvitaan tosin lemma (c):
~ o~ (@) d d
(Ex (& f))lg) = - oo 7 |,_, f(gexp(sX)exp(tY))
= (D2f>g(9Xa 9Y) + (Df)g(9XY).

Osoitetaan ensin, ettd (c) riittdé: Viite on

([€x, &1F)(9) = (Exn f(9)-

Mééritelmén ja lemman (c) mukaan

(€6, &D)(9) = (Ex (& H)9) — (E (ExN)(9)
= ((D*f)g(gX, gY) + (Df)g(9XY)) — ((D*f)g(gY. 9 X) + (D f)4(gY X))
ja
(Ex1f)(9) = (Df)y(9lX, Y1)
= (Df)g(9XY — gY X)
= (Df)g(gXY) = (Df)g(gY X),
joten riittdd huomata, etté
(D*f)g(gX, gY) = ((D*f)4(gY. 9X),
mika C*°-funktiolle f péteekin.
Osoitetaan lopuksi, ettéd lauseke (c) on oikein eli etté
0 % | Fgesp(sX) expl(tY ) = (D*)y(0X, gY) + (D), (9XY).

Tamé on suora lasku?. O

4. Olkoon w d-ulotteisen lineaarisen Lien ryhmdn vaseninvariantti d-muoto ja

x = p(x) = z b

kdadnteisen muodostamiskuvaus ¢ : G — G. Osoita, ettd
o*'w = det(— Ad,)w.
Ohje: a) Muista (tai osoita) etti (Dy)eA = —A. b) Osoita sitten, ettd kaikilla g € G
on (D),(gX) = g~'(Ad, X). ¢) Loput.
Ratkaisu:

a) Osoittaminen sujuu soveltamalla tulon derivoimiskaavaa tuloon X X! = e koh-
dassa e:

0=D(XX1.A=DXpX),A= Ap(e) + e(Dp).A = A+ (Dp) A.
b) Kuvaus ¢ : G — G on yhdistetty kuvaus

L, R, _
G & G 5 ER
r = glz = x7lg — a7t
erityisesti: g +— e = —

2mutta vaatii tyota ja rauhaa.
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Lineaarikuvausten derivaatat ovat ne itse, ja kddntédmisen derivaatta neutraalialkion
kohdalla tunnetaan, joten derivoimalla saadaan lausuttua (Dy),:

(DL, 1) . (DR, 1)
¢ 5 ne % 1c 5 TG
X — X = —g'X — —g 1 Xgt
siis: gX — g lgX — —glgX — —g lgXg ' =—¢g 1 Ad, X.

¢) w on d-ulotteisen Lien ryhmiin vaseninvariantti d-muoto, joten®
(P w)a(2 Xy, - 2Xa) = W) (Dp)e(2X1), - .. (D)o (2 Xa))
= w1 (—2 P Ad, Xy, .., 27 Ad, Xy)
= we(—Ad, X,...,—Ad, Xy)
= det(— Adx)u)e<X1, ce ,Xd)
= det(— Ad,)w, (X1, ..., 2Xy)
Siis ¢*w = det(— Ady)w. O
Huomautus: d-ulotteisella ryhmélld G vaseninvariantti d-muoto w ma#raé vase-

ninvariantin eli Haarin itan p. Asken todistettu merkitsee, etté kaikilla ¢ € G ja
kompaktikantajaisilla jatkuvilla funktioilla f on

/f 1) du(s /f )| det(Ad, )| dp(x),

Tamén avulla voidaan uudelleen todistaa lause 3.24 eli viite A(g) = |det(Ad,-1)] ,
silld demojen (10) seurauksen mukaan kaikilla g € G ja kompaktikantajaisilla jatku-

villa funktioilla f on
| 1@ au@) = [ 10aE duto)

misséd x4 on Haarin mitta.

5. Osoita, ettd jos Lien ryhmdn G esitys n on unitaarinen ja W C on invariant-

ti aliavaruus, niin W:n ortogonaalinen komplementti W+ = {v € V | (v,u) =
0 kaikilla w € W} on myds invariantti.
Ratkaisu:

uweW* L < (ulw)=0kaikilla w € W. Olkoon u € W* 1 ja g € G. Osoitetaan,
ettd nyu € W* L. Olkoon w € W. Unitaarisuusehdon nojalla
(ngulw) = (ulng"w) = (ulng-1w) =0,

koska W:m invrianssin mukaan n,-1w € W.

6. Olkoon G kompakti Lien ryhmd ja n sen ddrellisulotteinen esitys. Silloin on ole-
massa “korjattu” sisdtulo avaruudessa V' siten, ettd n on sen suhteen unitaarinen.
Ohge: Osoita, etti (ulv), = [,(ngulngv)du(g) kelpaa. Huomaa, ettd kun g € G, niin
{gh | h e G} =G.

Ratkaisu:

3Vrt. todistus lauseelle (3.24?) A(g) = | det Adg-1 |, jossa on eri @-kuvaus.
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(ulv)y, = [o(ngulngv)du(g) on &érellinen, silli G on kompakti ja kuvaus g +—
(ngulngv) on jatkuva. Selvésti siis (u|v), on sisétulo avaruudessa V. Osoitetan esityk-
sen 7 unitaarisuus tdmén sisdtulon (u|v), suhteen. Viite sanoo, etté kaikille h € G
on volmassa

(mrulno), = (ulo),.
Lasketaan huomaten, ettd ryhmé on kompakti, siis unimodulaarinen, joten g on myés
oikeainvariantti. :

oik inv
(), = / (el dia(g) " /G (ntlnont) du(gh) = (ulv),. O



