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. Euklidista normia merkitdén | - |. Kierroksella 2 laskettiin olennaisesti néin:

()] = | ZﬂfkekH < Z lzrex = Z zilller]] < LZ\xk\ <nl max |z;| < nLlzl,

missii L = maxj<;<p ||€;|| ja M = nL. Kayttdmilla Cauchyn ja Schwarzin

epiyhtilod voimme kuitenkin saada hieman tarkemman arvion ja valita
= V2 k=1 llexll®.

Lineaarikuvauksen & (peréti Lip-) jatkuvuus seuraa tavalliseen tapaan: Olkoon

e > 0. Valitaan 0 = ¢/M. (Kisittele erikseen tapaus M = 0, jolloin & = 0.) Kun

2 — gl < 6, niin [(z) — B(y)| = [z — y)| < Mz — y| < Ms = <.

. (jatkoa) Tamékin on olennaisesti kopio kierrokselta 2. Tissé ey, ..., e, € E ovat lin.
riippumattomat ja E = (ey,...,e,) . Koska ey,...,e, ovat lin. riippumattomat,
® on injektio, siis bijektio kuvajoukolleen E. (Injektiivisyys seuraa lin. algebrasta:
®:n ydinhin on pelkkdi {0}.) Siis ®:1l4 on (lin) kééinteiskuvaus ®~! : F — R™.
Todistetaan sillekin (Lipschitz-) jatkuvuus johtamalla vastaava epdyhtilo kuin teh-
tévassa 1:

Merkitdén p = min|z—; ||®(z)[/cc. Témé minimi on olemassa, silld suljetun pallon
pinta {z € R™ | || = 1} on kompakti ja kuvaus || ®(-)[lec = || - [loc © ® : R" — R on
jatkuva. Minimin arvo p on nollasta eroava, siis positiivinen, koska ¢ on injektio ja
normi hividi vain origossa. Yksikkbvektoreille x ( eli 1-pallon pinnan vektoreille)
viite siis pétee vakiolla M = u onhan

[z =1=1= min in [|@(x)loc < l2()]oc-

Muille vektoreille tulos saadaan periaatteessa huomaamalla, ettd tdmé epéayhtilo
sdilyy, kun x kerrotaan luvulla. Kéytéinnossa lasketaan vaikka néin: olkoon z € R".
Talloin vektorin |§—‘ normi on 1 (Tapaus z = 0 pitéi tietysti kisitelld erikseen), ja
siis 1 = ]%] < MH@(%)HOO = |71‘MHQD(:/1¢)HOO, miké onkin juuri viite. Jatkuvuus

(jopa Lip) saadaan kuten tehtévissd 1.

. (jatkoa) Olkoon e, ..., e, E:mn kanta. Merkitéén E, = (E, | -||a) ja Ep = (E, |- ||»)
sekiih @, : R" — B, : x — > p_japep ja P4 : R" — Ep © @ — > ) Tpey,
jolloin @ o <I>;1 : E, — Ep on (identtinen) kuvaus FE, — E, : ¢ — x, joka
pitdd néyttad homeomorfismiksi (vaikka ldhto- ja maaliavaruuksissa on eri normit).
Kahden jatkuvan (jopa Lip) kuvauksen yhdistettynd kuvauksena ®;®,! : E, —
E, on tietenkin (Lip-) jatkuva. Sen ki#nteiskuvaus on ®, o <I>b_1 : By, — E, on
vastaavasta syystd sekin (Lip) jatkuva. O

Tehtavinannon vihjettd noudattamalla saa Lip-vakioille eli epdyhtéloiden kertoi-

mille arvionkin. Varustetaan tehtévien 1 ja 2 vakiot alaindeksein a ja b sen mukaan
kumpaan normiin ne liittyvit. Olkoon u € E. Merk z = &1 (u) (= @, " (u).)

a

O

lulla = 1®az]la < Malz| = Fiemsla] < Je | @y(2)]y =
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4. Normeiksi toteaminen on aivan helppo tarkastus. Epéyhtalot:

|zlloo = max{la1],....[eal} < vVmax{lz1[?,.. . 22} < Vo2 + -+ a2
liséid pos. termeja

< V0] + -+ laal) (o] + - + Jan]) = 2

= ||z|2

cs
[zl = (o] + -+ fan]) = (T Jza[ 4+ 1 Jan]) < (L D2 - fl2]2
= Valzlz = valei? + -+ ] < Vay/nmax{|zif?, . Jze 2} = )|

”Parhaaat mahdolliset” tarkoittaa, etté ei ole ole olemassa pienempii (tai tilanteen
mukaan suurempia) vakioita, jotka toteuttaisivat em. epdyhtilot kaikille x € R™.
Osoitetaan tdma néyttamilld, ettéd jokaisessa em neljisté epayhtilsistd voi (kaikissa
dimensioissa n) esiintyd "=

Tietysti ||z]|co = ||z]|2 = [|z]|1 (= 1), kun valitaan x = (1,0,...,0).

Toisaalta ||z]|1 = v/n||z]2 = n||z]w (=n), kun valitaan = = (1,1,...,1).

6. (NAIN PAIN !)

1
||f||1—/ fldt = / 1f1de S s ||f\|2—\//0 2dt-||flle = Il
1 1
_ 24 2t — -
\// 5 ts\//o 112 dt = |17

7. Esimerkeiksi kelpaavat viime kerran funktiot, mutta vihemmalla péédsee laskemalla
ohjeen mukaan eli valitsemalla f,.(z) = «” vililla [0,1]. (Tassd r > 0, siis esim.
r e N.)

[frlloc = sup |2"[=1
z€[0,1]

||fr||2:\// |xr|2dx_\// Iy -

1l =/0 2" do = L.

Ei (selviistikddn) ole vakiota M, jolle olisi || f||2 < M || f-||1 eli kaikilla
r € N.

Ei ole vakiota M, jolle olisi || fr|lco < M| frll2 eli 1< M

2r+1 — r+1

5T +1 kaikilla r € N.

Ei (siis) ole vakiota M, jolle olisi || f,[leo < M| fr[1 €li 1 < A kaikilla r € N.
Identtinen kuvaus (Cr(0,1); ||-]|;) — (Cr(0,1);||-||x) on siis jatkuva, kun j < k (teh-
tévd 6), mutta epéjatkuva, kun j > k. (Tdmé teht. ja tieto, ettd lineaarikuvauksen
jatkuvuus O:ssa antaa kielletynlaisen vakion M olemassaolon.)



