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ALUKSI 7

Aluksi

Tamé ”Suoraviivaista ajattelua” -sarjan toinen osa on funktionaalianalyysin pe-
rusteiden opettelukirja ja jatkoa lineaarialgebran monisteelle, joka pattyy konju-
gaattisymmetrisen matriisin ortogonaaliseen diagonalisointiin euklidisessa avaruu-
dessa. Vektoriavaruus méiiriytyy tiysin kerroinkunnastaan ja Hamel-kantansal
mahtavuudesta. Topologisia vektoriavaruuksia sen sijaan on hyvin monenlaisia ja
joutuu miettimédn, mitd kannattaa késitelld. Tissé kirjassa péélinjaksi on valittu
vaiheittain kohoavan abstraktiotason tie. Kerrattuamme yleistd topologiaa tutkis-
kelemme sisdtuloavaruuksia ja niiden ortogonaalikantoja. Vidhenndmme aksioomia
siirtyen esitteleméin muita normiavaruuksia ja funktionaalianalyysin klassisia tu-
loksia, kuten Hahnin ja Banachin lausetta ja Bairen kategorialauseen seurauksia.
Konveksien joukkojen geometria johtaa lokaalikonveksien topologisten vektoriava-
ruuksien ja heikon topologian kiyttoonottoon.

Jotta moniste palvelisi kvanttifysiikasta kiinnostuneita lukijoita, on hermiittisten
operaattoreiden diagonalisointia kisitelty perusteellisesti. Monisteen loppupuolella
kisitellddn spektrii normialgebrassa, kompaktien operaattorien diagonalisointia ja
yleisen hermiittisen operaattorin spektraali-integraaliesitystid. Operaattoriteoria on
melko riippumatonta luvuista IV-VII.

Banachin avaruudessa.

Olen kiyttinyt monia lihteité, joista ylivoimaisesti tédrkein ovat opettajani, nyt
jo edesmenneen professori KLAUS VALAN? 1970-luvulla pitiméit mainiot luennot.
Noista luennoista sai alkunsa Valan tallina tunnettu koulukunta, joka otti tavoit-
teekseen rikastuttaa suomalaista analyysin osaamista laajentamalla sitd funktio-
naalianalyysin suuntaan, jota Vala oli opiskellut Ranskassa. Muut ldhteet on mai-
nittu kirjallisuusluettelossa, paitsi ettd tydtoverini ovat ystévillisesti luovuttaneet
kiayttooni materiaalia sovitettavaksi tdhén kirjaan. Kurssin aikaisemmilta luennoit-
sijoilta, PEKKA SORJOSELTA, OLLI MARTIOLTA, KARI ASTALALTA ja TERO KIL-
PELAISELTA perimieni harjoitustehtédvien ja muistiinpanojen liséiksi olen kiyttinyt
ainakin seuraavia ldhteité:

(1) STEFAN GEISS piti esitelméin Hilbertin avaruuksien kiiytostd stokastiikassa
ja antoi minulle luvan sijoittaa Iton integraalia koskevan osan lukuun 11.5.

(2) Sobolevin avaruuksia koskevaa lukua 15.4. kirjoittaessani oli kiytossini
elektroninen versio PEKKA KOSKELAN luennoista.

(3) ARI LEHTONEN on kirjoittanut Fourier-sarjoja ja differentiaaliyhtaloita k-
sittelvin liitteen.

(4) EERO SAKSMAN selvitti minulle kysymyksen kahden operaattorin samanai-
kaisesta diagonalisoituvuudesta kannassa (Lause 10.30).

(5) Lebesgue’in avaruuksien tarkka mééritelmi ja téydellisyystodistus (Luvut
15.2 ja 15.3) on kopioitu VEIKKO T. PURMOSEN luentomonisteesta.

Olen kiiyttanyt tdmén tekstin osia pitdmilléni kursseilla ja minulla on nyt tilaisuus
kiittéa tyotovereideni liséksi kaikkia niitd monia aktiivisia oppilaita, jotka ovat vai-
kuttaneet tekstin sisdltéon ja muotoon.?

I Liite.
2KLAUS EERIKINPOIKA THESLEFF VALA 1930-2000, Suomi.
3Yksi heisté, on todistanut itselleen periti nimikkolauseen.
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I METRISET AVARUUDET JA TAYDELLISYYS

1. Sisédtulo, normi, metriikka ja topologia

Avaruuden R"™ tavallinen eli euklidinen topologia eli kaikkien tavallisessa mielessd
avoimien joukkojen joukko muodostetaan seuraavalla monivaiheisella konstruk-
tiolla:

MAARITELMA 1.1.
(1) Varustetaan R™ tavallisella, euklidisellaeli standardisisitulolla (x|y) = 2?21 zYj,
missi ¢ = (z1,...,2,) jay = (Y1,...,Yn). Standardisiséitulolla on abstraktin sisd-
tulon médritteleviit ominaisuudet, eli kaikilla x € R™ pétee

symmetria: (z|ly) = (y|z)
positiwvidefiniittisyys:  (z|x) > 0; (z|x) >0, kun = # 0
bilineaarisuus: lineaarisuus kummankin muuttujan suhteen.

(2) Muodostetaan standardisisédtulon avulla euklidinen normsi

2]l = [lzlls = v/ (2|2) =

joka on ei-negatiivinen reaaliluku, koska juurrettava on ei-negatiivinen. Mz#éri-
telmén taustalla on alkeisgeometrinen Pythagoraan lauseeseen perustuva vektorin
pituuden laskukaava. KEuklidisella normilla on yleisen normin méérittelevat omi-
naisuudet

posititvisuus: |z|| > 0 kaikilla z € R™
definiittisyys: |z|| = 0 vain, kun 2 =0
positisvihomogeenisuus: || Ax|| = |A|||z] kaikille A € R ja € R™
kolmioepdyhtils: |z +yl| < |lz|| + |ly|| kaikille =,y € R™.

Lisiiksi sisétulon ja siitd muodostetun normin vilillid piatee Cauchyn, Schwarzin ja
Bunjakovskin epdyhtdloksi* nimitetty yhteys:

(CSB) [@l)] <l lyll,

4AvucusTIN Lours CAUCHY 1789-1857, Ranska. HERMANN AMANDUS SCHWARZ, 1843-1921
Saksa ja Cauchyn oppilas VIKTOR JAKOVLEVITS BUNJAKOVSKI 1804—-1889, Ukraina/Ven#ji.
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jonka avulla kolmioepéyhtdlé on tapana johtaa, ja joka myos tekee mahdolliseksi
médritelld vektorien vilisen kulman sisédtulon avulla.

(3) Normista saadaan edelleen tavallinen eli euklidinen metriikka asettamalla kah-
den vektorin viliseksi euklidiseksi etdisyydeksi

d(z,y) = [l =yl

Normin ominaisuuksista seuraa, etté pari (R™, d) on metrinen avaruus, ts. d toteut-
taa abstraktin metritkan aksioomat: Kaikilla z,y, z € R™ pitee

( positiivisuus: d(xz,y) >0
refleksiivisyys: d(z,x) =0
definiittisyys: d(z,y) = 0 vain, kun z =y
symmetria: d(z,y) = d(y,x)

\ kolmioepdyhtilo:  d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

(4) Avaruuden R™ metrinen, euklidinen eli tavallinen topologia on sen kaikkien
tavallisen metritkan mielessd avointen joukkojen joukko:

T={ACR"|Vz €A 3r>0se Bq(z,r)C A}.
Téssé on kiiytetty tavanomaista merkintdid avaruuden R™ avoimelle pallolle
B(x,r) = Ba(z,r) = {y € R" | d(z,y) < r}.

Joukon X = R"™ tavallisella topologialla on seuraavat abstraktin topologian mé#érit-
televit ominaisuudet:

(T C {joukon X osajoukot}
XeT
DeT
ANBeT,jos AeT jaBeT
{ UA €T, jos ACT.

Huomaa alimman rivin lyhyt merkintd yhdisteelle: | J.A tarkoittaa samaa kuin
UAeA A

Joukon X kaikkien osajoukkojen joukkoa on tapana sanoa X:n potenssijoukokst
ja merkitsd 2%. Nimen ja merkintitavan taustalla on havainto, ettd n-alkioisella
joukolla on tasan 2" eri osajoukkoa.

Topologian mééritelmé on asetettu niin, ettd muut topologiset kdsitteet voidaan
palauttaa siihen. Seuraavassa on lueteltu muutamia topologisia kiisitteitd. Luet-
telo on tarkoitettu viitteeksi siitd millaisia topologian alan tietoja tarvitaan tdmén
kirjan ymmaértdmiseksi. Topologian perustietoja voi opiskella esimerkiksi Jussi VAi-
sildn kirjasta [V].
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MAARITELMA 1.2. Olkoon 7 joukon X topologia.

(x)

*

(%)
(%)
(*)

)
(%)

Suljettu joukko on avoimen joukon komplementti.
Joukon A C X sulkeuma on A={B C X | AC B, B on suljettu}.

Joukon A C X osajoukko C' C A on tihed joukossa A, jos A = C.

Joukko A on pisteen x ympdristd, jos on olemassa avoin joukko U € 7 siten,
ettd x € U C A. Sama ilmaistaan sanomalla, ettd = on joukon A sisdpiste.
Joukon A sisus int A on sen sisépisteiden joukko.

Joukon A reuna OA on joukko AN X < A.

Joukko on kompakti, jos sen jokaisella avoimella peitteelld on &érellinen osa-
peite.

Jonon raja-arvo méiritelladn asettamalla, ettd x,, — y € X, jos jokaista y:n
ympiristod A kohti on olemassa indeksi n4 € N siten, ettd m > ny =
Ty € A.

Jonokompaktiksi sanotaan joukkoa A C X, jonka jokaisella jonolla (z,)nen

on suppeneva 0sajono r,, — a € A.

Funktion raja-arvon méirittelemme topologisesti sanomalla, etté f(z) =’

b, jos jokaista b:n ympéristod B kohti on olemassa y:n ympéristéo Ap siten,
ettd f(Ap ~ {y}) C B.

Kuvaus on jatkuva, jos jokaisen avoimen joukon alkukuva on avoin.
Kuvaus on avoin, jos jokaisen avoimen joukon kuvajoukko on avoin.
Kuvaus on homeomorfismi, jos se on seké bijektio, jatkuva ettd avoin.

Funktionaalianalyysi tutkii ensisijaisesti erilaisia topologisia vektoriavaruuksia,
joissa kaikissa voimme kiyttdd mm. edelld kertaamiamme topologisia kdsitteitd.
Useimmat tutkimamme avaruudet, etenkin kaikki normiavaruudet, ovat kuiten-
kin metrisid avaruuksia, joten niissd voi tarkastella edellisten liséiksi myts muita
metristen avaruuksien teoriaan, etenkin tasaiseen suppenemiseen ja téiydellisyyteen
liittyvid ilmivitd. Seuraavassa on muutamia esimerkkejia metrisistda kdsitteistd.

MAARITELMA 1.3. Olkoon d metriikka joukossa X.

(x)
(%)

Joukko A C X on rajoitettu, jos se sisiltyy johonkin palloon.

Funktio f : X — Y on rajoitettu, jos kuvajoukko f(X) on rajoitettu. f on
rajoitettu joukossa A C X, jos A:n kuva f(A) on rajoitettu joukko. (”Ra-
joitettu lineaarikuvaus” on kuitenkin jotakin muuta kuin mitd nimi sanoo;
nollasta eroava lineaarikuvaus ei voi olla rajoitettu juuri esittdmésséamme
mielessi. )

Funktiojono (f,,) suppenee tasaisesti kohti funktiota f joukossa A C X, jos
kaikilla € > 0 on olemassa indeksi eli luku n. € N siten, ettda m > n, =
fm(x) € Ba(f(x),¢) kaikilla x € A.

Kahden metrisen avaruuden vilinen kuvaus f : X — Y on isometria, jos
se siilyttdd pisteiden etdisyydet, eli kun d(f(z), f(y)) = d(x,y) kaikilla
x,y € X. Selvisti jokainen isometria on injektio, mutta ei vilttadmitta
surjektio. Surjektiivista isometriaa sanotaan isometriseksi isomorfismiksi,
ja sellainen on siis aina bijektio.

Kahden metrisen avaruuden vilinen funktio f : X — Y on tasaisesti jat-
kuva, jos kaikilla ¢ > 0 on olemassa luku § > 0 siten, etté d(z,y) < § =

d(f(x), f(y)) <e.
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(%) Jono pisteitid z,, € X on Cauchy-jono, jos kaikilla € > 0 on olemassa indeksi
ne € N siten, ettd m,n > n. = d(xy,,z,) <e.

(%) Metrinen avaruus (X, d) on tdydellinen, jos sen jokainen Cauchy-jono sup-
penee.

Seuraava lause ilmaisee kaksi tunnettua tosiasiaa euklidisesta avaruudesta R".

LAUSE 1.4.
Euklidinen avaruus R™ on tdydellinen metrinen avaruus ja topologinen vektori-
avaruus.

Jalkimmaéinen viite merkitsee, ettéd laskutoimitukset
+:R" xR" - R" ja
RxR" —R"
ovat jatkuvia funktioita. Tuloavaruudet R™ x R™ ja R x R™ on luonnollisella tavalla
samastettu avaruuksiin R?” ja R!*7,

HuomAuTUs 1.5. Miééritelma 1.1. antaa mahdollisuuden yleistykseen. Misté
tahansa sisétulosta voi samalla konstruktiolla rakentaa normin, mistd tahansa nor-
mista metriikan ja mistd tahansa metriikasta topologian. Néin ajattelemme teh-
dyksi, kun ei toisin sanota.

2. Weierstrassin approksimaatiolause

2.1. Taustaa.

Weierstrassin klassinen approksimointilause sanoo, ettd kompaktilla vililla voi
mitd tahansa jatkuvaa reaaliarvoista funktiota approksimoida tasaisesti polyno-
milla. Lause tuntuu vihemmén itsestdén selviltd, kun muistaa, ettd Weierstrass on
myos antanut esimerkin funktiosta, joka on koko vililld jatkuva, mutta ei missidin
derivoituva. Myos se, ettdi Cantorin® porrasfunktiota voi approksimoida polyno-
milla, saattaa olla yllattavas.

Weierstrassin approksimaatiolauseen siséllon voi ilmaista sanomalla, ettd poly-
nomien joukko A on tihed jatkuvien funktioiden avaruudessa

C([a,b],R) = {f : [a,b] — R | f on jatkuva},
joka on varustettu tasaisen suppenemisen normilla eli sup- normilla
1 £lloc = sup{|f(2)| | z € [a,0]} = max{|f(z)| | x € [a,0]}.
2.2. Weierstrassin lause.
LAUSE 2.1 (WEIERSTRASS 1885). 6 Olkoon
fila, b = R
jatkuva ja € > 0. Silloin on olemassa polynomi p, jolle

Ip(xz) — f(z)| <e V€ la,b].

ToODISTUKSESTA. Todistamme Weierstrassin lauseen ensin neliojuurifunktiolle,
sitten itseisarvofunktiolle, murtoviivafunktioille ja niiden avulla kohdassa 2.7. lo-
pulta kaikille muillekin jatkuville funktioille.

5GEORG CANTOR 1845-1918. Joukko-opin perustaja. Saksa.
S6KARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS 1815-1897, Saksa.
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ESIMERKKI 2.2. Olkoon f(z) = /z vililla [0, 1] ja olkoon 0 < € < 1. Polynomi

p 1oydetéddn esimerkiksi seuraavalla tavalla. Neliojuurifunktion f Taylor-sarja kehi-
tettyni pisteessii 1 suppenee nelicjuurifunktiota kohti tasaisesti’ vililla [a, 1 + a,
g

kun 0 < a < 1. On siis olemassa esimerkiksi polynomi ¢, jolle |g(z) — /x| < §
kaikilla o € [3€%,1 + f€2], toisin sanoen

(1) 'q(:c + isz) —\/r+ %52

Polynomiksi p kelpaa nyt p(z) = q(z + %52), silld tekemémme vaakasuora siirto
1
4

12

n

<g Yz € [0, 1].

£2:m verran ei muuta nelidjuurifunktiota liikaa:

N |™m

|
KM
o
H

KuvA 1. NELIOJUURIFUNKTION APPROKSIMOINTI.

(2) ‘ T+ 12—z

< % Vz € [0,1].

Arviot (1) ja (2) yhdessd antavat Weierstrassin lauseen véitteen funktiolle f(z) =
V.

ESIMERKKI 2.3. Olkoon seuraavaksi
f(z) = |z| = Va2

vililla [—1,1]. Edellisen esimerkin ratkaisu p auttaa loytéméén polynomiapproksi-
maation tillekin, nimittdin polynomin p(z?).

ESIMERKKI 2.4. Esimerkin 2.3 pohjalta keksii helposti itseisarvofunktiolle ta-
saisen polynomiapproksimaation milld tahansa kompaktilla vililld [a, b]. Erityisesti
siis jokaiselle polynomille p : [a,b] — R on olemassa polynomi ¢ , joka antaa itseis-
arvofunktiolle §—approksimaation polynomin p arvojoukossa p([a, b]). Téllsin

4(p(@)) — Ip(@)|| < 5 Va € [a,b].

"Taylor-sarja on potenssisarja. Potenssisarjan tasainen suppeneminen avoimen suppenemisvi-
lin kompaktissa osassa on tunnettu asia, jota Weierstrasskin tutki aikoinaan.
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Téstd seuraa, ettd jos funktiota f voidaan approksimoida §-tasaisesti polynomilla,
olkoon se vaikkapa p, niin itseisarvoa |f| voidaan approksimoida e-tasaisesti poly-
nomilla q o p:

[(gop)(z) —|f(2)]] < la(p(x)) — |p(@)]| + [|lp(z)] — | f(2)]]
< lg(p(x)) — [p(@)[| + [p(z) — f(@)]
<L,

-2 2 7

ESIMERKKI 2.5. Jos funktioita f ja g voidaan approksimoida tasaisesti polyno-
meilla p ja ¢, niin lineaarikombinaatiota Af + ug ja tuloa fg voidaan approksimoida
tasaisesti polynomeilla A\p 4+ puq ja pg. Perustelu jadkoon harjoitustehtéviksi.

HuoMAUTUS 2.6. Kiytimme jo lyhennettd A = {p ‘ p on polynomi [a,b] — R}.
Weierstrassin lauseen viite on:

A =C([a, b, R).

Polynomien joukko A on reaalikertoiminen funktioalgebra, ts. suljettu vektoriava-
ruuslaskutoimitusten ja kertolaskun suhteen:

f,geAjaleR = f+ge A NNfeAjafge A

Esimerkin 2.5. tulos merkitsee, etti myos polynomien algebran sulkeuma A on
funktioalgebra. Esimerkin 2.4. tulos f € A = |f| € A puolestaan osoittaa, etti
— toisin kuin A itse — A on myos funktiohila, ts. suljettu maksimin ja minimin
muodostamisen suhteen:

f,g€ A = max{f,g} € A, ja min{f, g} € A

Néin on siksi, ettd reaaliluvuille — ja siis tavallisessa pisteittiisessd mielessd myos
reaaliarvoisille funktioille — maksimi ja minimi palautuvat laskutoimituksiin ja
itseisarvoon kaavoilla

max{f,g} =
min{ f, g} =

(f+9)+I1f -4l
(f+9)—1f -4l

N~ N

Myos édirellisen monen A—funktion maksimi ja minimi kuuluvat siis hilaan A.

ESIMERKKI 2.7. Jokaista murtoviivafunktiota eli paloittain affitnia funktiota voi
approksimoida polynomilla vililld [a, b]. TAm& johtuu siité, ettd murtoviivafunktio
on lausuttavissa miniminé ensimmaéisen asteen polynomien maksimeista.
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n

maX(fG’f7) .... ,max(flafg)
o~ e e
N ey e T emax(E )
Wy, 4

min( max(f,.f,),max(f .f,.f ), max(f .f ))

374’5

Kuva 2. MURTOVIIVAFUNKTION LAUSEKE.

HuomAauTus 2.8 (ToDpISTUS WEIERSTRASSIN APPROKSIMAATIOLAUSEELLE).
Olkoon f : [a,b] — R jatkuva ja e > 0. Etsitdén sellaista funktiota g € A, etté olisi

Hg —f ||oo <e.
Edellisen esimerkin nojalla riittdé todistaa, ettd jokaista vililld [a, b] jatkuvaa funk-
tiota f voi approksimoida tasaisesti murtoviivafunktiolla. Tamé& puolestaan seuraa
siitd, ettd kompaktilla vililld jatkuva funktio f on tasaisesti jatkuva. Olkoon ni-
mittdin 0 < e < 1. Koska f on tasaisesti jatkuva, on mahdollista valita tasaviliset
pisteet a =zg<z1=0a+90 <--- <z, =a+nd = b siten, etti

@) = fa))l < 5

kullakin vélilld [x; — 6, x; + 6]. Murtoviiva, joka yhdistéé kaikki pisteet (x;, f(x;)),
(0 < j < n), médrittelee funktion g, jolle ||f — g|loo <e. O

KuvA 3. MURTOVIIVAFUNKTIOLLA APPROKSIMOINTI.
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2.3. Yleistys: Stonen ja Weierstrassin lause (x).

HuomaAuTUs 2.9. Weierstrassin lause pétee paljon vihemmin oletuksin kuin
edelld tehtiin. My6s lauseen todistus yleistyy pienin korjauksin. Kompakti véli
[a,b] voidaan korvata milld tahansa kompaktilla reaalilukujoukolla muuttamatta
todistusta lainkaan. Jos kuitenkin halutaan tutkia muita kuin reaalimuuttujan
funktioita, on jo lauseen oletuksissa polynomijoukko A korvattava jollakin muulla
sellaisella joukolla jatkuvia funktioita, jolla todistuksen vaiheet voidaan toteuttaa.
Todistuksen tarkedné vilivaiheena todistimme, ettéd klassisen Weierstrassin lauseen
tilanteessa A on funktiohila. Tdmé ajatus on johtanut Weierstrassin lauseen hila-
version ja sen avulla todistettavan Stonen ja Weierstrassin lauseen keksimiseen.

LAUSE 2.10 (WEIERSTRASSIN APPROKSIMAATIOLAUSEEN HILAMUOTO).
Olkoon X kompakti topologinen avaruus ja A C C(X,R). Riittdvidi sille, etti A on
tihed tasaisen suppenemisen normin || - ||oo mielessd on, etti

(1) A tai A on hila.
(2) A erottelee vahvasti X:n pisteet, eli kaikille x # y € X ja kaikille \,u € R
on olemassa fr, € A siten, ettd

fey(T) = A Ja fuy(y) = 1.

TobisTus. Olkoon f : X — R jatkuva ja ¢ > 0. Etsitddn sellaista funktiota
g € A, ettd olisi

lg = flloo = sup |f(z) — g(x)] <e.
rzeX
Korvaamme Weierstrassin lauseen todistuksen lopussa tehdyn murtoviivakonstruk-

tion seuraavalla menettelylld. Olkoon aluksi x € X kiinted piste. Valitaan jokaista
y € X kohti sellainen f,, € A, ettd

fay(@) = f(2) ja
fmy(y> = f(y)

Kuvissa 4.-6. funktioita f,, on havainnollistettu ensimmaéisen asteen polynomeilla.
Koska fg, on jatkuva, on y:lld avoin ympéristo Us,,, jossa fqy > f — €.

KuvaA 4. EROTTELEVA FUNKTIO.
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Pisteiden y avoimet ympéristot Uy, peittévit kompaktin joukon X, joten niistd voi-
daan valita dérellinen osapeite {Uygy,, ..., Uy, }. Vastaavien funktioiden maksimi
on hilaoletuksen mukaan A:ssa:

16

n

fo =max{foy,, .., fay, } € A.
Puolet tavoitteesta on saavutettu, silld on 16ytynyt funktio f, € A, jolle

fz > f—¢ koko joukossa X.

Listiksi f.(z) = f(x) ja f, on jatkuva, joten kiintediksi valitsemallamme pisteelld x
on ympéristo U,, jossa pitee myos toisinpéin oleva epéyhtilo: f, < f +e.

KuvA 6. APPROKSIMOINTI KOKO JOUKOSSA.

Pisteen x kiydessd ldpi koko joukon X saadaan taas peite ja voidaan toistaa
kompaktiuspadttely. Valitaan funktioksi g minimi néin saatavista funktioista
foys--s [z, - Silld on halutut ominaisuudet. [
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LAUSE 2.11 (STONEN VERSIO WEIERSTRASSIN LAUSEESTA 1948)8. Olkoon X
kompakti topologinen avaruus ja A C C(X,R). Riittivid sille, ettd A on tihed
tasaisen suppenemisen normin || - ||« mielessd on, ettd

(1) wakiofunktio 1 kuuluu joukkoon A,

(2) A on funktioalgebra kohdan 2.6. mielessdi ja

(3) A erottelee X pisteet, eli kaikille x # y € X on olemassa fr, € A siten,
ettd

TobisTuS. Stonen ja Weierstrassin lauseen oletuksista seuraa samalla péiitte-
lylls kuin Weierstrassin lausetta todistettaessa kohdassa 2.6, etti sulkeuma A on
funktioalgebra ja hila. Hilaksi todistettaessa ja muutenkin vastaisen varalle on hyvi
tiedostaa, etti funktioalgebra sisdltdi kaikki polynomit alkioistaan: jos f € A ja
p on polynomi, niin p(f) € A eli toisin merkiten po f € A. Toisaalta on helppo
huomata, ettd oletuksistamme seuraa myos, ettid A erottelee X :n pisteet vahvasti.
Muuta ei lauseen 2.10 mukaan tarvitakaan. [

HuomAuTUSs 2.12. Weierstrassin klassinen lause pétee myos reaalisella vélilla
médritellylle kompleksiarvoiselle jatkuvalle funktiolle. Témén toteamiseksi ei tar-
vitse tehdd muuta kuin approksimoida erikseen sen reaali- ja imaginaariosaa.

Sen sijaan yleisempi Stonen ja Weierstrassin lause ei péde, jos reaaliluvut muitta
mutkitta korvataan kompleksiluvuilla. Térkeé vastaesimerkki saadaan yrittdméalla
approksimoida jatkuvaa kompleksiarvoista funktiota tasaisesti kompleksisilla po-
lynomilla sisépisteellisessé kompaktissa joukossa X C C. Kompleksimuuttujan
polynomit ovat nimittdin kompleksianalyyttisii eli holomorfisia ja holomorfisuus
sédilyy tasaisessa konvergenssissa. Ei siis ole mitdin mahdollisuuksia approksimoida
epiaholomorfista jatkuvaa funktioita, esimerkiksi kompleksikonjugointifunktiota

z=x+WYr—Z=—1y

kompleksisella polynomilla sisépisteellisessd kompaktissa joukossa X C C.
Laajentamalla approksimointiin kiiytettyjen funktioiden joukkoa hieman voidaan
asiaa kuitenkin korjata. Konjugointifunktio antaa itse tarvittavan lisdehdon:

LAUSE 2.13 (STONEN JA WEIERSTRASSIN LAUSEEN KOMPLEKSINEN MUOTO).
Olkoon X kompakti topologinen avaruus ja A C C(X,C). Riittdvdd sille, etti A on
tihed tasaisen suppenemisen normin || - || mielessd on, etti

(1) wakiofunktio 1 kuuluu joukkoon A,

(2) A on kompleksikertoiminen funktioalgebra,
(3) A erottelee X :n pisteet ja

(4) fe A = fecA.

PERUSTELU. Lause voidaan helposti palauttaa Stonen ja Weierstrassin lauseen
reaaliseen muotoon tarkastelemalla reaalikertoimista funktioalgebraa

Ag = {f € A| f(X) C R},

joka siséltéd A:n alkioiden reaali- ja imaginaariosat.

8MARSHALL HARVEY STONE 1903-1989, USA-Intia.



f(n)
o
\

2.4. Weierstrassin approksimaatiolauseen sovelluksia (x).

18

n

SEURAUS 2.14 (SEPAROITUVUUS). Normiavaruus (C([a,b],R),|| - ||ec) on sepa-
roituva, ts. siind on olemassa tihed, numeroituva osajoukko. Tillaiseksi kelpaavat
Weierstrassin approksimaatiolauseen mukaan vaikkapa rationaalikertoimiset poly-
nomit tai Q?—kulmaiset murtoviivafunktiot.

Vastaava pétee myos avaruudelle (C(X, R), |||« ), kun X C R™ on kompakti. Itse
asiassa avaruus (C(X,R), ||+ ||« ), on separoituva, kun X on miké tahansa kompakti
metrinen avaruus’.

SEURAUS 2.15 (TRIGONOMETRISET POLYNOMIT). Olkoon X kompleksitason
yksikkéympyrén kehd

X={z€C||z|=1}={e* | pe R}

ja muodostukoon A kaikista kompleksisista trigonometrisistdi polynomeista

A= {f € C(X,C) | f(z) = Z crp2" joillakin n € N, ¢, € C}.

k=—n

On syytd huomata, ettéi trigonometrisen polynomin lausekkeessa esiintyvit myos
2:n negatiiviset potenssit ja etti 2 ja 2% ovat toistensa kompleksikonjugaatit, kun
|z| = 1. Siksi kompleksinen Stonen ja Weierstrassin lause takaa, ettd télloin

A=C(X,C).

Tamé merkitsee, ettd jokaista 2m-jaksollista jatkuvaa funktiota R — C voidaan
approksimoida tasaisesti kompleksisella trigonometrisella polynomilla

n

Z cpetht = Z cx(cos(kx) + isin(kz)).

k=—n k=—n

Tarkastelemalla reaaliosia huomaa, etté jokaista 2m-jaksollista reaaliarvoista jatku-
vaa funktiota R — R voidaan approksimoida tasaisesti reaalisella trigonometrisella
polynomilla:

x % + l;) ay cos(kx) + by sin(kx).

Niilla tuloksilla on laajakantoisia seurauksia, joista mainitsemme téssd tunne-
tuimman heti, vaikka tarvittavat kisitteet méiritelldsinkin vasta mychemmin Hil-
bert-avaruuksia kisittelevissé luvussa: Kompaktilla vililld nelidintegroituvan funk-
tion Fourier-sarja esittdi sité || - [[a— normin mieless.

9Perustelut: [F]. Kédnteinenkin pétee: Jos X on kompakti Hausdorff topologinen avaruus ja
(C(X,R),| - [|loo) separoituva, niin X on metrisoituva. [J].
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3. Banachin kiintopistelause

3.1. Kontraktion kiintopiste.

Banachin kiintopistelause on huomattava yleistys periaatteelle, jonka mukaan
geometrinen sarja suppenee. Seuraten yleistd kiytiantod médrittelemme aluksi funk-
tion Lipschitz-jatkuvuuden'? ja kutistavuuden eli kontraktiivisuuden.

MAARITELMA 3.1. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Kuvaus f : X — X on

(1) Lipschitz-jatkuva, jos on olemassa luku, Lipschitz-vakio K > 0, jolla

d(f(z), f(y)) < Kd(z,y) Va,ye X.

(2) kontraktio eli kutistava kuvaus, jos f on Lipschitz-jatkuva vakiolla K < 1.
Vakio K on télloin nimeltédén kontraktiokerroin.

Jokainen Lipschitz-jatkuva kuvaus, erityisesti kontraktio on tasaisesti jatkuva.
Banachin kiintopistelause koskee ainoastaan kontraktioita. Huomaa, ettd kontrak-
tion méidritelméssid on nimenomaan K < 1. Arvo 1 ei kelpaa.

LAUSE 3.2 (BANACHIN KIINTOPISTELAUSE)!!. Taydellisen metrisen avaruuden
(X,d) kontraktiolla f : X — X on tasan yksi kiintopiste eli piste & € X, jolla

f(&) =¢

Tobistus. Miiritellddn jono avaruuden X pisteitéd valitsemalla ensimmaéiseksi
miké tahansa zg € X ja sitten iteroimalla sithen kuvausta f, toisin sanoen z,,+1 =
flxn), eli x, = f(f(f(...f(z0)...))) = f™"(xo). Tarkoituksena on osoittaa, etti
jono (xg,x1,x2,...) suppenee ja sen raja-arvo on etsitty kiintopiste. Koska f on
kontraktio, on olemassa aidosti ykkostd pienempi vakio 0 < K < 1, jolla

d(f(z), f(y)) < Kd(z,y) VYa,yeX.

Tastd huomataan, ettd jonon askelet d(x,,, x,+1) lyhenevit vihintéién geometrisesti:

AT, Tpgr) = d(f" (o), [ (w0))
< Kd(f" (o), f™(x0)) < -+ < K™d(0, f(z0))-

x2:f(x 1)

x7:f(x6) kiintopiste: f(x)=x
x_=f(x_)
x6:f(x5)

X 1:f(XO ) x4:f(x3) Xg_f(X4)

KuvA 7. KIINTOPISTEEN LOYTAMINEN ITEROIMALLA.

ORUDOLF OTTO SIGISMUND LIPSCHITZ 1832-1903, Saksa.
1 STEFAN BANACH 1892-1945, Puola-Ukraina.
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Koska avaruus X on tdydellinen, voidaan raja-arvon £ = lim,,_, - x, olemassaolo
todistaa Cauchyn ehdolla. Olkoot n,m € N ja m > n. Arvioidaan etiisyyttd
d(xy,, ) toistuvasti kolmioepéyhtdlon avulla ja kiytetééin ehtoa 0 < K < 1:

n

(T, Tny1) + d(Tni1, Tm)

(xna $n—|—1> + d(xn—l-l: xn+2) + d(xn+27 xm)

d(zp, Tm)

ST

VAN VAR VAN VAN

d(Tn, Tni1) + d(Tng1, Tng2) + -+ d(Tp—1, Tpn)

< K"d(zo, f(z0)) + K" d(zo, f(z0)) + -+ + K™ 'd(zo, f(20))
= d(wo, f(0)) Y K7 < d(awo, Fl0)) S KI = d(zo, f(x0)) 7.

Jj=n Jj=n

Etdisyys on siis toivotulla tavalla mielivaltaisen pieni, kunhan n on tarpeeksi suuri.
Tama riittédd takaamaan raja-arvon £ = lim, o f"(zo) olemassaolon. Kontrak-
tiona kuvaus f on jatkuva, joten

F(©) = F( lim_f(zp)) = lim f(f"(x0)) = lim f" () = €
eli £ on kuvauksen f kiintopiste.

On lopuksi selvid, ettd muita kiintopisteité ei ole, silld jos sekd & ettd n ovat
kuvauksen f kiintopisteitéd, niin

d(n,&) = d(f(n), f(§)) < Kd(n,§),

miké on oletuksen K < 1 nojalla mahdotonta, ellei d(n, ) ole 0. O

Banachin kiintopistelauseen todistus paljastaa siis, etté tdydellisessé avaruudessa
jokaisella kontraktiolla on yksikésitteinen kiintopiste ja ettd tdmén kiintopisteen
luo pédsee iteroimalla kontraktiokuvausta f. On vieldpé helppoa arvioida, kuinka
kaukana kiintopisteesti enintééin ollaan n:n iteraatioaskelen jilkeen. Arvio riippuu
ainoastaan ensiaskelen pituudesta d(zg, f(zo)), kontraktiovakiosta K ja askelten
lukuméarasté n.

Banachin kiintopistelauseen viite ei tietenkddn péde, ellei avaruuden téydelli-
syyttd oleteta. Vastaesimerkin tarjoavat vaikkapa metrinen avaruus X = R ~\ {0}
ja kontraktio f(z) = §. Myos vaatimus K < 1 on tdrkes. Ei riitd, ettd K <1 eika
edes, ettd d(f(z), f(y)) < d(z,y) kaikilla z,y € X.

Esitéimme seuraavassa joitakin Banachin kiintopistelauseen sovelluksia differenti-
aali- ja integraaliyhtéloiden teoriaan.

3.2. Differentiaaliyhtilon ratkaisun olemassaolo- ja yksikiisitteisyys-
lause (x).

Ensimmadisen kertaluvun tavallisten differentiaaliyhtéiloiden ratkaisun olemassa-
olo- ja yksikisitteisyyslause on differentiaaliyhtiloiden teorian perustulos, jonka
varaan rakentuu suuri méidrd mutkikkaampien differentiaaliyhtéloiden ratkaisujen
olemassaolo- ja yksikisitteisyyslauseita ja joitakin ratkaisujen loytdmiseen kiytet-
tyjd numeerisia menetelmii. Lauseen muotoilussa on tapana kiiyttdd seuraavaa
osittaisen Lipschitz-jatkuvuuden késitettis:
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MAARITELMA 3.3. Olkoon © C R? ja L > 0. Funktio f : Q — R on z-tasaisesti
Lipschitz-jatkuva y:n suhteen Lipschitz-vakiolla L, jos

|f(x,91) — f(2,92)| < Llyr — 2| V(x,y1), (z,y2) € L.

x-tasainen Lipschitz-jatkuvuus y:n suhteen tarkoittaa siis, ettd kaikki funktion f
osittaiskuvaukset f(z,-) ovat Lipschitz-jatkuvia samalla vakiolla L.

LAUSE 3.4 (OY-LAUSE)'2. Olkoon Q0 C R? origon ympiristo seki f : Q — R

rajoitettu ja x-tasaisesti Lipschitz-jatkuva y:n suhteen. Tilloin differentiaaliyhté-
16114

y = f(x,y)

on jollakin wvdlilli |—h,+h| tasan yksi alkuehdon y(0) = 0 toteuttava ratkaisu,
toisin sanoen deriwoituva funktio ¢ : |—h,+h[ — R, jolle pitee alkuehto ¢(0) = 0
ja lisiksi koko wvdlilla

(1) ' (z) = f(z,p(x)).

YA

b 4

Kuva 8. OY-LAUSEEN VAITE.
Tobistus. Koska €2 on avoin, on olemassa suorakaide
[—a,a] x [-b,b] C Q.
Seuraavassa osoitetaan, ettd viitteen luvuksi kelpaa
h < min{a, %, %},
missé L on funktion f Lipschitz-vakio ja M on rajoitetun funktion |f| yldraja.

120Y-lauseen todistaja on CHARLES EMILE PICARD 1856-1941. Ali sekoita toiseen kuuluisaan
ranskalaiseen Picardiin (JEAN PICARD 1620-1682).
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Todistuksen ideana on kiyttdd Banachin kiintopistelausetta. Siksi on tarpeen
valita sopiva tédydellinen metrinen avaruus X ja sen kontraktio F': X — X siten,
ettd tutkittava differentiaaliyhtdls (1) on yhtépitévé kiintopisteyhtélon F(x) = x
kanssa. Voisi arvata, ettd avaruudeksi X pitédd valita sopiva funktioavaruus, var-
maankin jokin joukko funktioita |—h,+h[ — R, ja ndin menettelemmekin. Ongel-
mallista on aluksi se, ettéd differentiaaliyhtéilon (1) ratkaisulle pétee

n

o= [z, p(x)),

joka ei ole kiintopistetyyppinen yhtélo, jollainen olisi esimerkiksi yhtédlo ¢ =
f(x,o(x)). Kiintopistelauseen lisiiksi todistuksen oivallus onkin se, ettd ongelma
muuttuu kiintopistetyyppiseksi integroimalla puolittain. Etsitdin funktiota ¢, jolla

_ / "1t o(t)) di

siis kiintopistettd kuvaukselle F': X — X, jolle F(p fo t,o(t)) dt.

Idea on esitelty. Viimeistelldén todistus Vahtsemalla soplva taydelhnen metrinen
avaruus X ja todistamalla, ettd F' on kontraktio.

Jatkuvien funktioiden avaruus C([—h, h],R) varustettuna tasaisen suppenemisen
metritkalla

on tunnetusti tdydellinen; tdméahin merkitsee vain sité, ettéd tasaisen Cauchy-ehdon
toteuttava jono jatkuvia funktioita suppenee tasaisesti ja jatkuvuus siilyy tasaisessa
konvergenssissa.

Valitsemme avaruudeksi X funktioavaruuteen C([—h,h],R) sisdltyvin suljetun
pallon X = EC([—h,h},R)(O, b) ja muistamme topologian perusopinnoista tai tarkas-
tamme pienelld laskulla, ettd tdydellisen metrisen avaruuden suljettu osajoukko,
erityisesti valitsemamme X, on tédydellinen metrinen avaruus.

Osoitamme, ettd yhtlo
— [ reveya
0

médrittelee kontraktion F' : X — X. Olkoon ¢ € X = FC([—h,h],R)(Oa b), siis ¥
jatkuva ja |1 (t)] < b kaikilla ¢. Tarkastetaan aluksi onko F(v)) € Be(j—p.n,r)(0,b).
Jotta F'(v)(t) olisi ainakin médritelty kaikilla ¢ € [—h, h], on tarpeen, etté integroi-
tava f(t,1(t)) on médritelty kaikilla ¢t € [—h, h], toisin sanoen, ettéd ¥ (t) € [—b,b].
Téamé onkin kunnossa. Koska f ja 1 on liséiksi oletettu jatkuviksi, on myos
kuvaus t — f( w(t)) jatkuva vililld [—h, k|, joten sen integraalifunktio = —
=I5 )) dt on olemassa ja jatkuva. Kuvaus F : X — C([—h, h],R)
on siis alnakm hyvm maarltelty. Osoitetaan, ettd F:n kuvajoukko sisdltyy palloon
EC([—h,h],R) (0,b) ja ettdi F' on kontraktio. Ensin mainittu on helppoa, koska

F@)(@) = |/:f<t,w<t>>| < |/OwM| < hM <.
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Myos kontraktiivisuuden todistus etenee samaa uraa, mutta kiyttéai Lipschitz-ehtoa
eikd yldrajaa M. Olkoot ¢ ja » € X. Arvioidaan etdisyyttd d(F(¢), F(¢)) =
|F(¢) — F(¥)|loo. Olkoon x € [—h, h].

wwmw—mem=4£7ﬂawm—fwww»ﬁr
slﬂﬂuwm—f@¢mﬂw
SAZM@—¢®Mt

h
<Lllw—wmﬁ

= Lhd(¢,)
= Kd(¢,v), missi K = Lh < 1.

Kuvaus F' : X — X on siis kontraktio tédydellisessi metrisessd avaruudessa, joten
silld on Banachin lauseen mukaan tasan yksi kiintopiste ¢ € X = EC([hthR)(O, b).
Nyt on helppoa todistaa OY—lauseen viite. Aloitamme tarkastamalla, ettd 16ytéi-
mémme kiintopiste ¢ € X toteuttaa OY-lauseen ehdot. Ainakin kiintopiste on
jatkuva funktio ¢ : [—h, h] — [—b, ] ja toteuttaa ehdon

wwszmw:AUmmet

Oikeasta puolesta nékyy, ettd ¢ on derivoituva ja etté derivoimalla puolittain saa-
daan differentiaaliyhtalon ratkaisun ominaisuus ¢’(z) = f(z, p(x)). Tietysti alkueh-

tokin toteutuu: (0 fo t,p(t)) dt = 0. Jd4 harjoitustehtéiviiksi tarkastaa, etté
jokainen alkuehdon ja vililla |— h h[ alkuperiisen differentiaaliyhtéilon toteuttava
funktio ¢ on myos F':n kiintopiste, siis yksikéisitteinen. [J

3.3. Fredholmin ja Volterran integraaliyht#lst (x).

ESIMERKKI 3.5. (FREDHOLMIN INTEGRAALIYHTALO). '3 Olkoot annettuina
luku A ja jatkuvat funktiot

K :[a,b] X [a,b)] = R ja
h:a,b] — R.

Fredholmin integraaliyhtdlo on
(1) —)\/ny y) dy + h(z),

missé ongelmana on 16ytd4a funktio f. Ratkaiseminen onnistuu riittévin pienelld A
kiayttaméalla Banachin kiintopistelausetta kuvaukseen:

T :Cla,b] — Cla,b]
—)\/Kmy y) dy + h(z).

I3ERIK IVAR FREDHOLM 1866-1927, Ruotsi.
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Témén perustelemiseksi tutkitaan aluksi, milld ehdolla T on kontraktio. Koska
[a,b] X [a,b] on kompakti ja K on jatkuva, niin

n

M= K .
agjog;b\ (z,y)| < o0

Pétee siis arvio:
TS = Tglloo = max. [Tf(a) - Tyla)| =

b
= max |/\/ K(z,y)(f(y) —9(y)) dy| <

a<z<b

< [AIM|f = gllos (b — ),
joten T on kontraktio, kunhan

1

A < Mh—a)

Banachin lauseen mukaan on télléin olemassa kuvauksen 7' kiintopiste f, ja se on
selvistikin Fredholmin integraaliyhtdlon yksikisitteinen ratkaisu.

ESIMERKKI 3.6. (VOLTERRAN INTEGRAALIYHTALO (1897)). Olkoot annet-
tuina jatkuvat funktiot K ja h kuten Fredholmin integraaliyhtédlossia. Volterran
ntegraaliyhtdlo on

(2) / K(x,y)f(y) dy + h(z),

siis integraalin yldrajan osalta erilainen kuin Fredholmin yhtélo. Parantamalla hie-
man Banachin kiintopistelausetta on mahdollista osoittaa, ettd Volterran yht#lolla
on kaikilla A € R olemassa yksi ratkaisu. Harjoitustehtiviina todistettava Banachin
kiintopistelauseen parannettu versio sanoo, ettd tiaydellisen metrisen avaruuden X
kuvauksella T": X — X on yksikésitteinen kiintopiste, kunhan 7" =T o--- 0T on
kontraktio jollakin n € N. Pyrimme ki#yttdmédan tatd kuvaukseen

T: Cla,b] — Cla,b]

= )\/ K(x,y)f(y)dy + h(x).
Alustava arvio tehdian kullekin x erikseen.
7f(@) = Ty = 7 [ K(w.0)(£(w) ~ 9(0) dy

< |A|/ M — glloo dy
1) — N M IS gllo (@ — a).
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Lopuksi osoitetaan induktiolla n:n suhteen, etti

M"™(z — a)
n!

2) T f(z) — Tg(x)] < ]AI" “1F = gloos

jolloin T™ on kontraktio riittévin suurella n, ja Volterran yhtdlo on ratkaistu.
Induktio-oletus on kaava (2). Kéyttéen sitéd laskemme:

1 @) - T (o) < ) [ " K (e y) (T f(y) - Tg(y)) dy

M AN M™
< [ gty —

M”Jrl(:]j o a)nJrl
(n+1)!

= A" If=9glle- DI

Harjoitustehtédvii ja huomautuksia lukuun I

Harjoitustehtévid lukuun 1.

1.1. Miten sulkeuma karakterisoidaan jonoin metrisesséd avaruudessa?

1.2. Olkoon A C X, missé (X, d) on metrinen avaruus. Olkoon d4 metriikan d
rajoittuma joukkoon A x A. Tillsin (A, d4) on metrinen avaruus — X:n metrinen
aliavaruus. QOsoita, ettd joukko U C A on avoin d4—mielessid, jos ja vain jos
U =V N A jollekin avoimelle V' C X. Havainnollista asiaa piirroksella.

1.3. Osoita, ettd kompaktin avaruuden suljettu osajoukko on kompakti.

1.4. Osoita, ettd kompaktien joukkojen leikkaus on kompakti. Leikattavia jouk-
koja saa olla ddrettomén monta.

1.5. Olkoot A ja K metrisen avaruuden X erillisii (siis niiden leikkaus tyhji)
kompakteja osajoukkoja. Néytd, ettd joukkojen etdisyys d(A, K) on aidosti posi-
tiivinen. (Maéritelmé: d(A, K) = inf{d(a,k) | a € A, k € K}.) Péteekd viite
vihemmin oletuksin?

1.6. Osoita, ettd metristen avaruuksien vilinen kuvaus F' : X — Y on ¢, ¢
-mielessi jatkuva, jos ja vain jos jokaisen avoimen joukon B C Y alkukuva F'~1(B)
on avoin.

1.7. (jatkoa) Osoita, etté jos metristen avaruuksien vélinen kuvaus F': X — Y
on jatkuva, niin jokaisen kompaktin joukon K C Y kuvajoukko F'(K') on kompakti.

1.8. (jatkoa) Homeomorfismi on jatkuva bijektio, jonka kidnteiskuvauskin on
jatkuva. Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia, joista X kompakti, ja olkoon f: X —
Y jatkuva bijektio. Osoita, ettd f on homeomorfismi.

1.9. Olkoon a € R?. Todista, etti euklidisen tason R? siirto eli translaatio

T,:z—x+a

on jatkuva kuvaus. Onko mikéién translaatio lineaarikuvaus?
1.10. Todista, ettd kompakti metrinen avaruus on téiydellinen.
1.11. Osoita, ettd metrisen avaruuden X suljettu pallo

B(z,r)={y € X |d(z,y) <r}
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on suljettu joukko. Voiko se olla avoin?
1.12. Niyté, ettéd jos (2,)7° ja (yn)° ovat X:n jonoja siten, ettd d(z,,z) — 0
ja d(Yn,y) — 0, kun n — oo, niin d(x,,y,) — d(z,y).

n

2.1. Taydennd Weierstrassin approksimaatiolauseen todistusta osoittamalla,
ettd kun @ < b, f on itseisarvofunktio [a,b] — R ja 0 < &, niin on olemassa
polynomi p, jolle ||f — plloc < €.

2.2. Tiaydennd Weierstrassin approksimaatiolauseen todistusta osoittamalla,
ettéd jos funktioita f ja g voidaan approksimoida e-tasaisesti polynomeilla p ja g,
niin lineaarikombinaatiota A f + pg ja tuloa fg voidaan approksimoida d—tasaisesti
polynomeilla A\f + g ja pg. Magraé sopivat 9.

2.3. Oleta, etté f : [a,b] — R on k kertaa jatkuvasti derivoituva ja ¢ > 0. Onko
olemassa polynomi p siten, etti | £ — p(")|| o < € kaikillan = 1,...,k?

2.4. Todista Stonen ja Weierstrassin lauseen kompleksinen muoto 2.13.

2.5. Olkoon (X, d) separoituva metrinen avaruus ja A C X. Néyté, ettd (A, d)
on separoituva.

3.1. Keksi arvio Banachin kiintopistelauseen ratkaisujonon suppenemisnopeu-
delle.

3.2. Todista Banachin parannettu kiintopistelause, jonka mukaan tdydellisen
metrisen avaruuden X kuvauksella 7" : X — X on yksikésitteinen kiintopiste,
kunhan T™ =T o --- o T on kontraktio jollakin n € N.

3.3. Todista, ettd jatkuvien funktioiden metrinen avaruus (C([a,b],R),d~) on
taydellinen.

3.4. Todista, ettd metrisen avaruuden téydellinen metrinen aliavaruus on sul-
jettu osajoukko.

3.5. Todista, etté tédydellisen metrisen avaruuden suljettu osajoukko on téydel-
linen metrinen aliavaruus.

3.6. Onko metrisen avaruuden (C[0, 1], dw) aliavaruus {f € C[0,1] | f(1) = 0}
taydellinen?

3.7. Viimeistele OY-lauseen yksikisitteisyyspuolen todistus tarkastamalla, ettd
jokainen alkuehdon ja viililla |—h, h| alkuperdisen differentiaaliyhtélon toteuttava
funktio ¢ on myos F':n kiintopiste, siis yksikéisitteinen.

3.8. Todista Banachin kiintopistelauseen avulla, ettd yhtdlolld log(z + 2) = =
on yksikisitteinen ratkaisu x > 0. Laske iteroimalla likiarvo ratkaisulle.

3.9. a) Olkoon X = B(0,1) C R™ varustettuna tavallisella euklidisella met-
ritkalla ja olkoon f : X — X Lipschitz-jatkuva kuvaus vakiolla 1, toisin sanoen
oletetaan, etté

d(f(x), f(y)) <d(x,y) Vz,y€ X.

Osoita, etté f(x) = x ainakin yhdessé pisteessi x € X. Vihje: Tarkastele funktioita
fi=QQ-3)f

b) Niytid esimerkilld, ettd vastaava viiite ei pdde yleiselle kompaktille joukolle
B C R™. Vertaa tehtévad myos Banachin kiintopistelauseeseen.

Huomautuksia lukuun I.

Metrisisté ja topologisista ominaisuuksista. Metrisilld avaruuksilla on huo-
mattavia topologisluonteisia erityispiirteitd. Esimerkiksi metristen avaruuksien vé-
lisen kuvauksen jatkuvuus voidaan ilmaista silld, ettéd jatkuva kuvaus séilyttda jo-
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nojen raja-arvot. Tamé& jonojatkuvuus ei takaa jatkuvuutta yleisessi topologiassa.
Metrinen avaruus on kompakti tasan ollessaan jonokompakti eli kun sen jokaisella
jonolla on suppeneva osajono. Vastaava ei péide yleisessd topologiassa.
Cauchy-jonojen — yleisemmin Cauchy-filttereiden ja niiden mukana (jono-) téy-
dellisyyden kiisite eiviit ole topologisia késitteitéd, mutta eivit vaadi aivan metriik-
kaakaan, vaan liittyvit ns. uniformisten avaruuksien teoriaan, jota emme kisittele.
Lagrange’in interpolaatio ja Rungen ilmis.!* Funktiota f : [a,b] — R voi
yrittdid approksimoida polynomilla monin muinkin tavoin kuin tasaisesti. Yksi luon-
nolliselta tuntuva tapa on interpolointi, siis sellaisen polynomin l6ytdminen, joka

yhtyy tutkittavaan funktioon annetuissa pisteissé aq,...,a, € [a,b]. Lagrange’in
interpolaatiokaava
— J(a;) [Ty (x — ar)
pn(x) =
e [lrz;(a; — ax)

antaa alimmanasteisen téllaisen polynomin. Jos pisteet aq,...,a, valitaan tasa-
vilisesti ja jakoa tihennetéén, niin Lagrange’in kaavan p, ei kuitenkaan yleisesti
lihene f:d44 tasaisen suppenemisen mielessi — ei edes, vaikka f olisi reaaliana-

lyyttinen jollain avoimella vililla ]e,d][ D [a,b]. Témé tunnetaan nimelld Rungen
ilmio.

Miintzin ja Szaszin lause.!® Weierstrassin lausetta voi yleistelli my6s ihan
toiseen suuntaan tarkastelemalla tosin tavallisia polynomeja vélilld [a, b], mutta ei
kaikkia. Kysymme milld luonnollisia lukuja \,, koskevilla ehdoilla monomien

A A A
1L,x™, 27,273, ..

virittdmé vektorialiavaruus on tihed C([a, b], R):ssid. Weierstrassin lausehan sanoo,
ettd ainakin eksponentit A, = n kelpaavat. Ratkaisun antaa Miintzin ja Szatzin
lause!®, jonka mukaan ehto

> 1
25,7

on vilttdmaton ja riittavi.

silotus. Weierstrassin klassinen approksimaatiolause antaa polynomin, siis eri-
tyisesti derivoituvan approksimaation jatkuvalle funktiolle. Taméntapaisen sdén-
nollistémisen eli silotusten tekemiseen on analyysisséd usein tapana kiyttdd konwvo-
luutioon perustuvaa menettelyd. joka ei yleensd anna polynomia. Weierstrassin
lauseelle on todellakin olemassa konvoluutiotodistus, ks. esim. [CH] vol.1, Ch. 1.4.

Bernsteinin polynomit.!” Esittdmamme Weierstrassin klassisen approksi-
maatiolauseen todistus ei anna kovin kiitevdid tapaa loytdd halutunlaisia polyno-
meja. Kétevid tapoja on kuitenkin olemassa. Itse asiassa Weierstrassin lauseen voi

14JosEpH Louls LAGRANGE 1736-1813, Ranska ja CARLE DAvID ToLME RUNGE 1856-1927,
Saksa.

ISHERMAN MUNTZ 1884-1956, mm. Israel ja OTTO SZASsz 1884-1952, Unkari-USA.

16[R-2] tai [W]. Todistus perustuu Hahnin ja Banachin lauseeseen 21.4 ja kompleksianalyysiin.

17SERGEI NATANOVITS BERNSTEIN 1880-1968, Venijs.
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todistaa approksimoimalla funktiota f € C([0,1],R) tasaisesti Bernsteinin polyno-

meillaan'®
Ba() = 7(%) (Z)xm gyt
k=0

Erotteluehdosta. Stonen ja Weierstrassin lauseessa esiintyvéi erotteluehto on
siind mielessé vélttdméton, ettd jos X on kompakti ja A C C(X,R) on ykkos-
funktion sisdltéivi alialgebra, niin vilttdmatonté sille, ettd A on tihed, on, ettd A
erottelee X:m pisteet. Ks. esim. [Y] s. 9.

Metrisoituvuudesta. Normiavaruudet ovat metrisié avaruuksia. On olemassa
myos metrisoitumattomia topologisia vektoriavaruuksia.

Hyvi lukija. Kirjoita tekijélle parannusehdotuksia lukuun 1.

n

18Ks. esim. [W]. On myds olemassa lyhyt stokastiikkaa kdyttivi todistus.
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II NORMIAVARUUDET JA JATKUVAT LINEAARIKUVAUKSET

4. Johdanto

Funktionaalianalyysin keskeinen kisite on jatkuva lineaarikuvaus. Jotta kuvaus
L : E — F voisi olla lineaarinen, on joukkojen E ja F' syyté olla vektoriavaruuksia
ja jotta sama kuvaus L : F — F voisi olla jatkuva, on niiden syyté olla myos topolo-
gisia avaruuksia. Koska haluamme, etté lineaarisuus ja jatkuvuus liittyisivéit joten-
kin toisiinsa, on avaruuksissa F ja F' oltava yhteys lineaaristen laskutoimitusten ja
topologian vililla. Topologiseksi vektoriavaruudeksi sanotaankin vektoriavaruutta
(E,+, "), jossa laskutoimitukset

+ ExFE—-FE ja
RxFE—F

ovat jatkuvia funktioita.

Tarkoituksenamme on tutkia lineaarikuvauksia monenlaisissa ddretonulotteisissa
avaruuksissa, joiden alkiot eli vektorit ovat tyypillisessé sovelluksessa lukujonoja tai
funktioita. Teorian kannalta tdmé vektoreiden konkreettinen esitystapa ei ole rat-
kaiseva asia, vaan tiarkeimpéd on, mitéd vektoreille voi tehdé eli millainen on kulloin-
kin tarkasteltavan avaruuden rakenne. Topologisia vektoriavaruuksia luokitellaan-
kin ensisijaisesti rakenteensa mukaan, ja puhumme mm. eriulotteisista sisédtuloa-
varuuksista, erilaisista normiavaruuksista ja lokaalikonvekseista avaruuksista, niin
reaali- kuin kompleksikertoimisistakin. Perusesimerkki topologisesta vektoriavaruu-
desta on kuitenkin euklidinen avaruus R™. Perusesimerkki on syytid tuntea hyvin
ja aika paljon siitd jo tieddmmenin, silld lineaarialgebran yhteydessd on joukkoa R™
tutkittu &arellisulotteisena vektoriavaruutena ja sisdtuloavaruutena. Differentiaali-
ja integraalilaskennan yhteydessid lukija on epéilemétti kiisitellyt euklidista ava-
ruutta myos metrisend ja topologisena avaruutena.

5. Asrellisulotteisen avaruuden normit ja lineaarikuvaukset

Seuraavassa esitimme lineaarikuvaukselle viisi jatkuvuuden kanssa yhtépitavid
ehtoa. Sitten todistamme, etté &irellisulotteisten normiavaruuksien vilinen lineaa-
rikuvaus on aina jatkuva, vieldpé tasaisesti jatkuva.

5.1. Euklidisen avaruuden lineaarikuvaukset.

LAUSE 5.1. Lineaarikuvaukselle L : R™ — R™ seuraavat ehdot ovat yhtipitd-
vid:

(a) L on tasaisesti jatkuva koko avaruudessa.
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on jatkuva kaikissa pisteissd.
b) L atk kaike stes
(¢) L on jatkuva origossa.

on jatkuva jossain pisteessd.
d) L on jatkuva jossain pist

Tobistus. Ehtojen (b), (¢) ja (d) yhtédpitdvyyden osoittamiseksi riittdd néyt-
tad, ettd jatkuvuus mielivaltaisessa pisteessd x € R™ on yhtépitiavia jatkuvuuden
kanssa origossa. Olkoon aluksi L jatkuva origossa. Merkitsemme kaikkien vekto-
riavaruuksien origoa samalla symbolilla 0, joten L(0) = 0. Jatkuvuuden klassinen
e-0 -mééritelma

Ve>0 30>0: |z2-0||<d = |Lz—0| <e

tarkoittaa siis, ettéd ||[Lz| < e, kunhan ||z|] < 6. Jatkuvuus kohdassa =z € R”
saadaan soveltamalla tétéd vektoreihin z — y, missd y € R™:

Lz — Lyll = | L(z — y)[| <e,

kunhan ||z — y|| < §. L on siis jatkuva kohdassa x. Samalla on tullut todistettua,
ettd jatkuvuudesta origossa seuraa suorastaan tasainen jatkuvuus koko avaruu-
dessa, silld jatkuvuutta pisteessii x todistettaessa kivi ilmi, ettd luku & ei riipu
pisteesté x vaan ainoastaan luvusta e ja tietysti lineaarikuvauksesta L.

Padttelyn voi helposti kiddntéd, joten lineaarikuvauksen L jatkuvuus pisteesséi 0
seuraa sen jatkuvuudesta missd tahansa pisteessd x. [

Edellisen, sinénsé yksinkertaisen todistuksen oleellinen piirre on mahdollisuus
siirtdé tarkastelut pisteen 0 ympéristosté pisteen x ympéristoon translaatiolla eli
surtokuvauksella

R" —-R": y—x+uy.
Translaatio séilyttdd pisteiden viliset etédisyydet ja kuvaa siksi pallot samansétei-

siksi palloiksi. Saadaksemme geometrisen mielikuvan tilantesta lausumme kuvauk-
sen L jatkuvuuden pisteessd x pallojen avulla:

Ve>0 36>0: L(B(z,9)) C B(L(x),¢)

Lauseen 5.1.a) todistus ilmaisee, etté jos lineaarikuvaus L kuvaa origokeskisen 4-
siteisen pallon origokeskisen e-siiteisen pallon sisédén, niin L kuvaa z-keskisen ¢-
sdteisen pallon Lx-keskisen e-séiteisen pallon siséén.
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L(B(.5)
L(x)
B(x, 9
3
L L(B(0,3))
B(0,9) B(0,¢)

KuvA 9. LINEAARIKUVAUKSEN TASAINEN JATKUVUUS.

B(Lx,E)

Jatkuvia lineaarikuvauksia sanotaan usein — jopa yleensid — rajoitetuiksi lineaa-
rikuvauksiksi. Syyné tdhén on, etté lineaarikuvauksen jatkuvuus on yhtépitiavid sen
kanssa, ettd se kuvaa yksikkopallon rajoitetuksi joukoksi, siis jonkin pallon sisdén:

LAUSE 5.2. Lineaarikuvaus L : R™ — R™ toteuttaa lauseen 5.1 keskenddn yhtd-
pitdvdit jatkuvuusehdot tismdlleen silloin, kun se kuvaa avaruuden R™ yksikkopallon
rajoitetuksi joukoksi.

TobisTus. Jos L on jatkuva origossa, niin se kuvaa ainakin jonkin origokeski-
sen pallon rajoitetuksi joukoksi, silld jatkuvuuden médritelmén mukaan on olemassa
luku § > 0 siten, ettd L(B(0,6)) C B(0,1). Nyt yksikkopallo kuvautuu origokeski-

sen %—séiteisen pallon siséén, silla

S

|zl <1 = [[Lz[| = |3 L(6)]| = 5[ L(d)]| <
L on siis rajoitettu funktio yksikkopallossa B(0,1), ja

sup |[Lz|| <
z€B(0,1)

| =

Tamékin péadttely on kiddnnettéivissé, joten yksikkopallossa rajoitettu lineaarikuvaus
on jatkuva. [

Edellisessé todistuksessa koko tilanteen mittakaavaa muutetaan origokeskiselld
homotetialla eli skaalauksella

R" — R™: yH%y.

Homotetia venyttda kaikkia etédisyyksid samassa suhteessa ja on siis yhdenmuo-
toisuuskuvaus, joka erityisesti kuvaa pallot palloiksi sdilyttden niiden kokosuhteet.
Skaalaus on lineaarikuvaus.

Laskelmamme osoittaa, etti jos lineaarikuvaus L kuvaa yksikkopallon B(0, 1)
jonkin origokeskisen R-siteisen pallon B(0, R) sisdén, niin L kuvaa mielivaltaisen
origokeskisen d-séteisen pallon origokeskisen 0 R-séteisen pallon B(0,JR) siséén.
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B(0,9)

B(0,1)

Kuva 10. LINEAARIKUVAUKSEN MITTAKAAVA.

Lauseella 5.2 ja sen todistuksella on kantavuutta paljon yli sen miltd ensin néyt-

tdd. Palaamme asiaan vield useasti, mutta julistamme kuitenkin jo nyt seuraavan
tuloksen:

HuomAuTUs 5.3. Lauseiden 5.1 ja 5.2 viisi ehtoa ovat yhtédpitédvid jokaiselle
kahden normiavaruuden viliselle lineaarikuvaukselle L my6s dédretonulotteisessa ta-

pauksessa, silld esittdmémme perustelu kelpaa yleisessd normiavaruudessa. Lause
5.2 antaa aiheen seuraavaan méiritelméaén.

MAARITELMA 5.4. Kahden normiavaruuden vilisen jatkuvan eli rajoitetun li-
neaartkuvauksen L : E — F normi eli operaattorinormi: on luku

IL]| = sup |Lz| = sup [Lz|.
r€EBE ”ngl

Ei ole vaikeaa huomata, ettd kaikilla x € F on voimassa tirkeé epéyhtilo
[ La|| < [|L | ]z,
ja etté itse asiassa ||L|| on pienin luku M, jolla

|Le| < Mllz| Va € E.

L L(B(0,1))

B(0,1) B(O/|ILI| )

Kuva 11. OPERAATTORINORMI.
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HuoMAuTUs 5.5. Operaattorinormi ansaitsee normin nimen, silld lineaariku-
vausten joukko

LR, R™)={L:R" — R™ | L on lineaarikuvaus}

on vektoriavaruus ja operaattorinormi toteuttaa normin aksioomat, positiivisuu-
den, definiittisyyden, positiivihomogeenisuuden ja kolmioepéyhtilon.

Olemme nyt valmiina todistamaan euklidisten avaruuksien véilisen lineaariku-
vauksen jatkuvuuden.

LAUSE 5.6. Jokainen lineaarikuvaus
L:R" —R™
on jatkuva euklidisen normin || - ||2 mielessd.

TobisTus. Kiytetddn standardikantaa ja matriiseja. Kuvauksen L matriisin A

@:s 1ivi on a;. = (a;;)}—;. Lineaarialgebran mukaan kaikilla x € R™ pitee

(@ix|z)
Lz =Ax =

(@)

missé (-|) on standardisiséitulo. Cauchyn, Schwarzin ja Bunjakovskin epdyhtilin
nojalla |(z|y)| < [|lz[|2[|yll2, joten

n

n
D (a2 < | > llawd3l2l13
i=1

=1

[Az]ls =

= [l]2

n
> lall = llz)2
=1

Kuvaus L on siis jatkuva eli rajoitettu, ja sen normi on enintéén yhté suuri kuin sen
standardikantamatriisin kaikista matriisialkioista muodostetun vektorin euklidinen
pituus. [

Huomasimme juuri, ettéd tavallisen euklidisen teorian mielessé lineaarikuvauksen
operaattorinormi ||L|| on pienempi tai sama kuin euklidinen normi ||A||2, missi
matriisi A = Mat L on tulkittu vektoriksi A € R™™.

HuomauTUus 5.7. Euklidisessa avaruudessa R" méiritellyn lineaarikuvauksen
operaattorinormin lausekkeessa

ILIl = sup |[|Lz|
xz€B(0,1)

esiintyvél pienin yldraja on itse asiassa maksimi, ts. pienin yldraja saavutetaan.
Tamé johtuu siité, ettd maksimoitava funktio || - || o L on kahdesta jatkuvasta funk-
tiosta yhdistettyns kuvauksena jatkuva, ja yksikkopallo B(0,1) on euklidisen ava-
ruuden R" suljettuna ja rajoitettuna joukkona Heinen ja Borelin kuuluisan lauseen
mukaan kompakti.
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5.2. Asrellisulotteisen normiavaruuden lineaarikuvaukset.

n

HuoMAuTUS 5.8. Itse asiassa jokainen #irellisulotteisten normiavaruuksien vi-
linen lineaarikuvaus on jatkuva. Voidaksemme perustella, arvostaa ja kiyttdd téita
tietoa meiddn on syytd ensin selvitelld, miten muut d#rellisulotteiset normiava-
ruudet eroavat euklidisesta avaruudesta, jos ollenkaan. Yleinen normin kisite on
médritelty kohdassa 1.1. Vektoriavaruus R™ voidaan varustaa jollakin muullakin
normilla kuin euklidisella. Esimerkki sellaisesta olkoon kaksiulotteisen avaruuden
ykkosnormi ||(x1,z2)||1 = |x1| + |22, jonka yksikkopallo on nelis.

Koska jokainen n-ulotteinen reaalinen vektoriavaruus V' voidaan kannan kiyt-
toonoton avulla samastaa avaruuteen R™, saadaan kaikki direllisulotteiset reaali-
set sisdtuloavaruudet, normiavaruudet ja topologiset vektoriavaruudet varustamalla
avaruus R" erilaisin sisédtuloin, normein ja vektoriavaruustopologioin.

Osoitamme seuraavaksi, ettd vaikka avaruuden R™ normeja on monenlaisia, niin
ne kaikki ovat keskenéin ekvivalentteja — ne tuottavat saman topologian.

MAARITELMA 5.9. Saman avaruuden R™ normit || - ||, ja || - [|» ovat ekvivalentit,
mikéli on olemassa vakiot M ja m siten, ettd kaikille x € R"

{ lzlla < Mzl ja
lzlle < m[z]la -

Ylempi epdyhtils lausuu, ettéd identtinen kuvaus (R™, || - ||s) — (R™, || - ||4) on ra-
joitettu eli jatkuva lineaarikuvaus. Alempi lausuu, etté edellisen kiidnteiskuvaus eli
identtinen kuvaus (R™, |||la) — (R™,||-|[») on jatkuva. Molempien voimassaolo mer-
kitsee, etté identtinen kuvaus on homeomorfismi, eli ettd normit tuottavat saman
topologian.

Normien ekvivalenssia voi havainnollistaa geometrisesti: ||-||, ja ||-||p ovat ekviva-
lentit, mikili kummankin yksikkopallo on rajoitettu toisen normin mielessd. TAmé
taas on yhtépitidviid sen kanssa, etté || - [|,-yksikkopallo siséltéé jonkin origokeskisen
|| - ||p-pallon ja kiiéntéen.

LAUSE 5.10. Avaruuden R™ kaikki normit ovat keskenddn ekvivalentteja.

TobisTus. Riittdd todistaa, ettd avaruuden R™ mielivaltainen normi || - || on
ekvivalentti tavallisen euklidisen normin || - |2 kanssa. Ensimméiinen epéyhtils
saadaankin aivan helposti lausumalla vektori standardikannassa.

n n
lzll = 1Y wiesll < llaies]
=1 Jj=1
n
<D il [ledl
j=t

n
< <max ‘:CZ|) (max H61H> E 1
1<i<n 1<i<n —
j=i
<ol ( o el .

1<i<n

M
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Toisensuuntainen epéyhtilé perustuu Heinen ja Borelin lauseeseen, jonka mukaan
euklidisessa avaruudessa suljettu ja rajoitettu joukko on kompakti!®. Tavallisen
yksikkopallon kuori

S={zeR" ‘ |lx|l2 =1}

on siis kompakti tavallisessa topologiassa eli avaruudessa (R™,| - ||2). Koska jo
olemme todistaneet ensimmaéisen epdyhtélon, tiedimme ettd identtinen kuvaus I :
(R™,||I-|l2) — (R™,]|-||) on jatkuva. Kompaktin joukon kuva jatkuvassa kuvauksessa
on aina kompakti. Siksi kuvajoukko I(S) eli S itse on kompakti myds normin || - ||
mielessd. Normi || - || on jatkuva kuvaus (R™, ||-||) — R. Siksi se saavuttaa minimin
juuri kompaktiksi toteamallamme pallonkuorella S C R™. Koska 0 ei kuulu kuorelle
S, niin tuo minimi — olkoon se my — saavutetaan jossakin muussa pisteessi, ja on
siis aidosti positiivinen. Olemme l6ytédneet luvun My > 0, jolla on ominaisuus

My < ||z|| kaikille z, joilla ||z||s = 1.
Saman voi kirjoittaa
l|lz]|2 < MLOHJ:H kaikille z, joilla ||z||2 = 1.
Etsitty epayhtélo pétee siis yksikkopallon kuorella vakiolla m = MLO Téasté alkupe-

ridinen viite saadaan yksinkertaisella skaalauksella: Mielivaltainen vektori x € R™
voidaan kirjoittaa tuloksi normistaan ja yksikkovektorista, jolloin saadaan

T

]2 = ||x|!2w

T
< llzllo m H—H —mlel. O
EE

€T
~ izl \—
2 E

2
Olemme nyt samalla saavuttaneet tdmén luvun padtulokset:

SEURAUS 5.11. Adrellisulotteisten normiavaruuksien vdlinen lineaarikuvaus on
jatkuva.

Tobistus. Edellisen lauseen mukaan dérellisulotteisen avaruuden R™ kaikki nor-
mit ovat keskenédn ekvivalentteja ja antavat siis saman topologian. Viite seuraa siis
lauseesta 5.7, jonka mukaan &dérellisulotteisten reaalisten vektoriavaruuksien viliset
lineaarikuvaukset ovat jatkuvia euklidisessa topologiassa. [

SEURAUS 5.12. Jokainen ddrellisulotteinen normiavaruus on tdydellinen.

Tobistus. Olkoon (z,)y Cauchy-jono avaruuden R™ jonkin normin ||| - ||| mie-
lessd. Edellisen lauseen mukaan ||| - ||| ja euklidinen normi || - || ovat ekvivalentit,
joten on ilmeisté, ettd (x,)y on euklidinenkin Cauchy-jono ja siis suppenee, koska
euklidinen avaruus tunnetusti on tdydellinen. Lopuksi normien ekvivalenssi takaa,
ettéd suppeneminen tapahtuu myos normin ||| - ||| mielessd. O

LAUSE 5.13. Kaikki edelld sanottu pdtee myds kompleksikertoimisissa ddrellis-
ulotteisissa normiavaruuksissa.

TobisTus. Luvun 5. kaikki lauseet pétevit, vaikka R korvattaisiin kompleksi-
lukujen kunnalla C. [

19Heinen ja Borelin lause ei ole topologinen lause, koska rajoitettu joukko ei ole topologinen
kisite. Itse asiassa Heinen ja Borelin lause ei pdde myoskidn yleisessd metrisessid avaruudessa,
ei edes ddretonulotteisessa normiavaruudessa. Suljettu ja rajoitettu joukko ei ole aina kompakti.
Toisin péin kylla.
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6. Yleisisti normiavaruuksista

n

6.1. Asretonulotteisuudesta.

Ennen varsinaisen tarkastelun aloittamista luettelemme ilman perusteluja joita-
kin darellis- ja ddretonulotteisten normiavaruuksien yhtéldisyyksié ja eroja.

1) Normiavaruuden metriikka d(x,y) = ||z — y|| ja siitd saatava normitopologia
maédritellddn aivan samalla tavalla dimensiosta eli ulotteisuudesta riippumatta.

2) Asrellisulotteisen normiavaruuden kaikki lineaarikuvaukset ovat jatkuvia,
mutta ddretonulotteisissa avaruuksissa on sekd epdjatkuvia etté jatkuvia lineaa-
rikuvauksia. Jatkuvuus yhdessé pisteessd on myos dédretonulotteisessa tapauksessa
yhtapitiviid tasaisen jatkuvuuden kanssa ja edelleen rajoittuneisuuden kanssa yk-
sikkopallossa. Rajoitetun lineaarikuvauksen operaattorinormi on kiyttokelpoinen
kisite myos ddretonulotteisessa avaruudessa.

3) Asrellisulotteisen avaruuden kaikki normit tuottavat saman topologian, mutta
ddretonulotteisessa niin ei ole.

4) Kaikki direllisulotteiset normiavaruudet ovat téydellisid, mutta #déretonulot-
teiset normiavaruudet voivat olla joko tdydellisii tai epétdydellisida. Siksi eiviit
kaikki normiavaruuden lineaariset aliavaruudet ole suljettuja, dérellisulotteiset tie-
tysti kylld. Téydellisid normiavaruuksia sanotaan Banachin avaruuksiksi ja téy-
dellisii sisiatuloavaruuksia Hilbertin avaruuksiksi?C.

5) Asrellisulotteisen avaruuden lineaarikuvauksen jatkuvuus perustuu Heinen ja
Borelin lauseeseen, jonka mukaan avaruuden R” suljettu yksikkopallo on kompakti.
Asretonulotteisen avaruuden yksikkopallo ei koskaan ole kompakti.

6.2. Normiavaruudet.

Aloitamme diretonulotteisten normiavaruuksien ja jatkuvien lineaarikuvauksien
esittelyn toistamalla lukijan mukavuudeksi normin mééritelmén sallien samalla
kompleksiluvut kertoimiksi. Otamme myos kiyttoon tarvittavia merkintoja.

MAARITELMA 6.1. Olkoon K joko R tai C ja olkoon E K-kertoiminen vekto-

riavaruus. Kuvaus || - || : E — R on normi ja (E, || - ||) normiavaruus, jos niilld on
ominaisuudet
positiivisuus: |z|| > 0 kaikilla z € E,
defingittisyys: |z|| = 0 vain, kun x = 0,
positiivihomogeenisuus: || \x|| = |A|||x|| kaikille A € K ja x € E,
kolmioepdyhtdlo: |z +yll < |lz|| + ||yl kaikille z,y € E.

MAARITELMA 6.2. Kuvausta, joka tayttdd muut normin ehdot paitsi mahdolli-
sesti definiittisyyden, sanotaan seminormiksi eli puolinormiksi.

Esimerkiksi kuvaus R? — R : (x,y) — |y| on seminormi. Tarvitsemme semi-
normeja vasta myohemmin tarkastellessamme Lebesgue’in avaruuksia sekd tutkies-
samme heikkoa topologiaa ja muita lokaalikonvekseja vektoriavaruustopologioita.

20DAvID HILBERT 1862-1943, Saksa.
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MAARITELMA 6.3. Normiavaruuden FE palloja merkitdin

B(z,r)={y€ E||z—y| <r} (avoin pallo)
B(z,r)={y € E||z—y| <r} (suljettu pallo).

Erityisesti Bg = B(0,1) ja Bg = B(0,1) ovat avoin ja suljettu yksikkopallo.

HuomAuTUS 6.4. Normiavaruudessa suljettu pallo on vastaavan avoimen pal-
lon sulkeuma ja avoin pallo on suljetun pallon sisus. Mielivaltaisessa metrisessa
avaruudessa ei tarvitse olla néin.

HUOMAUTUS 6.5. Normi voidaan rekonstruoida yksikkopallostaan B = B(0, 1),
silla o
|#]| = min{a | £ € B}.

Siksi yksikkopallon ”geometria” kertoo normiavaruudesta ”kaiken”.

HuomAuTus 6.6. a) Normi toteuttaa toisen kolmioepiyhtdilon
izl =Nyl | < llz =yl Va,ye B

Eritoten normi on tasaisesti jatkuva kuvaus £ — R, jopa Lipschitz-jatkuva vakiolla
1 — mutta ei tietenkéién lineaarinen.
b) Normiavaruuden laskutoimitukset

+:ExFE—-FE ja
2 KxFE—-FE

ovat nekin jatkuvia kuvauksia, kun otetaan huomioon, ettd kahden vektoriavaruu-
den V ja W tuloavaruus V X W on tapana varustaa luonnollisilla laskutoimituksilla

(x,y) + (u,v) = (z + u,y +v)
Az, y) = (Az, Ay)

ja normiavaruuksien tulo sen lisiiksi yleensd normilla ||(z, y)|l2 = +/||z]|? + ||y||? tai
sen kanssa ekvivalentilla ||(z,v)||c = max{||z]|, |ly||}, joiden topologiaa sanotaan
tulotopologiakst.

c¢) Laskutoimitusten jatkuvuudesta seuraa, ettd jokainen affiini kuvaus

r— Ar+a, missiacE, jaleK\ {0},

on homeomorfismi £ — E. Erikoistapauksia affiinista kuvauksesta ovat siirto (A =
1) ja homotetia (a = 0).

6.3. Jatkuvat lineaarikuvaukset.

Siirrymme tarkastelemaan yleisten normiavaruuksien vilisid jatkuvia eli rajoi-
tettuja lineaarikuvauksia. Huomaamme ennen kaikkea, etti rajoitetulle lineaariku-
vaukselle voidaan nytkin mééritelld normi samalla tavalla kuin #dérellisulotteisessa
tilanteessa.



f(n)
o
\

LAUSE 6.7. Kahden normiavaruuden vdilinen lineaarikuvaus T : E — F on
jatkuva eli rajoitettu, mikdli se toteuttaa seuraavat keskenddn yhtdpitdvdt ehdot:

38
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(a) T on tasaisesti jatkuva koko avaruudessa.
(b) T on jatkuva kaikissa pisteissd.

(c) T on jatkuva origossa.

(d) T on jatkuva jossain pisteessi.

(e) T on rajoitettu yksikkopallossa.

PERUSTELU. Asia kisiteltiin jo luvussa 5. Lause 6.7 todistetaan siis tasan sa-
malla tavalla kuin lauseet 5.1 ja 5.2. Muistamme samalla, ettd rajoitetun lineaari-
kuvauksen T': E — F' operaattorinormi

T
HTH = Ssup HTl'H = sup HT;CH = sup H '/EH’
©€Bp )| <1 220 |zl

on pienin luku M, jolla
|Tz|| < M|jz|| Vze€E.

LAUSE 6.8. Jos E ja F' ovat normiavaruuksia, niin rajoitettujen lineaarikuvaus-
ten joukko

B(E,F)={T:E — F | T on rajoitettu lineaarikuvaus}

on normiavaruus, tarkemmin sanottuna tavalliset laskutoimitukset tekevit siité
vektoriavaruuden ja operaattorinormi ||T'|| toteuttaa normin aksioomat.
b) Jos S: E — F jaT:F — G ovat rajoitettuja lineaarikuvauksia, niin

1T o S| < TSl

PERUSTELUT. Harjoitustehtévid. [
6.4. Normiavaruuden suljetut aliavaruudet.

MAARITELMA 6.9. Kun normiavaruuden (E, ||-||) lineaarinen aliavaruus F' C E
on varustettu samalla normilla || - ||, niin sitd sanotaan avaruuden E normialiava-
ruudeksi — lyhyesti vain aliavaruudeksi ellei kiiytetystd normista ole episelvyytta.
Normialiavaruus on alkuperiisen avaruuden lineaarinen ja metrinen aliavaruus.

Muistamme, ettd tdydellisen metrisen avaruuden metrinen aliavaruus on téy-
dellinen aina ja vain ollessaan suljettu osajoukko. Tdmé& antaa aiheen kiinnitdi
erityistd huomiota suljettuihin normialiavaruuksiin.

ESIMERKKI 6.10. Seuraavat ovat esimerkkeji normiavaruuden FE suljetuista
aliavaruuksista:

a) #irellisulotteinen aliavaruus F' C FE,
b) jatkuvan lineaarikuvauksen T': E — G ydin .

PERUSTELU. a) Olkoon (E, || -||) normiavaruus ja F' sen direllisulotteinen ali-
avaruus. Normiavaruus (F, || -||) on lauseen 5.12 mukaan téydellinen, siis suljettu.

b) Lineaarikuvauksen ydin on aliavaruus. Jatkuvassa kuvauksessa suljetun jou-
kon alkukuva on suljettu. Yksio {0} on suljetu joukko. [
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ESIMERKKI 6.11. Normiavaruudessa aliavaruuden A C E sulkeuma A C E on
aliavaruus, vieldpé suppein A:n siséltéivi suljettu aliavaruus.

PERUSTELU. On harjoitustehtivi tarkastaa, etti A on lineaarinen aliavaruus,
tietysti suljettu. Toisaalta miké tahansa A:m siséltévé suljettu joukko siséltdd myos
sulkeuman A. [

6.5. Banachin avaruudet.

MAARITELMA 6.12 (BANACHIN AVARUUS). Tiydellistd normiavaruutta sano-
taan Banachin avaruudeksi.

LAUSE 6.13. Banachin avaruuden aliavaruus on tdydellinen jos ja vain jos se
on suljettu.

Tobistus. Téydellisen metrisen avaruuden aliavaruus on téydellinen tasan ol-
lessaan suljettu. [

Normiavaruuden téydellisyys voidaan karakterisoida seuraavalla kiyttokelpoi-
sella ehdolla:

LAUSE 6.14. Normiavaruus (E, || -||) on tdiydellinen eli Banachin avaruus aina
Ja vain, kun sen jokainen itseisesti suppeneva sarja suppenee.

TobisTus. Olkoon aluksi £ Banachin avaruus ja olkoon (zj)7° sellainen jono
FE:n vektoreita, ettéd niistd muodostettu sarja suppenee itseisesti eli

[ee]
> " flall < oo
k=1

Kaikilla € > 0 on olemassa luku n siten, ettd kaikilla m > n ja r € N:

m-+r

>l < e
k=m

Tasté seuraa, ettéd osasummien jono (3°;_; k)., on Cauchy-jono, sillé kolmio-
epayhtéilostd saadaan

m—r m m—r m-r m-+r
1D e =Yl =11 D mll< > ol <) llall <e,
k=1 k=1 k=m+1 k=m+1 k=m

kun m > n ja r € N. Avaruuden E tédydellisyys takaa tdmén jonon suppenemisen
eli sarjan konvergenssin.

Lauseen mielenkiintoisempi puoli on ehdon riittdvyys, jonka seuraavassa tarkas-
tamme kokoonpainuvan kaukoputken tempulla, joka on seuraava triviaali havainto:
Normiavaruudessa E jono (x,)nen Suppenee: z, — x € E tidsmélleen silloin, kun
x on vastaavan kokoonpainuvan sarjan

(K) :1:1+Z(a:k+1—xk):x1+(:v2—:1:1)+(x3—x2)+...

n=1



f(n)
40 e

sumina.

n

Oletetaan, ettd avaruudessa FE jokainen itseisesti suppeneva sarja suppenee ja
ettd (r)7° C E on Cauchy-jono.

Cauchy-ehdosta seuraa, ettd jonolla (zj)7° on osajono — jota tradition mukai-
sesti merkitsemme samalla symbolilla (zj)7° — jolla pétee

1
|xm — zk]] < n vV k,m>n.

Titd osajonoa vastaava sarja (K) suppenee itseisesti, onhan nyt

[oe) 0o 1
laall + 3 laker = ol <l + 3 o < oo
n=1 n=1

Oletuksen mukaan (K) siis suppenee, joten myos tutkittava osajono suppenee.
Mutta asia on niin, ettd Cauchy-jono suppenee aina, kun silld on suppeneva osajono.
Siis my6s alkuperiinen Cauchy-jono suppenee. [

6.6. Rieszin lause diretdnulotteisuudesta.

Todistamme tdmén luvun lopuksi lauseen, jonka mukaan déreténulotteisessa nor-
miavaruudessa suljettu pallo tosin on rajoitettu ja suljettu, mutta — péinvastoin
kuin &dé#rellisulotteisessa avaruudessa — ei milloinkaan kompakti.

LAUSE 6.15. (RIESZIN EPAKOMPAKTISUUSLAUSE)?! Jos normiavaruuden E sul-
jettu yksikkipallo B = Bg(0,1) on kompakti, niin E on ddrellisulotteinen.

Tobistus. Peitdamme tutkittavan pallon %—sateisilla avoimilla palloilla
BcC U B(z,1).
z€B

Kompaktisuusoletuksesta seuraa, ettd nédin saadusta avoimesta peitteesti voi valita
ddrellisen alipeitteen
B C B(z1,3)U--UB(zp, 3).

Avaruuden E iirellisulotteisuus saadaan osoittamalla, ettd sen yksikkopallo B si-

siltyy vektorien 1, ..., x, virittdméin aliavaruuteen (x1,...,z,), joka on direl-
lisulotteinen. Tehd##in tdmé epésuorasti valitsemalla piste x € B \ (x1,...,2,)
ja johtamalla ristiriita. A#rellisulotteinen aliavaruus (z1,...,x,) on suljettu, joten

pisteen x etiisyys siitd

0 =inf{llz —yll |y € (z1,...,20)}

on aidosti positiivinen. Aliavaruudella (z1,...,x,) on ainakin yksi piste y, jolle
|z — y|| = 8. Syy téhin on, ettéd jatkuva funktio y — ||z — y| saavuttaa minimin
ddrellisulotteisen avaruuden suljetussa ja rajoitetussa, siis kompaktissa joukossa

2lFRricYES RiEsz 1880-1956, Unkari.
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Bg(r,26) N {xy,...,2,). Merkitiin z = z — y ja muodostetaan vastaava yksikko-
ZII’ miké on mahdollista, koska z ei ole 0. Nyt zo € B.

=

vektori zg =

KuvA 12. RIESZIN EPAKOMPAKTIUSLAUSEEN TODISTUS.

Peite-ehdon mukaan 2y kuuluu johonkin avoimista palloista B(x;, %), joten on
olemassa piste z; € (z1,...,2y), jolle [|z0 — z;]| < 3. Kuva 12 antaa aiheen
tarkastella pistetta
Hx—mu

w=x+
|20l

Lj — ZO)a

jonka voi epéillid kuuluvan aliavaruuteen (z1,...,x,) ja olevan liian ldhelld pistettd
x. N&in onkin, silld ||zg]] = 1 ja siis

r—Yy
w=atlo =yl (- 20 ) = o= vl +3 € Gor.eeean)

vaikka )
lw =z = Jla =yl lz; = 20l < 50

|
|

Nl

<
ja ¢ on pisteen x etiisyys joukosta (z1,...,x,). O

SEURAUS 6.16. Adretonulotteisen normiavaruuden mikddn sisipisteellinen osa-
jJoukko et ole kompakts.

Tobistus. Koska kompaktin joukon suljettu osajoukko aina on kompakti, niin
ddretonulotteisessa normiavaruudessa ei siis mikéddn sellainen joukko voi olla kom-
pakti, joka siséltdd jonkin suljetun pallon. [

Harjoitustehtévid ja huomautuksia lukuun II

Harjoitustehtédvii lukuun II.
5.1. Tutki, milld vakion ¢ arvoilla R3:n vektorit

{(,1,0), (1,¢,1), (0, 1,¢)}

ovat lineaarisesti riippumattomat.
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5.2. Olkoon E = C[0,1]. Mé#éritd dim E ja etsi sellainen aliavaruus F' C E, jolle
dim F' = 5.

5.3. Osoita, ettd s = {& = (2,)5° | 2 € K} on K—vektoriavaruus. (Mitké ovat
luonnolliset laskutoimitukset? Kéy aksioomat ldpi vain pédpiirteittéin.)

5.4. (jatkoa) Osoita, ettd ¢ = {z = (z,)$° € s | Ilim =, } on vektoriavaruuden
s lineaarinen aliavaruus.

5.5. (jatkoa) Osoita, ettéd co = {z = (2,)7° € s | limz, = 0} on vektoriavaruu-
den c lineaarinen aliavaruus.

5.6. Mitké seuraavista ovat vektoriavaruuden

Fl-1,10={f]f:[-1,1] > R}

n

lineaarisia aliavaruuksia?

(1) {f:]-1,1] = R | f on jatkuva}
(2) {f:]-1,1] = R | f on parillinen, eli f(—z) = f(x) kaikille 2}
(3) {f:]-1,1] = R | f on pariton, eli f(—z)= —f(z) kaikille =}
(4) {f:]-1,1] = R | f on Riemann-integroituva}
(5) {f:]-1,1] = R | f on Lebesgue-integroituva}
©6) {f:[-11 —=R| f(z) = f(—=z) Va}
(1) {f: L1 —>R| f(z) = —f(—=)Vz}
®) {f:[-1,1] = R | f(x) > 0Vzx}
9) {f:[-1,1] > R | f(x) =0Vz}
(10) {f:[-1,1] = R | f(x) = 1Vx}
(11) {f:[-1,1] = R | f on rajoitettu}
(12) {f:[-1,1] = R | f(0) = 0}
(13) {f:[-1,1] =R | f(0) = 3}
(14) {f:[-L,1] =R | f(3) =0}

Msaaras kaikkien edellisten vektoriavaruuksien dimensio.
5.7. Maiirid dimensio dim W, kun V' = C[0,1] ja W = (1,sint,sin?(t), cos(t), cos?(t) ) C
V.
5.8. a) Maar#é kaikki K—lineaarikuvaukset K — K.
b) Midrad kaikki K—lineaarikuvaukset K™ — K™, kun
a) n=1
b) m=1
¢) m ja m ovat mitéd tahansa luonnollisia lukuja.
5.9. (jatkoa) Osoita, ettd L(R* R%) = {T : R*,R® | T on lineaarikuvaus} on
R—vektoriavaruus ja ettd dim £(R?* R5) = 20.
5.10. Olkoon L : R? — R?; (x,y) — (ax,by), missd a # 0 ja b # 0. Osoita, ett#
jokaisen pallon — itse asiassa kiekon — B((z,y),r) kuva on ellipsi.
5.11. Niyté, ettéd jatkuvan lineaarikuvauksen normin mééiritelmésséd on yhden-
tekevid, onko B suljettu vai avoin pallo.
5.12. Niytd, ettd normiavaruudessa translaatio on tasaisesti jatkuva? Entéd
homotetia eli skaalaus?
5.13. Todista, ettd normien ekvivalenssi on nimensi mukaisesti ekvivalenssire-
laatio kaikkien saman vektoriavaruuden normien joukossa, siis symmetrinen (a ~
b = b~ a), refleksiivinen (a ~ a) ja transitiivinen (a ~b & b~c = a ~c).
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5.14. Avaruudessa R™ on normit

lzll2 =

n n
Sl =" fail, 2l = max fail
=1 =1 -

a) Piirrd ndiden normien yksikkopallot, kun n=2.

b) Madrid suurin vakio b, jolla b||z||s < ||z]|; kaikilla z € R™

¢) Méérad suurin vakio ¢, jolla c||z||; < ||z||2 kaikilla x € R™

d) Madrad suurin vakio d, jolla d||z||2 < ||z]|o kaikilla z € R™

e) Mairad suurin vakio e, jolla e||z]|oo < ||z||2 kaikilla x € R™

5.15. Joukon X metriikat d; ja dy ovat tasaisesti ekvivalentit (harhaanjohtavasti:
“ekvivalentit”), jos on olemassa vakiot ¢y, co > 0, joille

Cld1<x7y> < d2($7y> < Cle(xay) Vx,y € X.

Osoita, etté tasaisesti ekvivalentit metriikat antavat samat Cauchy-jonot ja etté jos
metriikat d; ja do ovat tasaisesti ekvivalentit, niin (X, d;) on téydellinen, jos ja vain
jos (X, dy) on tiydellinen. (Tietysti tasaisesti ekvivalentit metriikat ovat ekviva-
lentit myos siind aidosti heikommassa mielessé, ettd ne antavat saman topologian.
Topologioiden samuus ei kuitenkaan takaa, etté Cauchy-jonot olisivat samoja.)

5.16. (jatkoa) Osoita, etté ekvivalentit normit antavat tasaisesti ekvivalentit
metriikat ja ettd saman topologian antavat normit ovat ekvivalentit.

5.17. Osoita, ettd normiavaruus E on separoituva tasan silloin, kun on olemassa
numeroituva joukko J C E, jonka virittdmé aliavaruus (J) on tihed.

6.1. a) Todista, etti normiavaruudessa (E,| - ||) joukko A C E on rajoitettu
ainoastaan, jos se sisiltyy johonkin origokeskiseen palloon, eli kun normin || - ||
rajoittuma joukkoon A on (méiéritelmén 3.1 mielessi) rajoitettu funktio A — R.

b) Todista, etté jos E ja F ovat normiavaruuksia ja A C F, niin funktio f : A —
F on (médritelmén 3.1 mielessé) rajoitettu, jos ja vain jos sup,c 4 || f(2)|| < oo.

6.2. Todista, ettd normiavaruuksien viliselle lineaarikuvaukselle T' : F — F
seuraavat ovat yhtéapitavia:

(a) T on tasaisesti jatkuva koko avaruudessa.

(b) T on jatkuva.

(¢) T on jatkuva origossa.

(d) T on jatkuva jossain pisteessé.

(e) T on rajoitettu yksikkopallossa.

(f) T on jonojatkuva origossa: z,, — 0 = Tx,, — 0.

(g) Jos @, — 0, niin {||Tx,|| | n € N} on rajoitettu joukko.

)
)
)
)
)
)

6.3. Osoita, ettd normiavaruuksien viliselle lineaarikuvaukselle 7' : E — F' pitee

a) | T|| = sup{||T| | [|«] = 1}.
b) |T|| = inf{K >0 | |Tz|| < K|lz|| VzeE}.
6.4. Todista lause 6.8.a) osoittamalla, ettéd kun E ja F' ovat normiavaruuksia,
niin B(E, F) on avaruuden L£(E,F) = {T: E — F | T on lineaarinen } vektoria-

liavaruus ja ||T|| on normi avaruudessa B(E, F'). (Sen t#ydellisyyttéd kisitellddn
kohdassa 9.38 ja luvussa 10.)
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6.5. Niytd, etti jos S : F — FjaT : F — G ovat rajoitettuja lineaarikuvauksia,
niin

n

1To S| < TSI

Anna esimerkki, jossa |10 S|| < ||T]| |S]]-
6.6. Olkoon T : R3 — R3 : 2+ (21 — 29,321, 21), ts.

1 3 1
MatT'=| -1 0 O
0 0 0

Masrité ||T)):1le jokin yliraja ja alaraja, kun R3:ssa on tavallinen euklidinen normi.

6.7. Olkoot E ja F' normiavaruuksia ja (7},)7° jono lineaarikuvauksia £ — F
siten, ettd jokaisella x € E jono T, x suppenee. Merkitdsin Tx = limT,,x. Osoita,
ettd T on lineaarikuvaus £ — F.

6.8. Olkoot E ja F' normiavaruuksia ja (7,,)7° operaattorinormin mielessi sup-
peneva jono lineaarikuvauksia £ — F. Osoita, etté jokaisella z € E jono (T5,x)5°
suppenee. (Lisikysymys: Onko tdmé pisteittdinen suppeneminen myos riittaviad
suppenemiselle operaattorinormin mielessi?)

6.9. Todista, ettd metrisen avaruuden Cauchy-jono suppenee, jos silld on edes
yksi suppeneva osajono.

6.10 Onko normiavaruudessa lineaarisen aliavaruuden A C E sulkeuma A C E
lineaarinen aliavaruus? Miksi?

6.11. Osoita, ettd normiavaruus on Banachin avaruus, jos ja vain jos sen suljettu
yksikkopallo on téydellinen metrinen avaruus metriikkana d(z,y) = || — y||.

6.12. Osoita, ettéd vektoriavaruuden kaksi normia ovat ekvivalentteja keskenéiin,
jos ja vain jos kummankin mielessé samat joukot ovat rajoitettuja.

6.13. Totta vai tarua?

(1) Metristen avaruuksien viilinen jatkuva kuvaus kuvaa rajoitetut joukot ra-
joitetuiksi joukoiksi.

(2) Metriikalla varustettujen vektoriavaruuksien vilinen jatkuva lineaarikuvaus
kuvaa rajoitetut joukot rajoitetuiksi joukoiksi.

(3) Normiavaruuksien vilinen jatkuva lineaarikuvaus kuvaa rajoitetut joukot
rajoitetuiksi joukoiksi.

(4) (*) Normiavaruuksien vilinen jatkuva kuvaus kuvaa rajoitetut joukot rajoi-
tetuiksi joukoiksi.??

6.14. Olkoon

O ={e= (@) |en €K, 21 =) |zal <o0} ja

n=1

0 ={x = (z,)7{° ‘ Tn €K, ||2]|oo = sg§|xn| < 00}
n

Onko ¢! vektoriavaruus? Enté £°°7?
6.15 (jatkoa) Olkoon T : ¢ — ¢ kuvaus (,)5° +— (2,41)5° eli (21, 29,...) —
(x2,23,...). Onko T lineaarinen? Ent# injektio? Surjektio?

22Vastaus on: Ei aina, mutta iirellisulotteisessa tapauksessa kylli.
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6.16. (jatkoa) Osoita, ettd ||T|| = 1 ja néyté, ettd on olemassa T:n oikean-
puoleinen kddnteiskuvaus S € B(¢1,01), jolle T o S = I, vaikka T ei ole bijektio.
Muista vertailun vuoksi, ettd dédrellisulotteisten avaruuksien vilinen lineaarikuvaus
on injektio tasan ollessaan surjektio.

6.17. Olkoon a > 1 ja M < oo. Oletetaan, ettd normiavaruuksien vilinen
lineaarikuvaus T : £ — F' toteuttaa epdyhtilon

1T ()] < Ml

kaikilla x € F. Néyté, ettd T on nollakuvaus.
6.18. (Carl Neumannin sarja vuodelta 1877)?3 Olkoon E Banachin avaruus ja
T € B(E, E) siten, ettd ||T]| < 1 (aidosti!). Niytd, ettd
a) sarja ZZO:O T™ suppenee itseisesti operaattorinormin mielessd. (On mer-
kitty T = I.) Kohdassa 14.1 osoitetaan helposti, etti normiavaruus
B(E, E) on tdydellinen, kun E on tdydellinen. Lause 6.14 ja edellinen ha-
vainto takaavat siis, ettéd sarja suppenee operaattorinormin topologiassa.
b) (I=T)3 g T =1= (3 T")(I-T).
¢) (I =T) on bijektio ja > .00 ;T = (I —T)"'.

6.19. (jatkoa) Oletetaan, ettd T € B(E, E):ll4 on jatkuva kddnteiskuvaus 771,
eli ettd T on B(F, E):ssd kddntyvd. Osoita, ettd jossakin T:n ympéristossd —
B(E, E)m operaattorinormin mielessi — on vain kddntyvid kuvauksia. Vihje:
S =TI+ T 1S —T)) ja Carl Neumannin sarja! Seuraus: Kiintyvien jatku-
vien lineaarikuvausten joukko on avoin operaattorinormitopologiassa.

6.20. Anna esimerkki vektoriavaruudesta ja sen kahdesta normista, jotka eivit
ole ekvivalentteja keskenddn. Opaste: C[0,1], |fllec = sup,ejoqy [f(@)], Iflli =

I 1£1-

6.21. (jatkoa) Anna esimerkki normiavaruudesta ja sen Cauchy-jonosta, joka ei
suppene.

6.22. Adrellisulotteisen normiavaruuden suljettu yksikkopallo B = B(0, 1) on
kompakti. Néytd vetoamatta Rieszin epdkompaktiuslauseeseen, ettéd sup-normilla
varustetun normiavaruuden E = C[0, 1] suljettu yksikkopallo ei ole kompakti. Ohje:
Anna esimerkki jonosta (f,)7° € E, jolla || f;|| = 1, mutta jolla ei ole suppenevaa
osajonoa.

Huomautuksia lukuun II.

Konjugaattilineaarisuudesta. Kompleksisten vektoriavaruuksien vilinen ku-
vaus f : E — F on konjugaattilineaarinen, jos se toteuttaa ehdon f(Ax + py) =
M (x) + Tf(y) kaikilla A, 4 € C ja x,y € E. Perusesimerkki konjugaattilineaariku-
vauksesta on tietenkin kompleksikonjugointi itse. Myots kuvaus, joka vaihtaa kan-
nassa lausutun vektorin koordinaatit kompleksikonjugaateikseen on tietysti konju-
gattilineaarikuvaus. Muita esimerkkejé tulee aikanaan. Lineaarikuvauksia koskevat
jatkuvuusehdot pétevit myos konjugaattilineaarisille.

Hyvi lukija. Kirjoita tekijélle huomautuksia ja parannusehdotuksia lukuun II.

23CARL GOTTFRIED NEUMANN 1832-1925, Saksa.
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IIT HILBERTIN AVARUUDET JA ORTONORMAALIT KANNAT

7. Asrellisulotteiset reaaliset sisiituloavaruudet

Maiéritelmén 1.1. mukaan reaalisen sisédtulon aksioomat ovat symmetria, posi-
tiividefiniittisyys ja lineaarisuus kummankin muuttujan suhteen eli bilineaarisuus.
Euklidinen avaruus on standardiesimerkki &dérellisulotteisesta reaalisesta sisétulo-
avaruudesta. Tutkiskelemme tésséd luvussa, missid mielessd on totta, ettd muita
ddrellisulotteisia reaalisia sisétuloavaruuksia ei ole olemassa — ja missd mielesséi
niitd kuitenkin on.

Muistamme, etté sisdtuloavaruuden vektorit ovat toisiaan vastaan ortogonaaliset
eli kohtisuorassa, x 1 y, jos niiden sisédtulo on nolla. Vektorijono (v1,...,v,) on
sisdtulon (-|-) suhteen ortonormaali, jos sen kaikkien vektorien pituus on |lvi] =1
ja eri vektorit ovat toisiaan vastaan ortogonaalisia, toisin sanoen kun (v;|v;) = d;;,
missd on merkitty

1, kuni =
K {o, kun i # j.

7.1. Kantaan liittyvi sisdtulo. Euklidisen sisdtulon mallin mukaan on
helppoa muodostaa #érellisulotteiseen reaaliseen vektoriavaruuteen R"™ muitakin
sisétuloja.

MAARITELMA 7.1. Olkoon S = (vy,...,v,) vektoriavaruuden R™ jokin kanta.
Mééritelldédn kantaan S liittyvd sisdtulo (+]-)s asettamalla vektoreiden z = Y | &v;
Jay = Z?:l n;v; tuloksi

(*) (ly)s = iy Gvi | iy mvi)g = D i
i=1

LAUSE 7.2. Yhtilo (x) mddrittelee avaruuteen R™ sisditulon. Ldhtdkohtana kdy-
tetty kanta S = (v1,...,v,) on timdn sisitulon suhteen ortonormaali.

PERUSTELU. Tulos saadaan vilittomésti matkimalla euklidisen siséitulon perus-
ominaisuuksien johtoa.

7.2. Vektoriavaruuden R" kaikki sisdtulot. Kohdassa 7.1 tekemdmme
konstruktio on johtanut siihen mielenkiintoiseen havaintoon, etti dérellisulotteisen
avaruuden jokainen kanta on ortonormaali jonkin sisdtulon suhteen. Samalla on
ratkennut myos kysymys siitéd, onko vektoriavaruudessa R" olemassa vield muita
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sisdtuloja kuin ndmé kannan avulla konstruoidut. Vastaus on kielteinen! Jos nimit-
tédin (-]-) on jokin avaruuden R"™ sisétulo, niin on tunnetusti olemassa sen suhteen
ortonormaali kanta, tdllaisenhan voi muodostaa soveltamalla R™:n johonkin kan-
taan Gramin ja Schmidtin ortonormeerausmenetelmdd. Ortonormeeratusta kan-
nasta edelliselld konstruktiolla muodostettu sisétulo osoittautuu alkuperiiseksi si-
siituloksi (-|-). Asrellisulotteisen avaruuden sisitulot on niin saatu luokiteltua: jo-
kaiseen kantaan liittyy sisdtulo, joka tekee siitd ortonormaalin, eikd muita sisdtuloja
kuin ndmé# ole olemassa reaalisessa vektoriavaruudessa R".

7.3. Reaalinen polaarikaava ja suunnikassdinté. Muistamme, ettd met-
risten avaruuksien vilinen isometria f : X — Y on kuvaus, joka sdilyttiaid etéisyy-
det:

d(f(x), f(y)) = d(z,y).

Normiavaruuksien vilinen lineaarikuvaus 7' : E — F' on tietysti isometria tédsmaél-
leen séilyttéiessddn kaikkien vektorien pituudet:

[T = []].
Erityisesti sellainen sisédtuloavaruuksien vilinen lineaarikuvaus 7' : F — F', joka
sdilyttia kaikki sisétulot,
(Tz|Ty) = (z[y)
on vastaavan normin suhteen isometria, onhan | Tz|* = (Tz|Tx) = (z|z) = ||z|*.
Seuraava lause sanoo, etti jokainen sisdtuloavaruuksien vilinen isometria on tété

tyyppié.
LAUSE 7.3 (REAALINEN POLAARIKAAVA). Jokainen reaalisten sisdituloavaruuk-
sien vdlinen lineaarinen isometria sdilyttid myos sisdtulon.

PERUSTELU. Viite perustuu siihen, etté reaalinen sisétulo voidaan lausua pelkin
norminsa avulla. Sisdtulon ominaisuuksista seuraa nimittdin vilittomésti, etté

o+ ylI> = (@ + ylo +y) = (z|z) + (@]y) + Wlz) + Yly) = =] + 2(=|y) + |y,

josta saadaan tarvittava reaalinen polaarikaava
(zly) = 5 (lz +ylI*> = l=[* = llylI*). O
SEURAUS 7.4. Eri sisituloista saadaan aina ert normit.

Koska isometria on aina injektio, niin voimme ajatella, ettd isometrinen lineaa-
rikuvaus T : E — F samastaa normiavaruudet E ja T'(F) C F ja nidin upottaa
avaruuden E sek# lineaarialgebran ettd normin mielessé aliavaruudeksi avaruuteen
F. Polaarikaava takaa, ettd tilloin avaruuksien E ja T(E) C F samastus kos-
kee my6s niiden sisétuloja — sisédtuloavaruus E ja sisdtuloavaruuden F' aliavaruus
T(E) ovat isomorfiset eli sisétuloavaruuksina tdysin samanlaiset, kun 7" on lineaa-
rinen isometria £ — F'.

Pohdimme lopuksi vield kysymysté, miten jostakin normista || -|| voi tietéé, onko
se mahdollisesti konstruoitavissa jostakin siséitulosta (-|-). Mistd tahansa normista
voi todella helposti tutkia, onko se periisin jostakin siséitulosta. Sisétulosta saatu
normi toteuttaa nimittédin ns. suunnikassddnnon, joka on perisin klassisesta taso-
geometriasta ja sanoo, ettd suunnikkaan molempien ldvistdjien pédlle piirrettyjen
nelividen alojen summa on sama kuin sivujen péélle piirrettyjen neljéin nelion alojen
summa;
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LAUSE 7.5 (SUUNNIKASSAANTO). Sisdtuloavaruuden E kaikille vektoreille x ja
Y on VoImassa
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n

2+ yl* + |z — ylI> = 2|z + 2/ly||*.
TobIsTus. Tarkastamme viitteen laskulla:

lz+yll> + e —yllP=(@+ylz+y) + (@ —ylz—y)
= (z|z) + (zly) + (ylz) + (yly) + (z|z) — (z]y) — (ylz) + (yly) = 2||z]* + 2||y||*.

O

Xty

KuvAa 13. SUUNNIKASSAANTO.

Sellainen normi, joka ei toteuta suunnikassiintod, ei siis ainakaan voi olla periisin
mistddn sisdtulosta. Toisaalta suunnikassdénto riittdd takaamaan, ettd tutkittava
normi todella voidaan muodostaa lihtemailld jostakin sisédtulosta:

LAUSE 7.6 (FRECHET, JORDAN JA v. NEUMANN. 2% Vektoriavaruudessa E

mddritelty normi || - || toteuttaa suunnikassdiinnon aina ja vain, kun avaruvudessa
E on mahdollista mddritelld sisdtulo (-|-) siten, ettd

lz|| = V/ (z|x) Ve € E.

PERUSTELU. Ehdokas téksi sisdtuloksi saadaan reaalisesta polaarikaavasta. Lo-
puksi testataan onko néin mééritellylla tulolla kaikki sisdtulon ominaisuudet ja
huomataan laskun aikana, ettd onhan sillé, mikili normi toteuttaa suunnikassiin-
non. Lasku ei ole aivan helppo ja jad harjoitustehtéviksi. [J

Suunnikassééantokriteerin avulla voi tarkastaa, ettd vihintddn kaksiulotteisessa
avaruudessa R™ on muitakin normeja kuin sisdtuloihin liittyvit, esimerkiksi ava-
ruuden R? ykkdsnormi ||(z1,z2)|1 = |z1| + |72] ei toteuta suunnikassiantos.

Olemme kaikenkaikkiaan huomanneet, etti kaksi n-ulotteista reaalista sisédtulo-
avaruutta ovat aina isomorfisia keskenidn siind mielessé, ettd niiden vililld on ole-
massa lineaarinen bijektio, joka siilyttéaé sisdtulot eli sisdtuloavaruusisomorfismi.

24MAURICE RENE FRECHET 1878-1973 Ranska. P. JORDAN 1900-luku, USA?, ei Camille J.
JANOs (JOoHN) vON NEUMANN 1903-1957, Unkari-USA.
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Isomorfismiksihan kelpaa sellainen lineaarikuvaus, joka vie ortonormaalit kannat
toisikseen. Erityisesti jokainen &irellisulotteinen sisituloavaruus on isomorfinen ta-
vallisen euklidisen avaruuden R" kanssa, joten n-ulotteisen sisdtuloavaruuden E
yksikkopallo B = {z € E | |z|l < 1} on tavallisen n-ulotteisen pallon lineaari-
isomorfinen kuva eli n-ulotteinen ellipsoidi.

Kéytinnon kannalta on toisaalta hyvda muistaa, ettd vektoriavaruuden R™ kaksi
kantaa méérittelevit avaruuteen R™ saman sisdtulon tédsmiélleen silloin, kun toinen
on ortonormaali toisen madraiamaissi sisidtulossa, eli kun uusi kanta T' = (uq, ..., uy)
on my6s vanhan kannan S = (vy,...,v,) sisidtulossa ortonormaali. Niin kiiy tasan
silloin, kun se bijektiivinen lineaarikuvaus, joka vie vanhat kantavektorit uusiksi
kantavektoreiksi, on sisétuloavaruusisomorfismi. Ilmaistaessa tdmé kuvaus van-
hoissa koordinaateissa saadaan sille matriisi C', jonka sarakkeina ovat uusien kanta-
vektorien koordinaatit vanhassa kannassa, ja C' on télléin ortogonaalimatriisi, miki
tarkoittaa sitéd, ettd sen sarakevektorit ovat tavallisessa mielessd keskenédn orto-
normaaleja. Téama on yhtépitiviis sen kanssa, ettd C on kiisintyvi ja C—1 = C?, siis
C':n ki#nteismatriisi on sen transpoosi.

8. K-kertoimiset sisdtuloavaruudet

Maérittelemme nyt yleisen K-kertoimisen sisédtulon. Sitten alamme tarkastaa
mitkd kahdessa edellisesséd luvussa esitellyistd euklidisen sisédtulon ominaisuuksista
péatevit sellaisenaan tai pienin muutoksin kompleksikertoimisessa ja dédretonulottei-
sessa tilanteessa.

MAARITELMA 8.1. Merkitsemme symbolilla K tarpeen mukaan joko reaaliluku-
jen kuntaa R tai kompleksilukujen kuntaa C. Luvun z = x + iy kompleksikonju-
gaattia merkitsemme z = x — 7.

Sanomme, ettd F on K-kertoiminen sisdtuloavaruus, mikili E = (E,4+,-) on
K—kertoiminen vektoriavaruus, jossa on mééritelty tilanteen mukaan reaalinen tai
kompleksinen sisdtulo, siis kuvaus (-|-) : E x E — K, jolla on ominaisuudet:2>

hermiittinen symmetria:  (x|y) = (y|x)
posititvidefiniittisyys: (z|x) > 0; yhtdsuuruus vain, kun z =0
seskilineaarisuus: lineaarisuus ensimmaéisen muuttujan suhteen.

Huomaa, ettd kompleksinen sisédtulo on konjugaattilineaarinen toisen muuttujan
suhteen.

8.1. Asrellisulotteiset K-kertoimiset sissituloavaruudet.

Perusesimerkki #érellisulotteisesta sisdtuloavaruudesta on K", kompleksikertoi-
misessa tapauksessa siis C. Kompleksilukujen salliminen aiheuttaa lineaarial-
gebrasta tunnetulla tavalla joitakin muutoksia sisédtulon kisittelyyn.

25Etenkin fysiikkaa kisittelevissi kirjoissa on tapana olettaa sisitulo lineaariseksi jalkimmaéisen
tekijinsd suhteen ja merkitd sitd vikdsulkein (:|-). Luvun z € C kompleksikonjugaattia merkitéén
samassa yhteydessé usein z*. Me varaamme merkinnén (-|-) duaalitulolle. Ks. 9.32, 13.6 ja luvun
IIT huomautukset.
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Avaruuden C™ lineaarialgebra on olennaisesti samanlaista kuin reaalisenkin ava-
ruuden, erityisesti lineaarisen riippumattomuuden ja kannan kisitteet ovat saman-
laiset kerroinkunnasta riippumatta. Sisdtulojen ja avaruuden kantojen vilinen yh-
teys on myos ennallaan, eiké K-vektoriavaruudessa K™ ole olemassa muita sisédtuloja
kuin kannan avulla konstruoidut. Ainoa ero konstruktiossa on siini, ettid avaruuden
K™ kannan S = (v1,...,v,) ortogonaaliseksi tekevi sisdtulo médritelldsin kaavalla

n

(*) (zly)s = iy &Givi | 2oy NiVi) g = Zfz‘ﬁiv
i—1

joka sisdltdd kompleksikonjugoinnin ja tietenkin yhtyy aikaisempaan tapauksesa
K = R. Vektorin normin lausekkeessa

Izl = V(@lz)s = | D &&= | D l&l?
=1 =1

on vastaavasti syytd huomata ja muistaa itseisarvon.

Kaikki n-ulotteiset K-kertoimiset sisidtuloavaruudet ovat siis isomorfisia keske-
nddn ja saman avaruuden kaksi kantaa médrittelevit saman sisétulon tdsmilleen
silloin, kun toinen on ortonormaali toisen médrdaméissé sisdtulossa.

Ortogonaalisten matriisien rooliin, eli ortonormaalissa kannassa siséituloavaruus-
isomorfismeja edustamaan, tulevat kompleksikertoimisessa tapauksessa unitaari-
set matriisit U, joiden sarakevektorit ovat kompleksisessa mielessé ortonormaaleja.
Téméi on yhtipitivis sen kanssa, ettd U on kidntyvi ja U:m kddnteismatriisi U1
on sen transpoosin kompleksikonjugaatti Ut jota merkitésin toisinaan U* tai UT.

8.2. Yleiset K-kertoimiset siséituloavaruudet.

Yleisessi sisédtuloavaruudessa médritellidn normi, metriikka ja topologia vaiheit-
tain samalla tavalla kuin euklidisessa avaruudessa. Cauchyn, Schwarzin ja Bunja-
kovskin epéyhtilo, Pythagoraan lause, suunnikassidinto sekéd vihéisin muutoksin
myos polaarikaava toimivat seurauksineen kaikissa sisétuloavaruuksissa dimension
ddrellisyydestd ja kerroinkunnasta riippumatta.

LAUSE 8.2 (CSB). Cauchyn, Schwarzin ja Bunjakovskin epdiyhtils |(x|y)| <
llz|| ||y|| pdtee myds yleisessi sisituloavaruudessa. Tissd on yhtisuuruus aina ja
vain, kun x ja y ovat lineaarisesti rigppuvia.

Tobistus. Harjoitustehtavi. [

SEURAUS 8.3 (SISATULON JATKUVUUS). Sisdtulo on omassa topologiassaan jat-
kuva kuvaus kummankin muuttujansa suhteen, tarkemmin sanoen kullakin kiintedlld
y on lineaarikuvauksen

H—-K: zw— (z|y)

normi tasan ||yl

TobisTus. Seuraa Cauchyn, Schwarzin ja Bunjakovskin epéyhtilosti. Yksityis-
kohdat jatédmme harjoitustehtaviksi. [



