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1. Olkoon X joukko, ja µ∗ lukumäärämitta joukossa X. Osoita, että jokainen A ⊂ X on
µ∗-mitallinen.

2. Olkoon X ylinumeroituva joukko ja µ∗ : P(X)→ [0, 1],

µ∗(A) =

{
0, kun A ⊂ X on numeroituva
1, muulloin.

Osoita, että µ∗ on ulkomitta.

3. Olkoot X ja µ∗ kuten edellisessä tehtävässä. Osoita, että joukko A ⊂ X on µ∗-
mitallinen jos ja vain jos A on numeroituva tai X \A on numeroituva.

4. Olkoon f : Rn → [0,∞] Lebesgue-integroituva, ja asetetaan ulkomitta

µ∗(E) = inf
{∫
B

f dx : B ∈Mn, E ⊂ B
}
.

Osoita, että Lebesgue-mitalliset joukot ovat µ∗-mitallisia.

5. Olkoon µ∗ ulkomitta joukossa [0, 1] siten, että µ∗([0, 1]) = 1 ja µ∗(A) ≤ m∗1(A)
jokaisella A ⊂ [0, 1]. Osoita, että µ∗ = m∗1.

6. Anna esimerkki ulkomitasta µ∗ ja joukoista Ak siten, että A1 ⊃ A2 ⊃ A3 · · · ja
µ∗(A1) <∞, mutta

lim
k→∞

µ∗(Ak) > µ∗
( ∞⋂
k=1

Ak

)
.

7. Olkoot C > 0 ja α > 1. Olkoon µ∗ ulkomitta välillä [0, 1] siten, että

µ∗([a, b]) ≤ C(b− a)α

kaikilla a < b. Osoita, että µ∗([0, 1]) = 0.

8. Olkoon µ∗ äärellinen Borel-mitta välillä (0, 1]. Osoita, että funktio

f : (0, 1]→ [0, 1], f(t) = µ∗((0, t]),

on jatkuva jos ja vain jos µ∗({x}) = 0 jokaisella x ∈ (0, 1].

9. Anna esimerkki Borel-mitasta µ∗ välillä [0, 1] ja suljetusta joukosta E ⊂ [0, 1],
m1(E) = 0, siten, että µ∗(E) = 1 ja µ∗({x}) = 0 kaikilla x ∈ [0, 1] (vihje: Can-
torin funktio).

10. Olkoon A ⊂ [0, 1] siten, että m∗1(A∩I) ≤ m1(I)/2 jokaisella välillä I ⊂ [0, 1]. Osoita,
että m∗1(A) = 0.


