Mitta- ja integraaliteoria, Harjoitus 6, 17.6. 2014

Kurssin ensimmaisen osan viimeinen harjoitus

1. Olkoon f:(0,1)2 = R,

-2

x4, y<x<l,
fley) =4 -y z<y<l,
0, muulloin.
Osoita, etté
/ / flz,y)dyde =1 ja / / f(z,y) dedy = —1
(0,1) (0,1) (0,1) (0,1)

. Olkoon f:R? = R, f(x,y) = zy° ja

A={(z,y) eR?: 22+ 42 < 1,2 >0,y >0}
Laske fA fdma.
Onko funktio f : [0,1] — R, f(z) = 2'/3 absoluuttisesti jatkuva?

Konstruoi Riemann-integroituva funktio f : [0,1] — [0, 1] joka on epéajatkuva ylinu-
meroituvassa joukossa.

Olkoon f : R — R derivoituva siten, ettd f’ on rajoitettu. Osoita, etti Ji0,1] on
absoluuttisesti jatkuva. Péteekd véite jos f on derivoituva vain melkein kaikkialla?

Olkoot f,g : [0,1] — R absoluuttisesti jatkuvia funktioita. Osoita, ettd fg on abso-
luuttisesti jatkuva.

Konstruoi jatkuva funktio f : [0,1] — R ja A € M; siten, ettd f~1(A) ei ole mi-
tallinen. (Ohje: Voit kiyttaa hyviksesi seuraavaa tietoa: jokainen positiivimittainen
joukko B C [0, 1] siséltéa ei-mitallisen joukon. Olkoon h Cantorin funktio. Tarkastele
funktion x — h(x) 4+ = kdénteisfunktiota).

Anna esimerkki mitallisesta funktiosta f : (0,1] — R siten, ettd f ei ole Lebesgue-
integroituva, mutta epéoleellinen Riemannin integraali
1
li t)ydt=1€¢R
lim [ f (1)
€

on olemassa.

Anna mitallinen funktio f : [0,1] — R siten, ettd jos ¢ : [0,1] — R on funktio jolle
g(x) = f(z) melkein kaikilla z € [0, 1], niin g ei ole jatkuva misséén = € [0, 1] (vihje:
Harjoitusten 4 tehtavé 10).

10. Olkoon p > 1, ja u : R™ — [0, co] mitallinen. Osoita, etté

(/u(m)p dx) v < 7771”({37 eR™: u(z) > t})Y/Pdt.
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