
Mitta- ja integraaliteoria, Harjoitus 9, 16.11. 2012

1. Olkoon 1 ≤ p < ∞. Anna esimerkki jonosta (fj), fj : R → R, Lp-funktioita
siten, että fj suppenee tasaisesti rajafunktioon f , mutta f /∈ Lp(R).

2. Olkoon 1 ≤ p ≤ q <∞ ja 0 < mn(A) <∞. Osoita, että
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kaikilla f ∈ Lq(A).

3. Olkoot 1 ≤ p < q ≤ ∞. Anna esimerkki funktiosta f ∈ Lq(Rn) jolle f /∈ Lp(Rn).

4. Olkoon A mitallinen joukko, ja 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Osoita, että

Lp(A) ∩ L∞(A) ⊂ Lq(A).

5. Todista Youngin epäyhtälö: jos a, b ≥ 0 ja 1 < p <∞, q = p/(p− 1), niin
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p
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q
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Ohje: Integroi funktiota ϕ(t) = tp−1 välin [0, a] yli. Integroi sitten käänteisfunk-
tiota ϕ−1 välin [0, b] yli. Nyt ensimmäinen integraali antaa funktion ϕ graafin
alapuolelle jäävän joukon pinta-alan, ja toinen integraali graafin vasemmalle
puolelle jäävän joukon pinta-alan. Laske alat yhteen ja vertaa suorakulmion
[0, a]× [0, b] pinta-alaan. Milloin pätee yhtäsuuruus?

6. Avaruus Lp(Rn) voidaan määritellä myös kun 0 < p < 1, mutta tällöin ei saada
normiavaruutta. Miksi?

7. Näytä, että jos m(A) <∞ ja 1 < p <∞, niin

||f ||p = lim
q→p, q<p

||f ||q

kaikilla mitallisilla f : Rn → [0,∞].


