
Mitta- ja integraaliteoria, Harjoitus 5, 12.10. 2012

1. Anna esimerkki funktiosta f : [0, 1] → [0,∞] siten, että f(x) < ∞ melkein
kaikilla x ∈ [0, 1], mutta

∫
[0,1]

f dmn =∞.

2. Olkoon (xk), k = 1, 2, . . . jono avaruudessa R. Osoita tarkasti, että limk→∞ xk
on olemassa jos ja vain jos lim infk→∞ xk = lim supk→∞ xk.

3. Olkoot E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂ Rn mitallisia, ja u ∈ Y+. Osoita, että

I
(
u,

∞⋃
j=1

Ej

)
= lim

j→∞
I(u,Ej).

4. Olkoot A1, A2, . . . ∈Mn, ja f : Rn → [0,∞] mitallinen. Osoita, että∫
∪Aj

f dmn ≤
∞∑
j=1

∫
Aj

f dmn.

5. Olkoon f : Rn → [0,∞] mitallinen funktio jolle
∫
Rn f dmn < ∞. Osoita, että

kaikilla ε > 0 on olemassa R > 0 siten, että∫
Rn\B(0,R)

f dmn < ε.

6. Funktio f : Rn → R on alhaalta puolijatkuva, jos joukko

{x ∈ Rn : f(x) > λ}

on avoin kaikilla λ ∈ R.

(i) Anna esimerkki alhaalta puolijatkuvasta funktiosta joka ei ole jatkuva.
(ii) Osoita, että f on alhaalta puolijatkuva jos ja vain jos

f(x) ≤ lim inf
k→∞

f(xk)

kaikilla x ∈ Rn ja kaikilla jonoilla (xk) siten, että xk → x kun k →∞.

7. Anna jono (fk), missä kukin fk : [0, 1]→ [0, 1] on mitallinen, siten että∫
[0,1]

fk dm1 → 0

kun k →∞, mutta fk(x) ei suppene millään x ∈ [0, 1].


