
Mitta- ja integraaliteoria, Harjoitus 1, 14.9. 2012

1. Osoita, että jos aij ≥ 0 kaikilla i ∈ I ja j ∈ I ′, niin∑
(i,j)∈I×I′

aij =
∑
i∈I

∑
j∈I′

aij =
∑
j∈I′

∑
i∈I

aij.

2. Olkoon ai ≥ 0 kaikilla i ∈ I, ja ai > 0 ylinumeroituvan monella i ∈ I. Osoita,
että ∑

i∈I

ai =∞.

3. Olkoon f : [0, 1]→ [0, 1] kasvava funktio. Osoita, että f on epäjatkuva korkein-
taan numeroituvan monessa pisteessä (voit käyttää edellistä tehtävää).

4. Olkoon ε > 0. Osoita, että rationaalilukujen joukko voidaan peittää numeroi-
tuvan monella avoimella välillä joiden pituuksien summa on korkeintaan ε.

Joukon A ⊂ R Jordanin ulkomitta on

J (A) = inf

{
k∑
i=1

v(Ii) : Ii avoin väli , A ⊂
k⋃
i=1

Ii

}
,

missä v(I) on välin I pituus.

5. Osoita, että J (A) = J (A) kaikilla A ⊂ R.

6. Osoita, että
J (Q) >

∑
q∈Q

J ({q}).

7. Olkoon aj = (−1)jj−1, j ∈ N. Osoita, että on olemassa bijektio σ : N → N
siten, että

∞∑
j=1

aj 6=
∞∑
j=1

aσ(j).


