
Kompleksianalyysi, Harjoitus 10, 22.3. 2013

1. Osoita, että jokainen sykli kiekossa B ⊂ C on nollahomologinen B:ssä.

2. Konstruoi yhdesti yhtenäinen alue G ⊂ C siten, että C\G koostuu äärettömän
monesta erillisestä, suljetusta ja yhtenäisestä joukosta.

3. Olkoon A = B(0, 2) \B(0, 1), ja f : A→ C analyyttinen. Osoita, että∫
γr

f(z) dz =

∫
γs

f(z) dz

kaikilla 1 < s, r < 2, missä γR(t) = Reit, 0 ≤ t ≤ 2π.

4. Osoita, että alue G ⊂ C on yhdesti yhtenäinen, mikäli C\G:llä ei ole rajoitettua
yhtenäisyyskomponenttia.

5. Olkoot α, β, γ : [0, 5π/2] → C siten, että α(t) = 2eit, β(t) = eit ja γ = [1, 2] ∗
α ∗ [2i, i] ∗

←−
β . Missä seuraavista avoimista joukoista γ on nollahomologinen?

(a) C \ [0, 1/2],
(b) C \ [3,∞),

(c) {z ∈ C : e−1 < |z| < e},
(d) C \ {3

2
eit : 3

4
π ≤ t ≤ 5

4
π}?

6. Kuvaus H : [0, 1]× [0, 1]→ G ⊂ C on homotopia joukossa G, jos H on jatkuva
ja H(s, 0) = H(s, 1) kaikilla 0 ≤ s ≤ 1.

Olkoon γ : [0, 1]→ C suljettu tie ja z0 /∈ |γ|. Jos

β(t) = z0 +
γ(t)− z0
|γ(t)− z0|

,

niin osoita, että H(s, t) = sγ(t)+(1−s)β(t) on homotopia C\{z0}:ssa. Piirrä
kuva.

7. Olkoon γ = β ∗ α, missä

α(t) = e−it, ja β(t) = 3 cos t+ i sin t, −π/2 ≤ t ≤ π/2.

Laske ∫
γ

Log z

z(z − 2)2(z − 4)
dz.


