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1 Johdanto

Aikalaislédhteissé ei kerrota yksityiskohtaisesti, miten metri méariteltiin. Lopputulos
on selvd, mutta miten sithen paadyttiin jad epéselviksi. Metri madriteltiin kevaalla
1799 ja samalta vuodelta 16ytyy ainakin kaksi hiukan toisistaan poikkeavaa raporttia.
Varhaisempi on paivatty 30. huhtikuuta 1799 Kansainvalisen mitta- ja painokomission
hyvéksyménéa (Dell4, s. 415-433). Myohéisempi mainitaan van Swindenin tekeméksi
(Swi99) ja se on luettu Mitta- ja painokomission fysiikan ja matematiikan osastossa
25. toukokuuta 1799. Juhallisessa seremoniassa 22. kesdkuuta (Ald02, s. 266) esiteltiin
platinatanko, joka méaaritti metrin mitan.

Laplacen esitys (Lap99, s. 145) tarjoaa kuitenkin joitakin johtolankoja sen suhteen,
miten metri tarkkaan ottaen maéaariteltiin. Laplace oli mittakomission tieteellisesti
ansioikkain jasen ja Bordan liséksi se, joka sai komission vaihtamaan metrin perustan
sekuntiheilurin pituudesta meridiaanineljanneksen pituuteen.

Kun Delambren ja Méchainin mittausoperaation tulokset tuottivat odottamat-
toman ja kestdméttoméan arvon Maan litistyneisyydeksi, tarvittiin nopea ratkaisu.
Maan litistyneisyyden parempaa arviointia varten tarvittiin Ranskan meridiaanimit-
tauksen ohella jotakin lisda. Laplacen mukaan Bouguerin ja La Condaminen mittauk-
set péivantasaajalla olivat parhaita mahdollisia. Niitd piti kiyttda mahdollisimman
niukasti, ettei uuden mittausoperaation merkitys vahenisi. Téassd Laplace onnistui.
Jalkimaailma muistaa erityisesti sen, ettd metri syntyi nimenomaan tdmén uuden
vallankumouksellisen Ranskan aikaansaaman mittausoperaation tuloksena.

Seuraava esitys perustuu minun arvaukseeni, miten metri lopulta sai tdsmaéllisen
arvonsa. Kun olin omaan ratkaisuuni paatynyt, 10ysin varhaisemmankin ratkaisun
(Bow32, s. 464,465). Ratkaisujen lahtokohdat poikkeavat toisistaan. Vertailu kuiten-
kin osoitti, ettd molemmat ratkaisut ovat, paitsi yhtapitdvéit, johtavat eri polkuja
pitkin samaan litistyneisyyden méarittavaan yhtaloon. Sen avulla saadaan yhtélais-
ta periaatetta kiyttamalld sama meridiaanineljinneksen arvo ja lopulta sama metrin
arvo.

2 Litistyneisyys

Oletetaan, ettd Maa on muodoltaan pyoriahdysellipsoidi, jonka ekvaattorisidde on a
ja napaséide b. Silloin litistyneisyys on p = (a — b)/a ja (ensimméinen) eksentrisyys
e =+va?>—b%/a = +/p(2 — p). Merkitdédn jatkossa e = e(p). Meridiaanikaaren pituus
ekvaattorilta leveysasteelle ¢ (téssd radiaaneina) saadaan integraalina (Verl4, s. 101)

¢
$(6.p) = a1 — e(p)?) / (1 — e(p)? sin £)¥2dt, 1)

0
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jota ei voi ratkaista suljetussa muodossa. Témaén kirjoituksen liitteessd on yo. kaavan
(1) johto.

Laplace esittaé yksinkertaisimman approksimaation taivaanmekaniikkaa késittele-
vin teoksensa (Lap99) sivulla 126. Koska tiedettiin, ettd Maa on vain hyvin vihéisesti
litistynyt eli |e(p)| << 1, kaavan (1) integroitavalle pétee likima&rin

3
(1—e(p)?sin?t) 32~ 1+ §e(p)2 sin®t, 0 <t <

B

Leveysasteiden ¢ < ¢9 vilisen kaaren pituudelle saadaan néin ollen likiarvot

(60) = 3(600) = all—elp?) [ ¢ (15 Setor s )

Q

o1 = elpPn = on) [ L+ Selosind (252 .

Kun nyt jaetaan puolittain erotuksella ¢o — ¢; saadaan Laplacen kaava (Lap99,
ks. kaava (A) s.126)

5<¢2’(Zi — fﬁh P) < a1 - e(p)) {1 + ge(m? sin’ (@)} -

Koska p on pieni, e(p)?/2 ~ p saamme likiméaériisen kaavan

oty (435)]

Laplacen mukaan (Lap99, s.138) Bouguerin mittaama kaari centesimaaliasteissa®
on 3,4633%, ja keskipiste pédivintasaajalla 0 asteessa. Maastossa mitattu pituus on
25538,85 moduulia yhtd centesimaaliastetta kohti. Ranskassa Delambren ja Méchai-
nin mittaaman kaaren vastaavat arvot ovat pituus centesimaaliasteissa 10.7487¢ |
keskipiste 51.3327% ja pituus maastossa 25658,29 moduulia centesimaaliastetta kohti.
Asettamalla yhden asteen pituuksien osamadrén yhtéa suureksi sen teoreettisen arvon
kanssa saamme yht&lon

25658,29 1 + 3psin?(r 51,3327¢ /200)
25538,85 1+ 3psin®0
1,004676 = 1+ p1,562784, (2)

mista tulee ratkaisuksi

0004677 1 1
1,562784 ~ 334,16 334

p:

Metrin méérityksessd kiytettiin tata pyoristettyé litistyneisyyden arvoa 1/334.

1100¢ = 90° = 7/2 radiaania.
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3 Meridiaanineljanneksen pituus ja metrin maaritys

Metrin lopullista méérittamistd varten kaavan (1) integroitava kehitetddn sarjaksi.
Kirjoitetaan aluksi

(1 —:)3)_3/2 =co+or+eor? Fesr 4 |z < 1 (3)

Saamme helposti rekursion

2k +3
2k + 2

60:1, Ck+1 = ck,k::O,l,Q,....

Koska €? << 1, saamme myos
o0 ¢
s(¢,p) = a(l —e(p)?) | ¢ + che(p)%/ sin? ¢dt | . (4)
k=1 0

Intergaalit voimme my6s laskea rekursiivisesti

0 2k 2k Jo ‘

Sarjakehitelmén (4) lineaarinen approksimaatio (¢; = 3/2) johtaa kaavoihin
r ¢
(0.0) ~s1(60) = all=elp) [0+ cucto [ st
i 0
[ 3 1 1
= a1 e(p?) [0+ Selo)? (50 - ysinocoss )|
= =) | (14 36002 ) 0 = Jelpsinocos)

! 4 4
= =) (1436002 ) o - FelpPsinzo) . 9

Meridiaanikaaren neljinnes on s(100¢, p). Leveysasteiden ¢; ja ¢, vilisen kaaren-
pituuden suhde meridiaanikaaren neljanneksen pituuteen

s(¢2, p) — s(¢1,p)
s(100%, p) (6)

on laskettavissa mittaustuloksista, koska se riippuu vain leveysasteista ja litistynei-
syydest#i, joka on jo tiedossa, vaikka itse neljinnes s(100%, p) = m on tuntematon.
Delambren ja Méchainin mittaaman Dunkerquen ja Barcelonan vélisen kaaren pituus
on 275793 moduulia. Tuntematon m on ratkaistavissa, kun asetetaan osaméara (11)
yhté suureksi kuin mitatun kaaren pituuden ja tuntemattoman meridiaanineljannek-
sen m osamadra. Saamme siis yhtalon

s(¢2,p) — s(¢1,p) _ 275793,3
(1009, p) m

(7)
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Sijoitetaan vasemmalle puolelle p = 1/334 ja Ranskassa mitatun kaaren péétepisteet
1 = 41,36252% ja ¢y = 51,03635¢. Sitten kiyttimilld lineaarista approksimaatiota
s1(¢, p) saamme numeerisen yhtalon

275793,3

o

jonka ratkaisu on 2565352 moduulia. Sen kymmenesmiljoonas osa on 443,293 Pariisin
linjaa?. Témé poikkeaa hieman arvosta 443,296 Pariisin linjaa, miké tuli virallisen
metrin pituudeksi. Kun otetaan sarjakehitelmén (3) neliétermi mukaan, saamme yh-
talon

0,1075070 =

0,1075063 = M,
m
jonka ratkaisu on 2565369 ~ 2565370 moduulia, jota kdytettiin metrin méarittelyssa
(Lap99, s. 145). Sen kymmenesmiljoonasosa on 443,296 Pariisin linjaa, joka on sama
kuin metrin virallinen arvo.

Mittaustulokseen tehtiin vield kaksi korjausta, jotka kuitenkin kumosivat toisensa
(Swi99, s. 53-54) ja (Dell0, s. 138). Pariisin syli (toise) oli 864 Pariisin linjaa, mutta
mittatankojen (Toise du Nord ja Toise de Pérou) pituudet olivat vain 863,99 Pariisin
linjaa, joten metriéd piti lyhentéé kertoimella 863,99/864. Mutta toisaalta metri mééri-
teltiin 16,25° Celsius-asteessa ja mittaukset oli standardoitu 17, 6° Celsius-asteeseen.
Tama puolestaan teki metristd liian lyhyen. Korjaukset olivat varsin pieniéd ja vai-
kuttivat vastakkaisiin suuntiin ldhes yhté paljon. Ne eivit lopulta muuttaneet saatua
metrin arvoa 443,296 Pariisin linjaa.

4 Metrin maaritys Bowditchin mukaaan

Anders Hald késittelee tilastotieteen historiassaan myos Laplacen osuutta metrin
méérittelyssd (Hal98, luku 6.8), mutta nojautuu pelkistddn sarjakehitelmén (3) li-
neaariseen ja kvadraattiseen approksimaatioon. Haldin ratkaisu on ilmeisesti peréi-
sin Laplacen Taivaanmekaniikan teoksen (Lap99) englanninkielisestd kiddnnoksesta
(Bow32). Nathaniel Bowditch on varustanut kddnnoksensé laajoin kommentein ja se-
lityksin. Hald viittaa historiassaan useassa kohdass Bowditchin kddnnokseen mutta ei
metrin maarittelystd kertoessaan. Kaannoksessaan (Bow32, s. 464) Bowditch padtyy
myos litistyneisyyden arvoon 1/334. Esitdn seuraavaksi hdnen paéttelynsa.

Kun ¢ = 1009, sin(2¢) = 0 ja saamme kaavan (5) mukaan meridiaanikaaren
neljanneksen pituudeksi

s(100, p) = a(L — e(p)*)(1 + (3/4)e(p)*)100,
ja yhden centesimaaliasteen keskimédriinen pituudeksi s = a(1—e(p)?)(1+(3/4)e(p)?).
Saamme osamaaran

s(é.p) _ ge(p)®
s = ¢ 1+ %e(p)2 sin 2¢
P — %psin 20,

2Yksi moduuli on 1728 Pariisin linjaa.
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missa toinen rivi saadaan jattadmaélla p:n toisen ja korkeamman asteen termit pois.
Laplace antaa myos tdméan kaavan (Lap99, s. 141). Leveysasteiden ¢; ja ¢o viliin
jaavan kaaren pituudeksi saadaan, kun unohdetaan likiméaraisyys

S(¢27 p) - S(¢1,p) =S <¢2 - ¢1 - gpSin<¢2 - ¢1) COS(¢2 + Qsl) .

Jakamalla puolittain erotuksella ¢o — ¢; ja olettamalla se riittdvin pienksi, etté
sin(gy — ¢1)/ (2 — ¢1) = 1, saamme yht&lon

s(¢2,p) — 5(é1,p)
P2 — P1

Sijoitetaan tdhén paivintasaajan arvo (¢ + ¢1)/2 = 0 ja Ranskan mittauksen arvo
Py + ¢1)/2 = 51,3327¢. Teoreettisten pituuksien osamiiiriksi tulee silloin

=s (1 - ;pcos(qﬁg + Qﬁl)) .

1+ p0,0628

-2, ~1+4+p1,5628. (8)
2

Asetetaan maastossa mitattujen kaarien osamaéra yhté suureksi teoreettisten arvojen
osdmédran kanssa ja kdytetddn yo. kaavaa (8). Silloin

25658,28

2909020 1 4 51,562
5553885 P10, 9)

mistd saadaan p = 1/334. Huomaamme, ettd ylla saatu yhtdlo (9) on pyoristysta
lukuunottamatta sama kuin jo aikaisemmin saatu yht&lo (2). Lopullisen arvon 443,296
Pariisin linjaa olen laskenut jokseenkin samoin kuin Bowditch ja Hald kayttamalla
sarjakehitelmén (3) kvadraattista approksimaatiota.

Oman arvaukseni, miten litistyneisyyden 1/334 laskettiin, tein jo ennen kuin olin
16ytanyt Bowditchin ratkaisun ja siithen nojautuvia Haldin laskuja. Aikaisraporttien
(Lac99; Swi99) mukaan litistyneisyyden laskemisessa oli mukana useita tekijoitéd ja
useita kaavoja, joten edelld esitetyt kaavat (2) ja (9) ovat varmaankin olleet mukana
metrin pituuden méarityksessa.



5 LIITE 6
5 Liite

Napa-akselin pituus on b, keskipisteen C' etdisyys Péivantasaajasta on a, a/b > 1. Ku-
vassa 1 Sininen suora on pisteen M = (a cos @, bsin 6) kautta kulkeva tangentti, ja pu-
nainen suora on sen normaali. Téassé tarkastelussa leveysasteet ovat valilla 0, 90° joten
radiaaneissa 0 < #,¢ < 7/2. Taémén normaalin leikkauspiste Paivintasaajan janal-
laon N = ((a — b?/a) cos®,0). Piiviintasaajan janan ja pisteen M kautta kulkevan
kohtisuoran leikkauspiste on Q = (acosf,0). Luonnollisesti C' = (0,0). Olkoon ||V
janan V pituus. Leveysasteelle (toistaiseksi radiaaneissa) ¢ pétee

| IM-Q| __ bsing sin §
sing = V- N
1 H \/_c0320+b2sm 0 \/—20082«9+s1n 0
Q- NIl Zcost £ cos
cosp = VN = = =
1M~ H\/Z—zcos?@—l—b%ir?@ Z—Zc0820+sin26
tang = %tan@ > tan .
Kahdesta ensimmaéisestd yhtalosta seuraa, ettéa
a? 1
sin? ¢ + cos o= . (10)

2 2 cos2 6 + sin?

Viimeinen yhtélo antaa parametrin 6 leveysasteen funktiona

0(¢) = arctan (gtancé),
b 1

1+ & tan? ¢ " cos?(¢)
b

= = 11
Cosz¢+2—zsin2gb (1)

0'(¢) =

Kirjoitetaan

M = M(¢) = (acosb(p),bsinb(¢p)).

Meridiaanikaaren pituus A péivantasaajalta leveysasteelle ¢ saadaan tavalliseen
tapaan integraalina

/
0

[
_ / Vo sin? 6(¢) + B2 cos? 6(1) 6/(1)]
0

é 2
= / a\/SiIl2 0(t) + b—2 cos? 0(t) |0/ (t)| dt

)| dt

/ alt'(t)]
\/sm t+ % > cos2t

£)| dt

dt,
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Meridiaanikaaren pituuden johtaminen.
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Kuva 1: Maan itdinen puolisko poikkileikkauksena akselin suhteen. Paikan M (geo-
deettinen) leveysaste on ¢ ja 6 on redukoitu leveysaste. Keskipisteestd pisteesen M
kulkeva jana, jota ei ole kuvassa, on geosentrinen leveysaste. Harmaa kaari paivanta-
saajalta paikkaan M on mittauksen kohteena.



5 LIITE 8

missé kolmannella rivilld on kdytetty kaavaa (10). Sijoittamalla viimeisen rivin kaa-

vaan
b a

el(t) = b2 ¢ = 2 b <9
(1+ Ztan®t)cos?t % cos?t 4 sin’t

Saamine

2 pp /2
A:%/O (2—20052t+sin2t) dt.

Seuraavaksi kirjoitamme cos?t = 1 — sin?¢ ja muokkaamme suluissa olevan osan
integroitavan muotoon

N

2 2 2 2

a a a“—b

b—26082t+sin2t:b—2<1— 3 sith).
a

Ensimmiinen eksentrisyys (Verl4, s. 101) on e = va? —b%/a ja (a?/b)(b*/a?) =
b?*/a = a(l — €?). Saamme kaavan

¢ 3
A= a(l— 62)/ (1— e2sin2t)~% dr, (12)
0

joka ilmoittaa meridiaanikaaren pituuden péivintasaajan séteen, eksentrisyyden (tai
litistyneisyyden) ja leveysasteen avulla.
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