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Jos on olettava Maan pituuspiirien yhteensopimattomuus ja erilaisuus, mihin eri
pituuspiirien astemittaukset nayttavat viittaavan, ei mikdéan kuitenkaan esté tarkas-
telemasta mitd tahansa yksittéisia pituuspiirejé ellipseind. Joidenkin mielestd taméa
varsin yksinkertainen hypoteesi on asetettava ainakin toistaiseksi etusijalle ja sitd on
meidan taalla noudatettava siihen asti, kunnes tulee osoitetuksi, ettei se sovi yhteen
kokemuksen kanssa. Koska se liittyy maapallon tiheyteen, oletamme sen aluksi tasai-
seksi, kunnes saadaan selville, vahvistavatko heilureiden heilahdukset sen vai eivét.
Tama kysymys kdantyy siis sellaiseksi, ettd tutkitaan niitd pituuspiirejé, joilta on
olemassa aineistoa heilurin pituuksista. Tama puolestaan johtaa siihen, ettd méarite-
taan kullakin elliptisella pituuspiirilla Maan pienemmén akselin suhde suurempaan.
Téamén osaméaran vakioisuus tai vaihtelevuus tarjoaa yksinkertaisimman keinon péaa-
telld, ovatko pituuspiirit samanlaisia vai erilaisia.

Olkoon siis maan erdén pituuspiirin pienempi puoliakseli eli Maan puoliakseli va-
kio a, ja tdmén suhde suurempaan puoliakseliin 1/n, jolloin etéisyys maan keskipis-
teestd paivantasaajalle tamén pituuspiirin kohdalla on na. On siis tutkittava sité,
onko heilureiden maaritama arvo n eri pituuspiireillda sama vai ei. Matemaatikko-
jen (Cla43, 2 Partie, § 18, p. 188) ja (Lap02, Th. 2, p. 64) osoittamista tuloksista
seuraa, ettd kun kysymyksessd on homogeeninen ellipsin pyoriahdyskappale, paino-
voima eri paikoissa on verrannollinen pituuspiiriellipsin kohtisuoraan l. normaaliin ja
riippuu havaitsijan paikasta. Koska heilureiden pituudet ovat verrannollisia painovoi-
maan, nekin suhtautuvat toisiinsa Maan normaalien lailla. Oletetaan, ettd havaitsijan
maantieteellisen paikan leveysaste on [ ja yksinkertaisen sekuntiheilurin pituus on p.
Aloitetaan normaalin arvosta! (Wal67, § 3 ja 4)

a
ncoslvn? + tan2l

Saman pituuspiirin toisessa paikassa, jonka leveysaste on A ja missd heilurin pituu-
deksi on havaittu 7, normaalin arvo on vastaavasti

a
ncos \Wn2 + tan? \

Vertaamalla néitd saadaan

p _ cos AVn? 4+ tan® \
T coslvn® + tan?l’

misté asianmukaisen sievennyksen jilkeen ilmaantuu etsitty arvo?

,  mw2sin® \ — p?sin?l
n =
p? cos? | — w2 cos? A

Luvun n 16ytédmiseksi siis paljastuu vaatimus, ettd samalla pituuspiirilla olevissa
kahdessa paikassa mitataan heilurin pituus. Mutta kun missién ei sellaisia havintoja

ILiiteessi osoitetaan, ettd ao. lauseke on verrannollinen valittuun paikkaan kohtisuoraan osoit-
tavan vektorin normiin. Suom. huom.
2T4m4 on sama arvo, johon Planman ja Nordberg ovat toista kautta péityneet (Pla78, s. 14).



ole, olettakaamme heilurin pituudeksi P pohjoisnavalla, jolloin siis leveysasteilla [ ja

A =90° )
n= \/ P2 — p%sin®l.
pcosl

Jos siis jollakin keinolla P on kerrankin maéaritetty, mitkd tahansa yksittaiset heilu-
reiden pituudet mahdollistavat tdméan yhtalon avulla pituuspiirin lyhyemmén ja pi-
demmaén akselin suhteen laskemisen. Pituuden P loytamiseksi verrattakoon sellaisia
paikkoja, jotka ovat tdysin tai ainakin melkein samalla pituuspiirilld, jolloin saadaan

1 1
n= \/ P? —p?sin?®l = vV P2 — 12sin? \.

pcosl T COoS A

Siita ratkaistaan arvo

P =

1
sin?cos? A — cos?lsin? ) 2
P
w2 cos?2 A — p?cos?

i (sin(l + M) sin(l — /\))5 |

w2 cos? A — p? cos? [

Asettamalla cos ¢ = (pcosl)/(mcos \), saadaan

P

P=—
cos A sinq

Vsin(l 4 A) sin(l — \).

Meilla on vain vahén sellaisia heilureiden arvoja, jotka voidaan liittda samaan pi-
tuuspiiriin. Téasta seuraa, ettéd jos vaistdmattomat pienet virheet heilureiden pituuk-
sien madrittamisessa tuottavat suurta vaihtelua heilurin arvoihin pohjoisnavalla, niin
on ilmeista, ettd P:lle ei saada riittdvan tarkkaa arvoa n:n maérittamiseksi. Niinpa on
tutkittava miten muutos dP riippuu muutoksista dp ja dm. Ottamalla logaritminen
kokonaisdifferentiaali saadaan

20082\ L _ p2c0s2] . 4
dP_?TCOS)\p pecos®l - I

P w2 cos? A — p?cos?

Y14 esitettyjen heilureiden pituuksien virheiksi voidaan olettaa korkeintaan 0,02
Pariisin lineaa, kuten useimmat mittausten tekijat havainnoistaan vakuuttavat. Siksi
voidaan asettaa dp = £dm = 40,02. Koska p ja m ovat rajojen 439,1 ja 441,4 vélissa,
dp/p ja drm/m pysyvat rajojen 0,02/439,1 = 0,00004555 ja 0,02/441,4 = 0,00004531
sisalld. Téstd seuraa, ettd voimme ilman virheen pelkoa asettaa dp/p = +dn/m =
4+0,0000454. Positiivisen etumerkin valinnasta® seuraa dP/P = dp/p = 40,0000454,
ja madaritettava virhe dP = +0,0000454 - P, joka on pienempi kuin +0,020066 Pariisin
lineaa, koska P < 442 lineaa. Mutta jos dp/p = —dn/m = £0,0000454, saadaan

2 2 2 2
% — 4£0,0000454 - 05 At pcos”]

m2cos? \ — p?cos?l

3So. valitaan dp/p = dr/m = 4+0,0000454. Suom. huom.



Supistamalla osamiiri lausekkeella 72 cos? A ja ottamalla kiyttoon merkintd cos g
saadaan

P 1 + cos? 2
O 40,0000454 - —% 9 _ 400000454 ( —5— — 1),
P 1 —cos2q sin“ ¢

mista seuraa

2
dP = +0,0000454 ( - 1) P.

sin” ¢

Téstd ndhdéaan, ettd dP vahenee, kun

e — 1 p?cos? [
= w2 cos? A

kasvaa ja piivastoin. Koska osamiiri p? /72 vaihtelee vain viihin, dP on pieni silloin,
kun cos! on pieni suhteessa arvoon cos \. Téasta on siis padteltava, ettd leveyspiiri A
pitda valita niin pieneksi ja [ niin suureksi kuin mahdollista, jolloin P:n arvo tulee
varmemmaksi silloin kun erotus [ — A suuri kuin siiné tapauksessa, ettd se on pieni.

Néitéd periaatteita noudattaen valitkaamme ensiksi Upsalassa ja Hyvéantoivonnie-
messé, tehdyt havainnot*. Niiden paikkojen pituuspiirien erotus on vain 0°44’45".
Edellisista osista saamme [ = 59°51'50", A\ = —33°55'15", p = 440,9168, 7 =
440,0898, ynné vield ¢ = 52°41'15"” et P = 441,3958. Kun ndmé& yhdessd tuotta-
vat maksimaalisen vaihtelun rajoiksi dP = +0,043319, saadaan rajat 441,4388 ja
441,3522, joiden vilissa P on.

Huippuvuorten ja Gothan pituuspiirit eivéit poikkea enempéé kuin 0°50'39”. Li-
siksi [ = 79°47, X = 50°56' 17", p = 441,3796, 7 = 440,5860, ¢ = 73°,37 45" ja
P = 441,4569. Naista saadaan dP = +0,0235 ja P:n raja-arvot 441,4804 ja 441,4334.

Upsalan ja Wienin pituuspiirien erotus on 1°15’43”. Lisdksi [ = 59°51' 50", A =
48°12' 36/, p = 440,9168, m = 440,5500, ¢ = 41° 3’ 29"ja P = 411,4263. Naistd saadaan
dP = +0,07287, ja P:n raja-arvot 441,4992 ja 441,3534.

Pituuspiirien erotus Wienin ja Hyvéntoivonniemen vélilld on 2° 0’ 28", joten naitd
paikkoja voidaan pitdd tyydyttdvind P:n arvon maarittamiseksi. Saatavilla on lisdksi
[ =48°12'36", A = —33°55' 15", p = 440,5500 ja m = 440,0898, ¢ = 36°29'38,6”,
joista saadaan P = 441,3884 ja dP = +0,0933. Namai johtavat P:n raja-arvoihin
441,4817 ja 441,2951.

Kokoamalla Huippuvuorten ja Rooman havainnot saadaan pituuspiirien erotuk-
seksi 2°34"9”. Lisdksi ¢ = 50°33'44,3", P = 441,4442, dP = +0,0225. Namé tuotta-
vat P:n raja-arvot 441,4667 ja 441,4217.

Kuressaaren ja Hyvéntoivonniemen pituuspiirien erotus on 4° 4’ 36", [ = 58°15'9".
Lisdksi [ = 79°47', A = —33°55' 15", p = 440,8848, m = 440, 0898, ¢ = 50° 33’ 44,3",
P = 441,4236, dP = 40,0472, ja lopuksi raja-arvot P = 441,4708 et 441,3764.

Voisimme vield lisdksi ottaa mukaan Paivintasaajalla Perussa ja Portobellossa
tehdyt havainnot, mutta jitdmme ne téssd yhteydessa pois sen takia, ettd ne anta-
vat ilmeisen virheellisen, liian pienen, arvon heilurin pituudelle P. Tama tulos viittaa

4Seuraavassa esitetyt Pm ja dP:n arvot on laskettu uudelleen lihtdtietojen avulla ja luettavissa
liitteen Taulukosta 1. Uudet tulokset poikkeavat jonkin verran téssa esitettdvistd. Suom. huom.



sithen, ettd Portobellossa on omaksuttu oikeasti liian pieni heilurin pituus. Tama tu-
lee ymmarrettaviksi jatkuvuuden perusteellakin, kuten naapuripaikkojen mittaukset
osoittavat.

Kokoamalla maarittamisjarjestykseen heilurin pituuksien arvot Pohjoisnavalla, saam-
me seuraavan taulukon:

P = 4413958 dP = =£0,0433
4569 0235
4263 0729
3884 0933
4442 0225
4236 0472
Keskiarvo = 441,5225

Aritmeettinen keskiarvo® ei kuitenkaan tuota kaikkein todenn#koisinté arvoa, kos-
ka ndmé kaikki P:n arvot eivit ole yhtéa luotettavia. Mitd suurempi on P:hen liittyvien
raja-arvojen erotus, sitd suurempi on dP ja sitd epavarmempi P:n arvo. Tésta seu-
raa, ettd kunkin P arvon todenn#koisyyttd mittaa sitd vastaava 1/dP. Merkitdan
1/dP' = A, 1/dP" = A", 1/dP" = A" jne. jokaista vastaavaa arvoa P', P" P"
jne. kohti. Todennikdisempi heilurin arvo Pohjoisnavalla on®

A/Pl + A//P// _"_ A///P///&C
P= :
AT+ A" + A"

= 441, 4361 Pariisin lineaa.

Tama arvo ei ainoastaan naytd pysyvan edelld maéritettyjen rajojen puitteissa
vaan myos nédyttaéd olevan tdsmailleen sama, jonka antavat pohjoisimmat rajat. Em-
me ota kantaa siithen, kiyko néin sattumalta vai valttaméattomyyden pakosta. Kun
verrataan Upsalan ja Hyvintoivonniemen havaintojen antamia rajoja, joiden mukaan
P < 441,4388, niihin rajoihin, jotka johdetaan Huippuvuorten ja Gothan havainnois-
ta, niin pitda olla P > 441,4335. Naiden rajojen keskiarvo 441,4361 on tésmélleen
sama, jonka olemme johtanee jo aikaisemmin kaikkien havaintojen painotettuna kes-
kiarvona. Siis siithen asti kunnes uudet havainnot osoittavat jonkin toisen arvon olevan
sitd parempi, paatdmme kayttad sita.

Kun P:n arvo ndin maéritetty, voidaan johtaa minka tahansa sellaisen pituuspii-
riellipsin akseleiden suhde, jolta on jonkin heilurin pituus tiedossa. Yhtalo

VP2 —p2sin®l 1
n= =~/ P2+ (P?2 - p?)tan? |,
VP (P )

pcosl

ratkaistaan helpohkosti kahdella askeleella:

Pcosr

sinrzgsinl, n = .
P pcosl

STaulukon Iukujen keskiarvo on 441,4224 eiki 441,5225. Suom. huom.
6Taulukon lukujen painotettu keskiarvo on 441,4321 eiks 441,4361. Suom. huom.



Kun n:n arvo on todella selvitetty, saadaan myos Laplacen elliptisyydeksi nimittadméa
suure n — 1, jonka kdénteisarvo s = 1/(n — 1) ilmoittaa elliptisyyden osuutena Maan
puoliakselista.”

Juuri sen takia, ettd n:n arvo madritetdén jatkossa minkd tahansa pituuspiirin
avulla, on samalla tutkittava, osoittavatko tdmén arvon vaihtelut oikeasti jotakin el-
lipsoidista poikkeavaa maan muodossa, vai onko tdmé poikkeama pikemmenkin vain
sen suuruinen, etta se selittyy pelkistaén pituuksien P ja p mittausvirheilld. Téméan
padmaaran saavuttamiseksi on siis etsittava suureiden P ja p samanaikaisista vaihte-
luista riippuvan arvon n vaihtelu. Ottamalla arvon n logaritminen kokonaisdifferen-

tiaali, saadaan
dn 1 dP dp\ . d n dP dp
— = — — — | jadn= — .
n  cos?r \ P P ) cos?r \ P P

7 Aikaisemmin a on merkinnyt siidettd navoilla. Jos b on siide Piiviintasaajalla, niin n—1 = b/a—1
ja edelleen s = a/(b — a), mikd on osuus puoliakselista. Kaannos on tulkinta alkuperiisen virkkeen
ajatuksesta, joka jaa hieman epéselviiksi. Tarkoituksena on ehké ollut ilmaista elliptisyys muodossa
1/s, mikd on ollut ja on edelleen tavanomainen tapa kirjoittaa Maan elliptisyys. Nykyisin maan
elliptisyys maédritelladn lausekkeena 1 — a/b. Kansainvélinen ellipsoidi 1924 méérittelee elliptisyyden

1—a/b=1/297, joten Laplacen elliptisyys samalla tavalla ilmaistuna on téssé tapauksessa b/a—1 =
1/s =1/296. Suom. huom.



Suomentajan liite.

Tutkielmansa alussa Héllstrom ja Appelgren ilmoittavat, ettd kullakin paikalla
Maan pinnalla painovoima on verrannollinen paikan normaalin arvoon ja antavat
normaalin arvoksi lausekkeen

a/n )
cos \Wn2 + tan? \’

missa a on napojen etdisyys Maan keskipisteestd, na on etédisyys Maan keskipisteesté
Péivantasaajalle, ja A on leveysaste. Painovoima on siis verrannollinen lausekkeeseen
(1). Otamme myos kiiyttoon merkinnén b = na, joka on Maan sédde Paivintasaajalla.

Seuraavan sivun kuva valaisee jatkotarkastelua. Oletamme, ettd maa on ellipsin
pyorahdyskappale. Kuvassa musta kaari on Maan poikkileikkaus jonkin meridiaa-
nin suhteen. Koska poikkileikkaus on ellipsi ja pitaytymalla toistaiseksi radiaaneissa,
voimme kuvata sitd kaavana

e(@) = (bcosf,asinf), —m < 0 < 7.

Pohjoisnapaa vastaa nyt § = /2, Eteldnapaa § = —m/2 ja Péivintasaajaa 6 = 0.
Punainen kaari on sen ympyran kaari, jonka sdde on sama kuin Péivintasaajan side.
Kiinnitetadn ellipsin kaarelta arvo . Riittad, kun oletetaan 0 < 6y < 7/2 (jokin
pohjoisen pallonpuolen paikka). Asetetaan téssé parametroinnissa paikan M koordi-
naateiksi
M = (bcos By, asinby) = e(by).

Kuvassa kulma 6 (redukoitu leveysaste) on kulma jonka jana C'P tekee Paivintasaa-
jan kanssa. Piste P, jonka koordinaatit ovat (bcos6p, bsinfy) saadaan pisteestd M
siirtamallé sitéd pystyakselin suuntaan punaiselle ympyréankaarelle.

Seuraavaksi etsitadn Maan sisdlld, Pdivintasaajan tasossa, sijaitseva sellainen pis-
te IV, ettd jana M N on kohtisuorassa Maan paikan M kautta kulkevaa tangenttitasoa
vastaan. Leveysaste (tdsm. geodeettinen leveysaste) A on tamén janan ja Paivéanta-
saajatason vélinen kulma. Téssé yhteydessi (Pla78, § VIII) on hyddyllisempi viite
kuin (Wal67, § 3 ja 4).

Paikan M kautta kulkevan tangentin ¢(z) yhtélo saadaan derivaatan avulla

) = @6(9) = (—bsinf,acosb),
t(x) = e(fy)+xe'(hy), —o0<z<o00.

TAméin tangentin normaali saadaan suntavektorin et (6y) avulla, joka on kohtisuorassa
vektoria €/(0) vastaan. Valitaan et () = (a cos 6y, bsin 6y). Paikan M kautta kulkeva
normaali on suora

u(z) = e(by) + xe(0y) = e(fy) + x(acos by, bsinby), —oo <z < oco.

Téama suora leikkaa ellipsin vaaka-akselin, kun x = —a/b. Siis aikaisemmin mééritelty
N on nailla merkinngilla
2

N = ((b— %) 00590,0> .
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Kuva 1: Musta puoliympyrda on Maan itdinen puolisko poikkileikkauksena akselin
suhteen. Paikan M maantieteellinen leveysaste on A ja redukoitu leveysaste 6.
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Madéritellaan vield piste @), joka on paikan M projektio Maan akselin suunnassa
Péivantasaajatasoon, joten Q = (bcosfp,0). Kaytetddn nyt vektorin V' pituudelle
1. normille merkintaa ||V]|.

N&illa merkinngilla leveysasteelle A\ pétee

sin2>\:||M_Q||2 _ a?sin? 6
||M — N||? e cos? 6y + a2 sin? 0,

. sin290
B n—12C082 6, + sin? 4,

— N||? @ cos? 0
irZ QN Geostn
|| M — N 77 cos? g + a? sin” B

- cos? b

=5 cos? 4 sin” by
Nyt voimme kirjoittaa lausekkeen (1) nimittdjén nelioon korotettuna muotoon
cos? By + sin? 6, B 1
# cos? 6y +sin’6, # cos? 6 + sin? 6,
b2
a2 cos? By + b2sin? 6,

n?cos? A\ +sin? \ =

Lauseke (1) voidaan nyt kirjoittaa muotoon

a/n _a?
cos \Wn2 +tan2 )\ 0?

joka on verrannollinen paikan M kautta kulkevan kohtisuoran suuntavektorin et (6y) =
(acos by, bsin fy) normiin, silld

Va2 cos? 0y + b2sin? 0, , (2)

Ile™(60)]| = Va2 cos? By + b2 sin? b, .

Planman ja Nordberg (Pla78, s. 14) johtavat geometrisin argumentein lausekkeen,
joka téssd kdytetyin merkinnoin on

CL2

VB2 cos? A + a?sin® A’
ja joka on myos verrannollinen painovoimaan paikassa M.
Maantieteellisen ja redukoidun leveysasteen liittéé toisiinsa kaava (Ver14, vrt. s. 97)

tan A\ = %Sme = étanﬁ.

%COSQ a

Voidaan maéritella myos geosentrinen leveysaste, jota kuvaan ei ole piirretty. Se on
kulma, jonka jana Maan keskipisteesta pisteeseen M muodostaa Paivantasaajan kans-
sa. Jos sitd merkitdan (:lla, niin, niin helposti ndhd&én, etté

2

tan g = %tan@z Z—2tan)\.
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Tutkielman ldhtokohta, missa oletetaan, ettd painovoima on verrannollinen lausek-
keeseen (1) ei pidd paikkaansa aivan tésmélleen. Somiglianan ja Pizzettin kaava
(Verl4, s. 104) antaa painovoiman < mielivaltaisessa paikassa M. Redukoidun le-
veysasteen funktiona kaava on

 by,sin®6 + ay. cos? 6
Vb2sin? 0 + a2 cos? 0

ja sijoittamalla tan§ = ¢ tan A saamme sen leveysasteen funktiona

(3)

_ byecos® A+ ay,sin® A

VB2 cos? A+ a?sin® A
Héllstromin ja Appelgrenin véite olisi tosi jos kaavassa (4) osoittaja olisi vakio. TAméa
puolestaan johtaa siihen, etta taytyisi olla

g (4)

b Vp

bye = & - ——==0. 5
o=y e o - 2 (5)
Maaritellaan )
_ap .2 a
~ —1ljae —l—b—z.
Silloin
1 4 psin® A

Y= Ve .
V1 —e2sin? \

Edelleen Hillstrémin ja Appelgrenin olettaman (5) perusteella olisi p = 0. Koska e?
on pieni, saamme approksimaation

1
v (1 + 562 sin? \).

Kuten aikaisemminkin paikan M tangenttitason meridiaanin suuntainen vektori
on ¢'(f) = (—=bsiné,acosf), jonka normaali on e+(§) = (acos®,bsin ). Merkitiin
kahden vektorin u = (u1,us) ja v = (vq,vy) sisdtuloa u - v = uyv; + ugvy. Painovoi-
makaavaan (3) liittyen médritelladn vektori g, (6) = (7. cos 8, 7y, sin0) ja sen projektio
aliavaruudelle, jonka vektori el (f) virittdd (so. origon kautta kulkevalle suoralle).
Helppo lasku osittaa, ettd tdméan projektion

000 .
1= erne © Y

normi on

_ 1g:(0) - 2 (9)]

g (0)]] = g.(0) - eM(0)]  by,sin®6 +ay.cosd
|let(0)]]?

L
e (0)|| = = =
1 ON="em@l ~ Ve as @t
Vastaavasti kaavaan (4) liittyen voidaan mééritelld f(\) = (bcos A, asin A) sekd
gi(A) = (e cos A,y sin A). Nyt vektorin ¢;(\) projektio f(A)m virittdmaélle aliavaruu-

delle on ()\) f()\)
_q :
A FTOVIERAS

.



jonka normi on
_ byecos? A av,sin® A

r(A)]| = =
el Vb2 cos? A + a2 sin \
Gravimetriset arvot GRS80-vertausellipsoidilla (Ver14, s. 125-126) ovat

-

a = 6356752,31414 m,
b = 6378137 m,

Ye = 9,7803267715 m/s*,
v, = 9,8321863685 m/s>.

Nailla arvoilla

Wb 00193835,
Te @

joten tutkielman ldhtékohta on likiméaarin oikein.

12
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Taulukko 1: Tutkielman lahtotiedoista uudelleen lasketut heilurin pituudet
ja niiden virhearviot.

Paikkakunnat Heilurin pituus
Pohjoisnavalla
Upsala Hyvantoivonniemi 441,3965
Huippuvuoret Gotha 441,4481
Upsala Wien 441,3997
Wien Hyvéantoivonniemi 441,3896
Huippuvuoret Rooma 441,4442
Kuressaari Hyvéantoivonniemi 441,4218
Keskiarvo 441,4166

Painotettu keskiarvo

441,4275

Arvioitu

virhe

0,0433
0,0235
0,0729
0,0933
0,0225
0,0472
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