Joukot ja alkeisfunktiot
Harjoitus 10, 26.11.2008

Kurssin suorittamiseksi on tehtdva viahintddn puolet kaikista tehtavistd ja joka kerralla
vahintdan 3 tehtivad; tee kuitenkin aina kaikki mitka osaat! Tehtévit eivit ole vaikeus-
jirjestyksessa.

1. (a) Jos A ja B ovat numeroituvia, niin osoita ettd myds A U B on numeroituva.

(
(Huom: Jos haluat, voit olettaa etti AN B = {).)
(

b) Jos A on ylinumeroituva ja B on numeroituva, niin osoita ettd A \ B on
ylinumeroituva.
(Vihje: Tee antiteesi ja kiyta hyviksi (a)-kohtaa.

2. (a) Keksi bijektio g: {%, %, i, . } — {1, %, %, }L, o }
(b) Keksi bijektio G: ]0,1[—]0, 1]
(Vihje: (a)-kohdan funktiosta g saattaa olla apua.)

3. Méérita alkukuva f~1(V) kun

(a) f: R—=R, f(z) :ex,jaV:]l,e\/E[,
(b) f:[0,27] = R, f(z) =cosz, jaV = [3,1].

—%x—l—l jos0<x <3
T —2 jos3<ax <4
Osoita, ettéi f on bijektio ja midritd f~!. Piirrd myos f:n ja f~':n kuvaajat.

4. Olkoon f: [0,4] — [0,2], f(x) =

5. Keksi esimerkit funktioista f: A — B ja g: B — ( siten, etté
(a) go f: A — C on injektio, mutta f tai g ei ole injektio;
(b) go f: A — C on surjektio, mutta f tai g ei ole surjektio.

6. Osoita (esim. induktiolla), ettd joukolla A = {1,2,...,n} on tédsmilleen 2"
osajoukkoa, ts. #P(A) = 2".

7. Maaritd syt(847,273) Eukleideen algoritmin avulla.

8. Etsi 3. asteen yhtalon
2+ (3-16Y%)z+6=0

ainoa reaalijuuri ratkaisukaavan avulla.

KAANNA!



Bonustehtava
(tastd saa my6s yhden ruksin, mutta kurssin yhteistehtdvimaariksi lasketaan 80 tehté-

VAA)

9. (a) Hotelli Hilbertissd on numeroituvasti déreton méaira huoneita. Erddna iltana
hotelli on jo tdynna, kun paikalle saapuu matkailija joka haluaisi oman huoneen
hotellista. Miten matkailijalle saadaan oma huone niin ettei kenenkddn tarvitse
lahted hotellista?

(b) Hotelli Hilbertissd on numeroituvasti ddaretén madrd huoneita. Erdénd ilta-
na hotelli on jo tdynné, kun paikalle saapuu turistibussi, jossa on numeroituvasti
adretOn méard turisteja, jotka kaikki haluaisivat oman huoneen hotellista. Miten
kaikille matkailijoille saadaan huoneet niin ettei kenenkiin tarvitse lahted hotel-
lista?



