Geometria, syksy 2013
Harjoitus 7

Tiistai 29.10.2013, klo 10-12 (MaD 245), klo 12-14 (MaD 259) ja klo 16-18 (MaD 259).

1. Nelikulmio DABC'D on puolisuunnikas jos /ﬁ| |% Osoita, ettéd puolisuunnikkaan JABC' D
kirki A on kulman £BC'D sisépuolella.

(Huom: merkint6jé vaihtamalla huomataan, ettd vastaava pétee itse asiassa jokaiselle puoli-
suunnikkaan kérjelle, ts. jokainen kérki on vastakkaisen kulman sisépuolella.)

Koita keksid my6s esimerkki nelikulmiosta JABC' D, jossa véite ei pade (kuva riittéd).

2. Olkoon LJABC' D nelikulmio, jossa kulmat £ A ja £B ovat suoria ja AD = BC'. Osoita,
ettéd talloin LC = £ D. Voidaanko téstd paatelld, ettd JABCD on suorakulmio?

3. Olkoon LJABC'D suorakulmio. Osoita, ettd AB = C'D ja BC = AD.

(Ohje: Totea ensin, ettd suorakulmio on puolisuunnikas, joten tehtévén 1 havainto on voimas-
sa. Kéyta Saccheri-Legendren lausetta kolmioille, jotka saadaan suorakulmion ldvistdjien AC
ja BD avulla, ja laske, ettd syntyvit vuorokulmat ovat yhtenevét.)

4. Olkoon « ympyré, jonka keskipiste on O, sekd [ suora, joka leikkaa a:aa pisteessd P.
Osoita, etta jos L [, niin [ on a:n tangentti, ja ettd tdlloin jokainen R € [\ {P} on a:n
ulkopuolella.

5. Olkoon a ympyra, jonka keskipiste on O, ja olkoon [ suora, joka leikkaa a:aa pisteessa P.
Osoita, ettd jos [ on a:n tangentti, niin OP L [.

Seuraavat tehtévit ovat valmistelua aksioomien (H11) ja (H13) toteamiseen koordinaattigeo-
metriassa.

6. Osoita, ettd kulmien yhtenevyys mallissa D (ks. kiddntopuoli) on hyvin mddritelty eli etta
yhtenevyys ei riipu kylkipisteiden valinnasta. Toisin sanoen, osoita ettd jos A" € BA ja C' €

BC' (muista mitd ndmé tarkoittavat mallissa D!), niin osoita laskemalla (kdyttden sisitulon
laskus@éntoja), etta
(A-B|IC"-B)  (A-B|C-DB)
|A" = B[l|c" = Bl [[A=B|lIC - Bl

7. Osoita, etté siirrot T ja kierrot R, (ks. kdéntépuoli) séilyttavét janojen yhtenevyyden:
Jos L: R? — R? on joko tason siirto T}, tai kierto Ry, ja A, B € R?, niin AB = L(A)L(B) (eli
||A— BJ||? =||L(A) — L(B)||*. Tédssa tarvitaan hieman alkeellista lienaarialgebraa.)

8. Osoita, ettd siirrot Tj, ja kierrot R, séilyttévit myds kulmien yhtenevyyden: Jos L: R? — R?
joko tason siirto T} tai kierto R, ja £ ABC on kulma tasossa R?, niin

LABC = LL(A)L(B)L(C).
Ohje: Osoita ensin, etti R?:ssé pétee ns. polaarikaava: kun X = (z1,15) € R*jaY = (y1, 1) €
R2, niin
2X[Y) = [ X + Y[ = [ X]* = Y]]

Tamén kaavan avulla voidaan myé6s tassa tehtévissd hyodyntéa tehtéavan 7. tulosta.



Malli D (koordinaattigeometria)
Pisteitd ovat (z,y) € R?, suoria joukot

L={(z,y) €R*: (z,9) = (v0,50) + A(a, B), A€ R},
missi (zg,y0) € R? ja (o, ) € R*\ {(0,0)}, ja piste P on suoralla [ jos P € .

Pisteille A = (ay, as), B = (b1, b2) ja C = (1, ¢2) pitee A% B C jos (ja vain jos) on olemassa
0 < A < 1lsiten, ettd B = A+ \C — A), ts.

(b1,b2) = (a1, az2) + A(c1 — ay, ¢ — ag).
Janojen yhtenevyys mallissa D méaaritellaan tavallisen euklidisen etédisyyden avulla seuraavasti:

Pisteille A = (a1, as), B = (b1,b2), C = (c1,¢2) ja D = (dy,ds) (misséd A # B ja C # D) pétee
AB = CD jos (ja vain jos) ||[A — B|| = ||C — D|| eli yhtépitévisti [|A — B||*> = ||C — D||?, ts.

(a1 — b1)2 + ((12 — bg>2 = (Cl — d1>2 + (CQ — d2)2.

Kulmien yhtenevyys mallissa D mééritelladan seuraavasti: L ABC = L DEF jos (ja vain jos)

(A-B|C—-B) _ (D-E|F-E)
[A=BlIC—-Bl| |D-E|lF-E|

missé (A|B) = a1by + asbs on R%:n sisétulo.
Apufunktiot T; ja R,

Kun b € R?, méadritelliin tason siirto b:n verran
Ty: R* = R? Ty(z) = +b,

ja kun ¢ € [0, 27[, médritellddn tason kierto ¢:n verran

CcOS —sin T
R,: R* - R?, megzz{ v ¢}{ q

sinp cosp | |T2



