Geometria, kesd 2008
Harjoitus 5, 10.6.2008

1. Todista lause 2.4.17 (vihje: lause 2.4.16)
2. Todista lause 2.4.18 (vihje: lause 2.4.17, "normaalin normaali”)
3. Todista lause 2.4.11.

4. Todista lauseen 2.4.12 kohta (ii).
(Kohtaa (i) voi kayttda todistuksessa.)

5. Todista lause 2.4.21.
(ohje: Valitse ensin piste P s.e. P x Ax C ja PA = DF ja etsi sitten sopivia yhtenevia
kolmioita. Muista ettd kaikki suorat kulmat ovat yhtenevii.)

6. Olkoon L: R?* — R? joko tason siirto 7} tai kierto R, (katso kiiintopuolelle), ja olkoot
A ja B mallin D pisteiti. Osoita, ettd AB = L(A)L(B) (eli ||A—B||> = ||L(A)—L(B)||?);
téssd tarvitaan hieman alkeellista lienaarialgebraa.

7. Osoita, ettéd (H8) pétee mallissa D.

(Ohje: Voit aina kuvata puolisuoran AB positiiviselle x-akselille sopivien kuvausten T
ja R, avulla siten, ettd A kuvautuu origoon. Tehtdvéin 6 nojalla riittad siten tarkistaa,
ettd aksiooma toteutuu positiivisella z-akselilla.)

8. Osoita, ettd (H10) pétee mallissa D.
(Sama ohje kuin edelliseen tehtdvadn; muista myos ettd apukuvaukset 7}, ja R, séilyt-
tavit vélissiolon.)



Malli D (koordinaattigeometria)
Pisteitd ovat (z,y) € R?, suoria joukot
[={(z,y) € R”: (z,9) = (z0,40) + M, B), A € R},

missi (7g,70) € R? ja (a, 8) € R?\ {(0,0)}, ja piste P on suoralla [ jos P € l. Pisteille
A = (ay,a3), B = (b1,b) ja C = (c1,c2) pitee Ax B+ C jos (ja vain jos) on olemassa
(zo,y0) € R?, (a, B) € R2\ {(0,0)} ja A, pu, v € Risiten, etti A < u < v tai A > u > v ja

(a1, a2) = (zo,90) + Ma, B)
(b1, b2) = (w0, 10) + p(cv, 3)
(c1,c2) = (20, y0) + v(a, )

Janojen yhtenevyys mallissa D mééaritelldén tavallisen euklidisen etdisyyden avulla seu-
raavasti: Pisteille A = (ay,a2), B = (b1,b2), C = (c1,¢2) ja D = (dy,ds) (missd A # B
ja C # D) pitee AB = CD jos (ja vain jos) ||A — B|| = ||C — D||, eli yhtapitavasti
|A = B> = ||C = DI, ts.

(a1 — 61)2 + (CZQ — b2>2 = (Cl — d1)2 + (CQ — d2)2.

Téstd ndhddén heti, ettd janojen yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio, eli aksiooma (H9)
on voimassa (toteal).

Apufunktiot T} ja R,
Kun b € R?, médritelldsin tason siirto b:n verran
Ty: R* — R?, Ty(z) = +b,

ja kun ¢ € [0, 27[, méadritellddn tason kierto ¢:n verran

R R, = [0 ] [
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tassd siis ©x = (x1,x0) € R?). Huomaa, ettd R, todella kiertdi tason pisteitd vastapéi-
®
vadn kulman ¢ verran origon ympéri.

Lineaarialgebran tietojen perusteella T}, ja R, ovat bijektioita, jotka kuvaavat R%:n suo-
rat suoriksi (ts. jos [ on suora, niin T;(l) ja R,(l) ovat myds suoria). Lisdksi T}, ja R,
saulyttdavat vdlissdolon, ts.

Ax BxC jos javain jos Ty(A) * Tp(B) * T,(C)
ja vastaavasti

Ax BxC jos javain jos R,(A)* R,(B) * R,(C).



