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Verkon upottaminen
eli verkon sijoittaminen erilaisille
topologisille pinnoille




Hamiltonin polku ja silimukka

* Hamiltonin silmuldez on suljettu polku, joka kulkee verkon kaikkien solmujen kautta siten, ettd
kussakin solmussa kiydan vain kerran, Hamiltonin silmukka on siis verkon kaikki solmut ké-
sittiva suliettu polku eli useimmissa tapauksissa verkon kaikkien solmujen kautta kulkeva ke-
hi. Tunnettu kauppamatkustajan ongelma (-> aiheesta erillinen luku) on tyypillinen esimerkki teh-
t4viistd, jossa haetaan Hamiltonin silmukkaa. Hamiltonin verkko on verkko, joka siséltdd Hamil-
tonin silmukan eli siis verkko, joka sisilt44 virittévén kehén (kuva 15).

Hamiltonin Ei-Hamiltonin
verkko verkko
Eulerin
varkko
El-Eulerin T ‘
verkko .
® Kuva 15, Hamiltonin ja Eulerin verkkoja



Kuljetusongelma






Kertaus demotehtévén pohjalta

Oheisessa kuljetusongelmassa on alimmalla rivilldi kysyntd ja oikeanpuolimmaisella
sarakkeella tarjonta. Muut luvut kuvaavat kuljetuskustannuksia. Hae kustannusmatriisin
kantaratkaisu luoteiskulmamenetelmilli ja Vogelin menetelmalla.

Jatka tehtidvi loppuun saakka kuljetusalgoritmia kayttien.
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1° Luoteiskulmamenetelma (I1ahdetidan “luoteiskulmasta™ ja sijoitetaan ruutuun
suurin mahdollinen tavaramaaré, poistetaan yksi rivi tai sarake):

2° Vogelin menetelma (lasketaan kullekin riville ja sarakkeelle sakkoluku -
kahden pienimman arvon erotus - ja valitaan suurimman sakkoluvun
rivilta/sarakkeelta pienimman kustannuksen ruutu, sijoitetaan ruutuun suurin
mahdollinen tavaramaara):



Luoteiskulmamenetelmall4 saatiin kantaratkaisu, jonka ulkopuolelle jaivét ruudut A3 ja B1. Kuljetusalgoritmissa
lasketaan sakot néille kantaratkaisun ulkopuolelle jaaneille ruuduille, joita esimerkkitapauksessa on vain kaksi.
Sakon arvo saadaan kiertdmall& ruutua vastaava polku (ks. sivun alin kuva) kannassa ja vuorotellen summaamalla ja
vahentdmalla kustannukset. Polku kierretdan litkkumalla vuoroin pysty- ja vaakasuoraan, kiertosuunta ei vaikuta
tulokseen. Saadaan: S(A3) =A3-B3+B2-A2=1-5+5-3=-2jaS(B1)=B1-B2+A2-A1=7-5+3-9=-
4. Algoritmi pysahtyy jos yksikaan lasketuista sakoista ei ole negatiivinen. Mikéli negatiivisia sakkolukuja 16ytyy
niin valitaan kantaan itseisarvoltaan suurimman arvon omaava ruutu; tassé tapauksessa siis B1. Kuormitus
uudelle kantaruudulle saadaan kiertamall4 sama polku jolta sakko laskettiin ja siirtdmall& polulta kyseiseen
kantaruutuun suurin mahdollinen kuorma. Esimerkkitapauksessa se on min{3,6} = 3. Kun polku kierretdan ympari
niin siirretddn kuormia ruudusta toiseen siten ettéd lopputilanteessa on tasapaino jalleen saavutettu eli rivi ja
sarakesummat tdsmaavat. Siis seuraavasti: B1 J+3 = 3, A1 1-3= 0, A2 1 +3 = 5, B2 J-3 = 3. Se ruutu, jonka
kuormitus nollautuu (A1) poistuu kannasta. Jos useamman ruudun kuorma tulee nollaksi niin kannasta poistetaan
ruutu, jolla on korkeimmat kustannukset.

”’kantaan itseisarvoltaan suurimman arvon omaava ruutu” = ruutu, jossa on suurin negatiivinen luku



Sijoitusongelma
pikkukertaus



SIJOITUSONGELMAssa on kaksi yhta suurta joukkoa ja kummankin joukon jokaiselle alkiolle on haettava
vastinalkio toisesta joukosta. On esimerkiksi jaettava k kpl tehtavié k:n henkilon kesken s.e. kullekin tulee
tdsmalleen yksi (sopivin) tehtdava. Sijoitusongelma on kuljetusongelman erikoistapaus. Siis sellainen
kuljetusongelma, jossa tuottajia ja hankkijoita on yht& paljon ja jossa kukin tuottaja vie optimiratkaisussa tavaraa
ainoastaan tasmalleen yhdelle hankkijalle, joten optimiratkaisussa on alkioita n kpl (kuljetusongelmassahan maara
oli 2n-1 kun m=n). Mikéli tuottajien ja hankkijoiden maaré ei ole sama niin lisatdan varjomuuttujia (dummy person),
joille kustannuskerroin (cij) on nolla. Sijoitusongelma voidaan esittdd LP-ongelmana alla olevassa muodossa (vertaa
vastaavaan kuljetusongelman esitykseen):
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Sijoitusongelma voitaisiin kuljetusongelman erikoistapauksena myos ratkaista sellaisena, miké kuitenkin on turhan
ty6lastd. On syytd muistaa, etté tuolloin saadaan 2n-1 ratkaisua, joista n valitaan (loput n-1 alkiota ovat aina nollia).
Sijoitusongelman ratkaisemiseksi on kehitetty ns. unkarilainen menetelmad, joka siséltdd seuraavat vaiheet: 1°
ongelmasta muodostetun nxn-matriisin kultakin riviltad vdhennetdan sen riviminimi, 2° sen jalkeen kultakin
sarakkeelta vahennetéén sarakeminimi, 3° yliviivataan kaikki 0-alkiot siten ettd viivoja on mahdollisimman vahén
(aluksi eniten nollia sisaltavat rivit/sarakkeet) 4° jos viivojen lukumé&éra on suurempi tai yhta suuri kuin n niin
mennaan viimeiseen askeleeseen (6°), 5° etsitdan pienin alkio (merk. L), jota ei ole peitetty viivalla ja vhennetaan
se kaikista peittamattdmien rivien alkioista ja lisataan kaikkien peitettyjen sarakkeiden alkioihin ja palataan
askeleeseen 3°, 6° valitaan ratkaisuun tulevat nolla-alkiot siten etté kultakin rivilta ja sarakkeelta tulee tdsmélleen
yksi alkio (huom! ratkaisu ei ole aina yksiselitteinen).




Sijoitusongelman raaisu
Unkarilaisella menetelmalla:
1. Ongelmasta muodostetun nxn-matriisin kultakin riviltd vahennetaan sen riviminimi,

2. sen jalkeen kultakin sarakkeelta vahennetaan sarakeminimi,
3. yliviivataan kaikki O-alkiot siten etta viivoja on mahdollisimman vahan, aluksi eniten nollia sisaltavat

rivit/sarakkeet,
4. jos viivojen lukumaara on suurempi tai yhtasuuri kuin n niin menn&an viimeiseen askeleeseen 6.,

5. etsitaan pienin alkio (merk. L), jota ei ole peitetty viivalla ja vahennetaan se kaikista peittamattomien
rivien alkioista ja lisatadan kaikkien peitettyjen sarakkeiden alkioihin ja palataan askeleeseen 3.,
6. valitaan ratkaisuun tulevat nolla-alkiot siten ettd kultakin rivilta ja sarakkeelta tulee tasmalleen yksi

alkio.
Huom! Ratkaisu ei ole aina yksiselitteinen.









Kauppamatkustajan ongelma



Sijoitusongelma oli kuljetusongelman rajatapaus (joka oli tavallisen LP-ongelman rajatapaus) niin
kauppamatkustajan ongelmaa voidaan puolestaan pitaa sijoitteluongelman erikoismuotona.
Tehtéavana on yksinkertaisesti hakea lyhin reitti joka kiertdd verkon kaikkien solmujen kautta palaten
lopuksi takaisin lahtdsolmuun. Kyseessé voi olla esimerkiksi joukko firmoja, joista jokaisessa
kauppamatkustajan on kaytava kertaalleen.



Kauppamatkustajan ongelma on erds matematiikan perinteellisid “suuria ongelmia”, jonka
ratkaisemiseksi on kehitetty lukuisa maéara erilaisia algoritmeja. Ja sdanndllisin véliajoin joku aina
“keksii” sen parhaan menetelmén. Tyypillisesti mm. tdtd ongelmaa ratkaistaan branch-and-bound
menetelmaa kayttden. Branch-and-bound (“haaroitu ja rajoita”) soveltuu monien muidenkin
kokonaislukuoptimointitehtévien ratkaisuun (esim. knapsack problem) Ajatuksena on ajatella
tehtdvaa ensin sijoitusongelmana, jolle haetaan ratkaisu (esim. unkarilaista menetelméaé kayttaen).



Ratkaisu ei kuitenkaan ole yleensa kaypa (esimerkiksi koostuu useasta irrallisesta reitista), jolloin
jaetaan ongelma alitehtaviin poistamalla saadusta ratkaisusta kussakin alitehtavéssa yksi alkio. Kukin
alitehtavista ratkaistaan jalleen sijoitusongelmana kunnes jossain haarassa saadaan kaypa ratkaisu,
minka jalkeen muita haaroja jatketaan niin kauan kuin on mahdollista saavuttaa vield parempi tulos.

Ké&sin tehtavid ratkaisuja varten on kehitetty menetelmén sovellus, joka eliminoi ratkaisuun
johtamattomat sivuhaarat jo menetelman kuluessa. On huomattava, etté lopullinen ratkaisu on aina
arvoltaan suurempi tai yhtasuuri kuin ensimmainen sijoitusmenetelmalla haettu ratkaisu.
Kauppamatkustajan ongelma LP-ongelmaksi muotoiltuna on muutoin aivan samanlainen kuin edella
esitetty sijoitusongelma, mutta liséksi sen on sisallettava ns. rengasehto eli alkioista on
muodostuttava verkossa yksi yhtendinen rengas.
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Vahennetaan riviminimit ja sarakeminimit. Lasketaan kullekin riville ja
sarakkeelle sakko, joka on toiseksi pienimman alkion (pienin on aina 0) arvo.
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Kullekin 0-alkiolle annetaan sakko (ylaindeksi), joka on Max {rivisakko,
sarakesakko}. Suurimman sakon saanut alkio otetaan kantaan (tdssa XCL) ja
samalla poistetaan matriisista vastaava rivi ja sarake. Kéanteisalkio (xLC)
eliminoidaan antamalla sille arvoksi M. Nain estetddn mahdollisuus palata samaa
reittid takaisin. Samalla tavalla estetddn myds pidempien silmukoiden
muodostuminen, siis antamalla M sellaisten valien arvoiksi, joita pitkin voitaisiin
palata syntyville reitille takaisin “litan aikaisin”.
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Sarakkeelle C ei jaényt yhtaan nollaa, joten vahennetaan sarakeminimi (2) ja
jatketaan pienentyneessa matriisissa kuten edelld. Nain jatketaan lisaa véleja
kantaan ottaen kunnes matriisi on supistunut ollen kokoa 2x2.
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Nain jatketaan lisada valej& kantaan ottaen kunnes matriisi on supistunut ollen
kokoa 2x2. Otetaan kantaan viimeiset kaksi valia ja saadaan kauppamatkustajalle
reitti, joka on esitetty kuvassa alla. Reitin pituus on 9 ja se voidaan luonnollisesti

Kiertad kumpaankin suuntaan.




Jos samaa tehtavaa lahdetaan ratkaisemaan sijoitusongelmana niin saadaan nelja
kantaratkaisua, joista kaksi on matriisin symmetrisyyden vuoksi samoja.
Kummankin jaljelle jadvan ratkaisun arvo on 9, mutta toinen ei ole kaypa
ratkaisu koska reitti ei ole yhtenainen (oikeanpuoleinen kuva alla). Branch-and-
bound menetelméssé ratkaistaisiin seuraavaksi oikeanpuoleista verkkoa vastaava
matriisi kolmena eri sijoitusongelmana, joista kussakin on yksi kolmion ACL
valeistd eliminoitu antamalla sille matriisissa arvo M. Nain saaduista ratkaisuista
jatkuu haarautuminen edelleen alitehtaviin kunnes on saatu rengasehdon tayttava
verkko tai kun ratkaisun (ei valttdmaétta kaypa) arvo on suurempi kuin parhaan jo
saadun kdyvan ratkaisun. T4ssa nimenomaisessa tapauksessa prosessi pysahtyy
heti alussa sillda vasemmanpuoleinen verkko on ratkaisuna kdypa ja sen arvo on
Jjo véhintaan yhta hyva kuin mika menetelméa jatkamalla voitaisiin saavuttaa.
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Lyhimmén polun ongelma



Kauppamatkustajan ongelmassa oli tavoitteena 10ytaa verkossa lyhin
sellainen polku, joka kdy verkon jokaisessa solmussa ainakin kerran ja
palaa sitten lahtosolmuun. Téllainen suljettu polku muodostaa siis
verkossa silmukan.

Lyhimman polun ongelmassa ei palata takaisin lahtOpisteeseen vaan
tavoitteena on 16ytaa lyhin polku kahden eri solmun valilla. Toinen ero
kauppamatkustajan ongelmaan on se etta verkon kaikissa solmuissa ei ole
tarpeen kayda.

Erés paljon kaytetty tapa hakea verkosta lyhin polku on kayttaa Dijkstran
algoritmia. Ratkaistaan lyhin polku seuraavasta verkosta Dijkstran
algoritmin avulla.



Verkko




Aloitetaan solmusta A merkitsemalla sille pysyva tunnus (alleviivattu luku), joka
on 0. Etaisyysmatriisista katsotaan matka naapurisolmuihin.

A B CDEVFGHTIKL

c< OO0 OO ©O
1

ABCDEFGHIKL
Cleo| 1l | oo eal 2|3 | ce|eo| ea ool
D| 2|co|oo|eo] 1 ]|eo[3 |1 ]|es] oo]ee
I [oc|oo|ca|enl 213 |ce|3 | cgee|l




Vaihtuvista tunnuksista valitaan pienin pysyvaksi ja katsotaan jalleen matka
etaisyysmatriisista. Jos summa pysyvan tunnuksen arvo ja matka on pienempi kuin
vastaavalla solmulla aiemmin ollut vaihtuva tunnus niin summa sijoitetaan
vaihtuvaksi tunnukseksi.
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Valitaan jalleen pienin pysyvéksi tunnukseksi ja jatketaan néin loppuun saakka.
Téaten saadaan lyhimman polun pituus. Mité kautta lyhin polku kulkee selviaa
takaperin laskemalla. Verrataan ensin loppusolmun etéisyyksia vastaavien
pysyvien tunnuksien erotuksiin. Jos ne ovat samat niin solmu kuuluu lyhimpé&an
polkuun. Esimerkiksi loppusolmun L etaisyydet naapurisolmujen joukkoon
{H,1,K} ovat {4,1,2} ja vastaavat pysyvien tunnusten erotukset ovat 6-{3,5,6}=
{3,1,0}. Vertaamalla joukkoja ndhdaan etta erotus = etéisyys solmun | kohdalla
(=1). Tasté seuraa ettd solmu I kuuluu lyhimpaan polkuun. Seuraavaksi
tarkastellaan aivan samoin I:n naapurisolmuja ja néin jatketaan solmu solmulta
takaisin alkuun. On syytd muistaa etta lyhyimpia polkuja voi olla my6s useampia.
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Extra-asiana kaytiin lapl
muistiverkkojen rakennetta ja
toimintaa seka sosiometrisia
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PROPERTIES
Graph "sosioldc™ :

19vertices and 53 edges

2connected components

Girth 3

Minimum degree 1 and Maximum degree 10
Maximum Independant Set:alpha=7
Maximum Clique ;omega =7

Chromatic Number:khi=7







