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1. Johdanto

Minua on kummastuttanut se, ettd topologisista avaruuksista keskeiseksi erikois-
tapaukseksi nousevat metriset avaruudet. Kummalliselta tdmé& on vaikuttanut siksi,
ettd metristen avaruuksien rakenne perustuu suurilta osin reaalilukujoukon rakentee-
seen, kun taas topologiset avaruudet néayttiavit méadritelménsa puolesta olevan tay-
sin riippumattomia tésté rakenteesta. Siksi mieleeni johtui yrittad yleistdd metriikan
kéasitettd korvaamalla metrisen avaruuden reaaliarvoinen etéisyys toisenlaisella etéi-
syydelld, joka toteuttaa joitakin etdisyydelta luonnollisesti vaadittavia ominaisuuksia,
kuten mahdollisuus vertailla ja laskea yhteen etéisyyksia sekd nédihin ominaisuuksiin
liittyva kolmioepayhtalo.

Maarittelemélla sopivalla tavalla metriikan uudelleen onnistuin yleistaméaén mo-
nia metrisistd avaruuksista tuttuja tuloksia koskien topologian rakennetta, jatkuvia
kuvauksia seké topologisten avaruuksien metrisoituvuutta. Tietooni ei ole tullut, etté
tallaista teoriaa olisi kehitetty aiemmin, vaikka pidédnkin todennikdisend, etten ole
ensimmaéinen, jolle ajatus téllaisesta teoriasta on tullut mieleen. En ole myd&skaian
keksinyt teorialle minkéaénlaista sovellusta niin sovellusalojen kuin matematiikankaan
sisalta.

Tavallisessa analyysissd numeroituvasti darettomilla joukoilla on erityinen asema:
metrisen avaruuden pisteilld on numeroituva ympéristokanta, jonossa on numeroituva
médra alkioita, kompaktin joukon jokaisella avoimella peitteelld on numeroituvaa pie-
nempi (eli dérellinen) osapeite ja niin edelleen. Témén numeroituvan dérettomyyden
tilalle voidaan asettaa jokin suurempikin "dérettomyys” (suurempi kardinaali) ilman
ettd teorian rakenne kovinkaan paljoa muuttuu. Keskeiseksi tyokaluksi téllaisen teo-
rian rakentamisessa osoittautuvat ordinaaliluvut, ja niiden tarvittavat ominaisuudet
kuvaillaan lyhyesti ennen kuin metriikan yleistysta aletaan varsinaisesti késitella.

Tama tyo rajoittuu muutamien metristen avaruuksien keskeisiksi katsomieni omi-
naisuuksien yleistdmiseen. Yleistettyjen metristen avaruuksien teoriaa voisi kehittéa
vield enemmaénkin ja kenties yrittda samankaltaista yleistystéd johonkin muuhunkin re-
aalilukujen rakenteeseen perustuvaan teoriaan, vaikkei se tdméan opinnéaytetyon puit-

teissa mahdollista olekaan.
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2. Jarjestys ja metriikka
2.1. Jarjestys.

MAARITELMA 1. Joukon A jérjestys < on tdydellinen, jos kaikilla a,b € A on
a < b tai b < a, ja jos molempien epéayhtéloiden ollessa voimassa on a = b.

Joukon A jarjestys < on hywvd, jos se on tdydellinen ja jokaisella osajoukolla on
pienin alkio.

MAARITELMA 2. Kun joukolla A on tdydellinen jérjestys ja joukolla B hyvé jér-
jestys, tehdiin joukosta AP taydellisesti jirjestetty seuraavasti. Masritelldin kahden
eri alkion (eli joukolla B indeksoidun jonon) = = () ja y = () pienin eroava indeksi

Ny—y = min{b € B : x, # yp}.

Jos A on abelin ryhmi (tdmi tulee olemaan jatkossa aina tilanne), voidaan joukon A
nolla-alkioksi ottaa joukon A nolla-alkioista muodostuva jono. Télloin madritelldén
nollasta poikkeavan alkion z = (z3) pienin nollasta eroava indeksi

n, = min{b € B : x;, # 0}.

Joukon B hyvén jirjestyksen takia ndmé& minimit ovat olemassa joukossa B. Mé&a-
ritelldén jérjestys asettamalla x < y jos z,,_, < Yn,_,. Jos 1, = y, kaikilla b € B,
asetetaan r = y.

Tallaista jarjestysta kutsutaan leksikografiseksi jarjestykseksi.

Tarkastelun kohteeksi otetaan erityisesti joukkojen R* jirjestykset, missd A on
ordinaaliluku. Ordinaaliluvuista vain osa on tdmén teorian kannalta kiinnostavia;
asiaa kisitellddn kappaleessa 3.3. Joukko R* on vektoriavaruus, ja sen yhteenlaskua
ja nolla-alkiota merkitédéan tutulla tavalla.

2.2. Ordinaaleista ja kardinaaleista. Téssa tyossé ei ole tarkoitus tehdé huo-
lellista teoriaa ordinaali- ja kardinaaliluvuista. Niiden ominaisuuksia esitellddn téssé
vain sen verran, ettd niitd voidaan kayttda tyokaluina tutkittaessa topologisten ava-
ruuksien ominaisuuksia. Tarkempi késittely on esitetty mm. kirjassa [1]. Seuraavissa
tarkasteluissa valinta-aksiooman oletetaan olevan voimassa ilman eri mainintaa.

Jokainen hyvin jérjestetty joukko voidaan samaistaa ordinaaliin. Koska mééritel-
mén 2 joukolta B ei edellytetd muuta rakennetta kuin hyva jérjestys, otetaan jatko-
tarkasteluissa joukoksi B aina jokin ordinaali.

Kaksi hyvin jérjestettya joukkoa ovat jérjestysisomorfiset, jos niiden vililla on bi-
jektio, joka sdilyttaa jarjestyksen. Ordinaaliluvut voidaan tulkita jérjestysisomorfian
madraamiksi ekvivalenssiluokiksi. Sen sijaan joukkoisomorfian — joukot ovat joukkoi-
somorfiset jos niiden vililla on bijektio — ekvivalenssiluokat ovat kardinaalilukuja. Jou-
kon A kardinaalisuutta (eli ekvivalenssiluokkaa joukkoisomorfian mielessid) merkitdin
|Al.

Ordinaali o voidaan aina tulkita joukoksi, joka koostuu kaikista sitd pienemmista
ordinaaleista, joten merkinnit f < «a ja f € « tarkoittavat tdsmilleen samaa kaikilla
ordinaaleilla o ja §. Kaikkien ordinaalien kokoelmasta syntyy aito luokka, mutta jos
ordinaaleista muodostetulla luokalla B on yldraja $, on B C S+1; nédin B on joukko ja
se perii ordinaalilta  hyvén jarjestyksen. Edelld kdytetty ordinaali S+ 1 on ordinaalin
[ seuraaja, joka voidaan tulkita siis joukoksi 8 U {3}.
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MAARITELMA 3. Olkoon a on mikéd tahansa &#reton ordinaali. Asetetaan or-
dinaaleista muodostuva joukko A, siten, ettd g € A, jos B < « ja on olemassa
kuvaus f : f — « siten, ettd kaikilla A € a on f(u) > A jollekin p € B. Ordi-
naali ¢f @ == min A, on ordinaalin « kofinaalisuus. Ordinaali v on sddanndéllinen, jos
cfa=a.

Téastd madritelméstd seuraa heti, ettei darettomalld sdannolliselld ordinaalilla ole
suurinta alkiota. Téaten jokaisen ordinaalin A € a seuraaja A + 1 kuuluu myo6s ordi-
naaliin o aina kun « on déreton ja sdannollinen.

Valinta-aksiooma todeksi olettaen voidaan kaikki joukot jirjestdé hyvin. Kardi-
naali k¥ voidaan samaistaa ordinaaleista muodostetun joukon {« : |a| = k} pienim-
péadn alkioon, jota kutsutaan kardinaalin ensimmaéiseksi ordinaaliksi. Télla samais-
tuksella kardinaali on sddnnollinen jos ja vain jos sen ensimméinen ordinaali on sité.
Adrellisten ordinaalien yhteydessé ei tavallisesti puhuta siannollisyydesté.

Saannollisille ordinaaleille tullaan tarvitsemaan erityisesti seuraavaa karakterisaa-
tiota:

LAUSE 4. Adreton ordinaali o on sddnndllinen jos ja vain jos jokaiselle kokoel-
malle {A; C oz 1 € I}, jolle |A;| < |a| kaikilla @ € I ja |I| < |a|, pdtee

U
el

TobisTus. Propositiot VIL.6.10 ja VII.6.11 kirjassa [1]. O

< |af.

2.3. Metriikka. Tavallinen metriikan késite perustuu reaalilukujoukon R raken-
teeseen, kun taas topologisen avaruuden méarittelevissa ominaisuuksissa ei ole vastaa-
vaa viittausta. Siksi tavoitteena on yleistdd metriikan ja metrisoituvuuden késitteité
niin, ettd ne vapautuvat yhteydestéd reaalilukuihin. Lauseessa 25 todetaan, etta té-
ma yleisyys saavutetaan seuraavalla méaaritelmallé, vaikka se asetetaan reaalilukujen
avulla.

Yleistetyille metrisille avaruuksille saadaan monia samoja ominaisuuksia kuin pe-
rinteisille metrisille avaruuksille. Lauseesta 36 ja sitd seuraavista huomautuksista seu-
raa, ettd l0ytyy yleistetylla tavalla metrisid avaruuksia, jotka eivit ole tavallisessa
mielessd metrisoituvia.

MAARITELMA 5. Olkoon X joukko ja a ordinaali (hyvin jarjestetty joukko). Ku-

vaus d: X x X — R on joukon X metriikka («-metriikka), jos se toteuttaa seuraavat
ehdot:

(1) d(x,y) > 0 kaikilla z,y € X

(2) d(x,y) = 0 tdsmélleen kun x =y

(3) d(z,y) = d(y, z) kaikilla z,y € X

(4) d(z,y) < d(x,z) +d(z,y) kaikilla z,y, z € X.

Tamé& madritelmé eroaa tavallisesta metriikasta vain siiné, ettéd etéisyyttd mita-
taan "muissa yksikoissé kuin reaaliluvuissa”. Kun o = 1, on a-metriikka tavallisessa
mielessd metriikka.



Maééritelladn luvut (joukolla « indeksoidut lukujonot) r* € R® siten, etti 7’2 =1
kun g = A ja Tli‘ = 0 muulloin — tdm&n muotoisia séteitd tullaan kayttdmadn tois-
tuvasti. Jonoindeksi kirjoitetaan aina alaindeksiksi, kun taas yldindeksilld erotetaan
toisistaan eri jonot. Niin siis luku rﬁ on jonon r* alkio kohdassa p € a.
Méaritelmén 2 mukaista pieninté eroavaa indeksid vastaavasti maaritellidin met-

risen avaruuden eri alkioille z ja y pienin eroava indeksi asettamalla

d _
nmy - nd(z‘,y)u

missé yhtélon oikealla puolella oleva n on mééritelmén 2 mukainen. Selvissa tilanteissa
voidaan metriikka d jattda merkitsemétta.

Koska o on hyvin jérjestetty, voidaan avaruuteen X = R® maéaritella a-metriikka
d madrittelemalld sen komponenttikuvaukset dy: X x X — R asettamalla d)(x,y) =
|z — ya| kaikilla A € a. On helppo tarkastaa, ettd tdmé on metriikka. Ilman eri mai-
nintaa kdytetddn tdssd avaruudessa aina tatd metriikkaa. Kaikki keskeiset esimerkit
muodostetaan néin valitsemalla ordinaali o sopivasti.

Metriikan avulla voidaan avaruuteen X maééritelld avoimet ja suljetut pallot seké
topologia. Topologian kannaksi tulee kaikkien avointen pallojen kokoelma.

MAARITELMA 6. Olkoon X topologinen avaruus® ja a ordinaali. Avaruus X on
a-metrisoituva jos avaruudessa X on a-metriikka, joka antaa saman topologian.

Erityisesti 1-metrisoituva avaruus on perinteisessd mielessd metrisoituva.

3. Metristen avaruuksien ominaisuuksia
3.1. Perusominaisuuksia topologisena avaruutena.
LAUSE 7. Kaikilla ordinaaleilla o on a-metrinen avaruus X sekd Ty ettd Ts.

TobisTus. Olkoot x ja y eri pisteitd avaruudessa X . On helppo néhda, etta pallot
B(x,d(x,y)/2) ja B(y,d(z,y)/2) ovat erilliset, joten X on T.

Olkoot A ja B avaruuden X epityhjid joukkoja siten, etti AN B = 0 = AN
B, ja osoitetaan, ettd niilld joukoilla on erilliset ympéristot. Koska AN B = ), on
jokaisella a € A palloympéristé B(a,r,), joka ei leikkaa joukkoa B. Samoin jokaisella
b € Bonr, € R siten, ettd B(b,ry) N A = 0. Selviisti V = J,c4 Bla,74/2) ja
W = Upea B(b,14/2) ovat joukkojen A ja B ympéristot. Ne ovat liséksi erilliset: Jos
nimittdin olisi x € VNU, niin joillekin a € A jab € Bolisiz € B(a,r,/2)UB(b,1,/2),
jolloin d(a,b) < d(a,z) + d(z,b) < 1,/2 + rp/2 < max{r,,r}, vaikka a ¢ B(b,r}) ja
b¢ Bla,r,). O

LAUSE 8. Kaikilla ordinaaleilla o > 1 on avaruudessa R yhteenlasku jatkuva ja
reaaliluvulla kertominen epdjatkuva kuvaus, joten R* ei ole topologinen vektoriava-
TUUS.

TobisTtus. Tutkitaan ensin yhteenlaskua. Topologian siirtoinvarianssin takia riit-
taa osoittaa, ettd kaikille origon palloympéristoille B(0,7), r € R* ja r > 0, 1oytyy
origon ympéristo A, jolle A+ A C B(0,r). Voidaan valita vaikkapa A = (0,r/2).

ISeuraavissa tarkasteluissa vaaditaan, etti topologinen avaruus on aina epétyhjé, ja ettd topo-
logian kanta ei sisdlla tyhjai joukkoa.
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Jos kertolasku olisi jatkuva, niin kaikilla a € R*, x € R ja ¢ € R*, ¢ > 0, loytyisi
sellaiset r € R* ja § € R, ettd B(x,0) - B(a,r) C B(za,¢). Kuitenkin, jos a; = 1
ja g1 = 0 (silti voidaan valita ¢ > 0 kunhan o > 1), niin kaikilla 6 € R\ {0} on
di(za, (x +d)a) = |da1| > 0 = ey, joten d(xa, (x + 0)a) > &. O

LAUSE 9. Kun « on ddreton ordinaali, niin jokaisella a-metrisoituvan avaruuden
pisteelld on ympdristokanta, jonka mahtavuus on korkeintaan |«|.

TobisTus. Jos joukossa « ei ole suurinta alkiota, niin pisteen x ympéristokan-
naksi kelpaa {B(z,7) : A € a}, silli kaikilla 6 € RY, § > 0, on 7t < §. Jos taas
A = max «, niin 16ytyy numeroituva ympéristokanta {B(x,s") : n = 0,1,...}, kun
asetetaan sy = 1/n ja s, = 0 kaikilla g < A. O

Tavallisista metrisistd avaruuksista tuttu separoituvuuden, numeroituvan ympé-
ristokannan ja Lindel6f-ominaisuuden yhteys yleistyy seuraavasti:

LAuse 10. Sdannollisilld ddrettomilla ordinaaleilla o pdtevdt a-metrisoituvassa
avaruudessa X seuraavat:

(1) Jos avaruuden X topologialla on kanta, jonka mahtavuus on |a|, niin ava-
ruudessa X on tihed osajoukko, jonka mahtavuus on enintdidin |c|.

(2) Jos avaruudessa X on tihed osajoukko, jonka mahtavuus on |al, niin topolo-
gialla on kanta, jonka mahtavuus on enintddin |«|.

(3) Jos avaruuden X topologialla on kanta, jonka mahtavuus on |af, niin jo-
kaisella avaruuden X avoimella peitteelld on osapeite, jonka mahtavuus on
enintddn |ol.

(4) Jos jokaisella avaruuden X avoimella peitteelli on osapeite, jonka mahtavuus
on enintddn |«|, niin topologialla on kanta, jonka mahtavuus on enintddn |c|.

TobisTus. Ensimméinen ominaisuus patee kaikissa topologisissa avaruuksissa.
Olkoon B avaruuden X topologian kanta. Jokaiselle joukolle A € B l6ytyy alkio
za € A. Joukko {z4 : A € B} on selvisti tihed ja korkeintaan yhtd mahtava kuin B.

Toinen kohta: Olkoon A C X tihed joukko, jolle |A| = |a|. Kokoelma B =
{B(a,7) : a € A,\ € a} on topologian kanta, silli jokaisella avoimella joukolla
U C X on sisépisteendén jokin a € A ja kaikilla ¢ € R, ¢ > 0, 16ytyy A € « siten,
ettd r < ¢, silld ddrettomsssi sidnnollisessi ordinaalissa o ei ole suurinta alkiota.
Lisiksi kokoelman B mahtavuus on korkeintaan |A x a| = |«|.

My6s kolmas kohta péatee kaikissa topologisissa avaruuksissa. Olkoon C' avaruuden
X avoin peite ja {B) : A € a} sen topologian kanta. Olkoon I C « niiden A € «
joukko, joille By C U jollekin U € C|, ja valitaan kaikilla A € I jokin U, siten, ettéd
B, C U, € C. Riittda endd osoittaa, ettd {Uy : A € I} on avaruuden X peite. Olkoon
x € X miké tahansa piste. Se kuuluu sisépisteené johonkin U € C, joten 16ytyy A € «
siten, ettd o € By C U. Siispi A € I jax € Uy C U,¢; Uy

Lopuksi neljis kohta: Lauseen 9 todistuksessa konstruoitiin joukko {r* € R*: i €
I}, jolle |I] < || ja kokoelma {B(z,r") : i € I} on pisteen x € X ympéristokanta.
Kun kiinnitetdén ¢ € I, niin {B(z,r") : * € X} on avaruuden X avoin peite. Tasti
peitteestd 16ytyy oletuksen mukaan osapeite, jonka mahtavuus on enintdén |al, eli
16ytyy A; C X siten, ettd |A4;] < |a] ja {B(z,r%) : * € A;} on avaruuden X peite.
Yhdiste A = |J,o; A; on korkeintaan yhtd mahtava kuin «, ja on myds helppo niahda,
ettd se on tihed. Siispi véite seuraa toisesta kohdasta. 0



LAUSE 11. Olkoon X Ts-avaruus ja k kardinaali. Oletetaan, ettd avointen joukko-
jen By, j € J, leikkaus on avoin aina kun |J| < k ja jokaisella avaruuden X avoimella
peitteelld on osapeite, jonka mahtavuus on enintddn . Tdlloin X on T).

Tobistus. Olkoot E ja F' erillisid suljettuja joukkoja. Ne voidaan olettaa epé-
tyhjiksi. Koska X on Ts, 16ytyy kaikilla e € E ympéristo U, siten, ettd F C (X \U,).
Samoin 10ytyy kaikille f € F' ympéristo Vy, jonka sulkeuman komplementti siséltdd
joukon F. Koska

C={X\(FEUR)}U{U.:ec E}U{V;: feF}
on avaruuden X avoin peite, on silld vaaditun peiteominaisuuden vuoksi alipeite
C'={X\(EUF)}U{U., : A€ atU{V; : X € a},

missé jokainen ey € F ja fy € F, ja a on kardinaalin x ensimméinen ordinaali.
Jokaisella A € a mééritellddn joukot

A/\ = UeA \ vau ja

p<A

B, =V, \JT.,.

p<A

Koska ylla olevien mééritelmien yhdisteet sisdltavét kardinaalia x pienemmén méaran
suljettuja joukkoja, ovat kyseiset yhdisteet vaaditun avointen joukkojen leikkausomi-
naisuuden vuoksi suljettuja. Niinpé jokainen A, ja B, on avoin, joten joukot

A:UA)\ ja B = UB)\

A€a AEa
ovat joukkojen F ja F ympéristojd. Namd ympéristot ovat lisdksi pistevieraita; jos
nimittdin ¢ < A, niin B, C X \ A,, joten Ay N B, = 0 ja samoin myds tilanteessa
p > X saadaan Ay N B, = 0. O

LAUSE 12. Olkoon « ddreton sddnnéllinen ordinaali ja X «-metrinen avaruus.
Kun |I| < |a| ja {B; : i € I} on kokoelma avaruuden X avoimia joukkoja, niin
B = (Ve Bi on avoin.

TobisTtus. Valitaan mielivaltainen x € B ja etsitddn sen ympaérille avoin pallo.
Kaikilla 7 € I 16ytyy s* € R?, s' > 0, siten, ettd B(z,s') C B;. Koska ny € a kaikilla
i € I, niin voidaan maaritella n = sup{ng : i € I} < a. Koska a on sdénnollinen ja
|I| < |a|, niin n < « ja vielipid n + 1 < a. Nyt B(z,r"™!) siséltyy kaikkiin palloihin
B(x,s%). O

LAUSE 13. Olkoon x € X piste topologisessa avaruudessa ja k, pienin sellai-
nen kardinaali, jonka kokoinen ymparistékanta pisteelld x on. Jos kardinaali k, on
sadnnollinen ja ddreton sekd o sen ensimmdinen ordinaali, niin seuraavat ovat yhtd-
pitavid:

(1) Pisteelld x on ympdaristokanta {Uy : X € a}, jolle Uy C U, aina kun A > p.
(2) Kun {V; :j € J} on kokoelma pisteen x ympdristiji ja |J| < kg, niin  on
leikkauksen (e, V;j sisdpiste.

Suunta (2)=(1) patee myds ilman kardinaalin saannéllisyyttd.
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TobisTus. Olkoon A, sellaisten kardinaalien k joukko, etté pisteelld x on ympé-
ristokanta, jonka mahtavuus on k. Koska jokaisella pisteelld on ympéristokanta, eika
se voi olla suurempi kuin koko avaruuden topologia, on A, epétyhji joukko. Kardi-
naalien hyvén jérjestyksen takia voidaan mééritelld kardinaali x, = min A,.

(2)=(1): Kardinaalin x, mééritelmén perusteella on olemassa ympéristokanta
{Ux : A € a}. Médritelldén joukot Vy = int(1),_, U,. Koska A < «, on ominaisuuden
(2) takia jokainen V) pisteen z ympéristo. Lisdksi joukot V) ovat selvisti vaaditulla
tavalla sisdkk&in.

(1)=(2): Olkoon {U, : A € a} kohdassa (1) mainittu ympéristokanta ja {V; : j €
J}, |J| < |al, kokoelma pisteen x ympéristoja. Jokaisella j € J on A(j) € « siten,
ettd Uy C V. Asetetaan pu = sup{A(j) : j € J}. Koska o on séénnéllinen ordinaali,
niin g < a. Nyt selvisti U, siséltyy kaikkiin joukkoihin Vj, joten z on leikkauksen
;s V; sisipiste. O

HuomAuTUS 14. Jos X on a-metrinen avaruus, niin molemmat lauseen 13 ehdot
tayttyvat, mutta ndin ei kdy kaikissa topologisissa avaruuksissa. Ylinumeroituvan
joukon X kofiniitti topologia tarjoaa vastaesimerkin: silloin x, > N; kaikille x € X
mutta avointen joukkojen numeroituvasti darettomét leikkaukset eivit aina sisdlla
sisdpistetta.

LAUSE 15. Olkoon x € X piste Ti-avaruudessa ja k, kuten lauseessa 13. Jos
pisteelld x on lauseen 13 ominaisuus (2), niin Kk, on sama myds kaikissa avaruuden
X aliavaruuksissa, joissa x ei ole isoloitu.

TobisTtus. Olkoon Y C X aliavaruus, joka siséltad pisteen x. Madritelladn kardi-
naali 7, samoin kuin k., mutta aliavaruudessa Y. Piste  avaruuden Y alkiona perii
ympéristokannan avaruudesta X, joten 1, < k,. Oletetaan sitten, ettd n, < K, eli
ettd pisteelld x on ympéristokanta B avaruudessa Y siten, ettd |B| < k,. Jokaista
U € B vastaa avoin Vi C X siten, ettd Vy NY = U, ja koska leikkaus ﬂUeB Vi on
avoin avaruudessa X, on leikkaus ﬂUe 5 U avoin avaruudessa Y. Koska T;-avaruudessa
pisteen z ympéristokannan leikkaus on {z}, on z € Y isoloitu. Siispé, jos z € Y ei
ole isoloitu, on 7, = K,. O

Esitetdan vield joitakin a-metristen avaruuksien keskeisia topologisia ominaisuuk-
sia, jotka todistetaan mychemmin:

HuomauTUus 16. Olkoon « sddnnollinen ordinaali — lauseen 30 mukaan niin voi-
daan aina olettaa.

Lauseessa 32 todistetaan, etté jokaiselle a-metriselle avaruudelle X voidaan valita
seuraavassa mielessé sisikkéinen topologian kanta B: kaikille By, By € B pétee B N
B; = Q), B; C B, tai By C By.

Liséksi lauseessa 25 todistetaan, ettd a-metrisoituvan avaruuden X a-metriikka
d voidaan aina valita siten, ettd dy(x,y) € {0,1} kaikilla z,y € X ja A € a. Télléin
jokainen avoin pallo B(z, ) on suljettu: jos nimittdin y € X\ B(x,7), niin B(y,r*)N
B(x,r*) = (. Koska pallot B(z,r"), z € X ja A € «, muodostavat avaruuden X
topologian kannan, saadaan seuraava lause.

LAUSE 17. Kun « on ddreton ordinaali, niin jokainen a-metrisoituva avaruus on
nollaulotteinen.



3.2. Jonot ja kompaktisuus. Téssd kappaleessa yleistetdéan jonon késitetta ja
tarkastellaan sen avulla Lebesguen peitelauseen, jonokompaktisuuden, kompaktisuu-
den ja Bolzano—Weierstrass-ominaisuuden yleistyksié.

MAARITELMA 18. Kun « on ordinaali ja X joukko, niin indeksoitu pistejoukko
{z) € X : X\ € a} on a-jono joukossa X. Tavallisten jonojen tapaan voidaan kiayttaa
a-jonolle merkintaa ())xea-

Jos X on topologinen avaruus, niin a-jono (,)ea Suppenee kohti pistetta z € X,
jos kaikilla pisteen x ympéristoillda U on indeksi py siten, ettd z, € U aina kun
A Z My -

Kun J C « on epityhja osajoukko, niin a-jonolle voidaan mééritella osajono
(x);es. Koska ordinaalin osajoukko voidaan aina samaistaa johonkin ordinaaliin, on
myo0s osajono edelld méaritellyssa mielessé jono, joskin mahdollisesti eri indeksiordi-
naalilla. Jos osajoukkoa J C a vastaava ordinaali on « itse, on (x;);es kofinaalinen
0sajono.

HuoMAuTUS 19. Kun o = w, niin edellinen mééritelmé antaa tavallisen jonon ja
sen suppenemisen késitteet. Jos sen sijaan ordinaalilla o on suurin alkio, niin a-jono
suppenee kohti viimeisté pistettain.

On myo6s helppo néhda, ettd Ty-avaruudessa jono voi supeta vain yhta pistettd

kohti.

LAuseE 20. Olkoon « ddreton sddnnollinen ordinaali ja X «-metrinen avaruus.
Jos B < a, niin B-jono (zx)rep suppenee avaruudessa X vain jos se on vakiojono
jostain indeksistd alkaen.

TobisTus. Oletetaan, ettd [-jono (xy)rep suppenee kohti pistettd z € X. Voi-
daan olettaa, ettei joukossa 3 ole suurinta alkiota; muuten [S-jono on vakiojono vii-
meisesté indeksistéd alkaen ja suppenee kohti viimeisté alkiotaan. Pisteelle x saadaan
ympéristokanta {B(z, ) : A € al.

Suppenemisen takia on jokaisella A € o indeksi p()\) € 3 siten, ettd xz, € B(z,r?)
kaikilla v > p(A). Néin tulee médritellyksi kuvaus p: o — (. Valitaan jokaiselle
A € p(a) luku n(A) € « siten, ettd pu(n(A)) = A. Maaritelldén sitten ordinaali v =
sup{n(A) € a: X € p(a)}. Koska p(a) C f < a, niin |u(a)| < |a|. Téten ordinaalin
a sddnnollisyyden takia on v < a.

Ordinaalin v mééritelmésta on selvéd, ettd x) € B(x,r") kaikilla A > u(v), olipa
v € o miké tahansa. Koska {B(z,r") : v € a,v > pu(7)} on pisteen x ympéristokanta
ja sen leikkaus siis {2}, niin zx € (¢, 5.0 Bl 1) = {2} kaikilla A > p(v), eli
tarkasteltava -jono on vakio indeksistéd p(y) alkaen. O

LAUSE 21. Olkoon « ddreton sdadnnéllinen ordinaali ja X sellainen a-metrinen
avaruus, ettd jokaisella sen a-jonolla (x))rea 0n suppeneva kofinaalinen osajono. Ol-
koon {U; C X : j € J} mikd tahansa avaruuden X avoin peite. Silloin on olemassa
0 € « siten, ettd kaikilla x € X loytyy j. € J siten, etti B(x,r%) C U;,.

Tobistus. Tehdéain vastaoletus, ettd mikéén 6 ei toteuta vaadittua ehtoa. Siispa
jokaisella A € a 16ytyy ) € X siten, ettd B(zy,r*) € U; kaikilla j € J. Oletuksen
mukaan jonolla (z))aeq On suppeneva osajono. Supetkoon tdmé osajono kohti pistetté
x € X. Koska joukot U; peittévit koko avaruuden, 16ytyy ¢ € J siten, ettd x € U, ja
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koska U; on avoin, 16ytyy p € « siten, ettd B(z, 2r*) C U;. Koska on olemassa pistee-
seen  suppeneva osajono eiké sen osajonon indeksijoukon mahtavuus voi lauseen 20
nojalla olla alle |a|, 16ytyy osajonon piste z,, v > p siten, ettéd x, € B(x,r*). Télloin

B(z,,r") C B(zy,, ) C B(z,2r") C U;
vastoin vastaoletusta. O

LAUSE 22. Olkoon « ddreton sadnnollinen ordinaali ja X a-metrinen avaruus.
Talloin seuraavat ovat yhtdpitdvid:

(1) Jokaisella avaruuden X a-jonolla (x\)rea on suppeneva kofinaalinen osajo-
no.

(2) Jokaisella avaruuden X avoimella peitteelld on alipeite, jonka koko on aidosti
vahemmdn kuin |c.

(3) Jokaisella avaruuden X osajoukolla A, jolle pitee |A| > ||, on kasautumis-
piste avaruudessa X .

TobisTus. (1)=(2): Olkoon {U; C X : j € J} miké tahansa avaruuden X avoin
peite. Tehdaéin vastaoletus, ettei vaadittua alipeitettd ole olemassa. Olkoon # € «
lauseen 21 mukainen ordinaali. Muodostetaan seuraavaksi a-jono (z))xeq. Jokaisella
A € aon ) € J siten, etté B(a:)\,re) € Uj,. Valitaan miké tahansa z; € X ja kaikilla
A > 1 valitaan jokin z € X \ U,., U, — yhdiste U,., Uj, ei ole vastaoletuksen
mukaan koko X. Niin saadun jonon kahden eri pisteen etdisyys on vihintéin 2r?,
joten on selvii, ettei jonolla voi olla suppenevaa kofinaalista osajonoa. Tamé on
ristiriita.

(2)=-(3): Olkoon A C X osajoukko, jolle pitee |A| > |a|. Tehdééin vastaoletus,
ettei silld ole kasautumispisteitd. Télloin kaikilla x € X on sdde p, € a, jolle AN
B(z,r#=) \ {z} = 0. Naméi pallot muodostavat avaruuden X avoimen peitteen, joten
voidaan valita L C X siten, ettd |L| < |a| ja X = |J,o, B(x,7#*). Nyt kuitenkin
|A\ L| > |a, joten jollain x € L onkin B(z,r**) N (A\ L) # 0, miké on ristiriidassa
siateen r#* valinnan kanssa.

(3)=-(1): Olkoon (x))xecq jokin a-jono avaruudessa X. Jos joukolle A = {z): \ €
a} patee |A| < |af, niin 16ytyy osajono, joka on vakio. Jos |A| = |a/, niin on olemassa
joukon A kasautumispiste © € X. Muodostetaan jono (yx)ico asettamalla aluksi
Y1 = T, missd v = min{\ : z, # x}. Médritellddn kaikilla A\ € a, A > 1, siide p* =
min {7, inf{d(z,y,) : p < A\}} —lauseen 12 nojalla tdmé séde eroaa nollasta, kunhan
Yy, # x kaikilla u < \. Valitaan sitten kullakin A piste yy € B(z, p*) \ {z}, jollainen
16ytyy, koska = on kasautumispiste. Jono (yx)xeo On selviisti suppeneva kofinaalinen
0Sajono. (

3.3. Erilaisten metrisoituvuuksien vertailua. Téssa kappaleessa tutkitaan,
milld ehdoin kaksi eri metriikkaa antavat saman topologian eli ovat ekvivalentit. Koska
metrisoituvan topologian kanta voidaan muodostaa kaikista palloista, voidaan topolo-
gioiden ekvivalenssi todistaa ndyttamaélla, ettd kummankin metriikan jokaisen pallon
sisdltd 10ytyy toisen metriikan (samankeskinen) pallo.

LEMMA 23. Avaruuden X mille tahansa a-metriikalle d loytyy ekvivalentti o-
metritkka o, jolle 6 > 0 kaikilla \ € a.
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TobpisTus. Kéyttden annettua metriikkaa d madritelldidn metriikka 0 siten, ettd
or(z,y) = dr(z,y) kaikilla X < ng, ja dx(z,y) = 1 +max{dy(z,y),0} kaikilla X\ > ng, |
kunhan = # y. Selviistikin niin méérittelemélli saadaan nf, = nd, kaikille x # .

Osoitetaan, ettd ¢ toteuttaa kolmioepayhtélon; muut metriikalta vaaditut ominai-
suudet silld on triviaalisti. Olkoot z,y, z € X kolme eri pistettd. Jos min{n,,,n,.} <
Ny, Niin selvésti 0(z, y) < d(x, z) + (2, y). Toisaalta on helppo todeta, ettd aina on
min{n,,, n,,} < ngy, silld d toteuttaa kolmioepéyhtélon. Jos n = ngy = ng, = ny,,
niin metriikan d kolmioepéyhtélosta seuraa

On(z,y) < 0n(x, 2) + 6n(2,y).

Jos téssé pétee yhtalo ja n ei ole joukon a viimeinen alkio, tdytyy tarkastella metriikan
komponenttia n 4 1. Télle saadaan

dns1(2,y) < dpy1(2, 2) + dnya(2,9)
= max{d,.1(z,y),0} < max{d,1(x,z),0} + max{d,,1(z,y),0}
=0p11(2,y) < Onr1(x, 2) + dnr1(2,y)
=4(z,y) < o(z,2) +(z,9).
Tarkasteltavaksi jaa vield tilanne n = ngy, = n,, < n,, = m. Talloin taas n:s ja

sitd aiemmat komponentit hoituvat metriikan d kolmioepéayhtélolla ja yhtdsuuruuden
vallitessa komponentissa n ja kun n + 1 € a saadaan kaikilla k, n < k < m,

d(z,y) < di(, 2) + di(z,y)
= max{di(z,y),0} < max{di(x,z),0} + dx(z,v)
=0c(z,y) < 0z, 2) + 0k(z,9),
silld 0x(z,y) = di(z,y) = 0, ja komponentille m
dn(,y) < dp(, 2) + di(2,Y)
= max{d(r,y),0} < max{d,,(z,z),0} + max{d,,(z,y),0}
=0 (2,y) < Om(2,2) + 0m(2,y),
joten d(x,y) < d(x, z) + (2, ).
Néytetddn sitten metriikkojen ekvivalenssi. Metriikan d pallon By(z,r) sisdén
mahtuu pallo Bs(x,r/2); pallo Bs(x,r/2) on toki hyvin méaéritelty, vaikkei etéisyyden

r/2 jokainen komponentti olisikaan positiivinen. Samoin saadaan séde puolittamalla
pallojen inkluusio toiseen suuntaan. U

LEMMA 24. Avaruuden X mille tahansa a-metriikalle d loytyy ekvivalentti o-
metritkka o, jolle 6y < 1 kaikilla \ € a.

TobisTus. Lemman 23 nojalla voidaan olettaa, ettd d) > 0 kaikilla A € a. Asete-
taan metriikan 0 komponentit siten, etti 6, (z, y) = min{dy(z, y), 1}. Kolmioepayhtalo
metriikalle § saadaan komponenteittain, silli reaaliluvuille a, b, ¢ € [0, 00) pétee

a <b+c=min{a,1} <min{b, 1} + min{c, 1}.
Muut metriikalle esitetyt vaatimukset o tayttda triviaalisti, joten se on todella met-
riikka.
Metriikkojen ekvivalenssi on helppo nédhdé: kaikilla x € X ja positiivisilla r € R
pétee By(z,r) C Bs(z,7) ja Bs(x,p) C Bg(x,r), kun asetetaan py = min{ry,1}. O
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LAUSE 25. Olkoon « sadnndéllinen ddreton ordinaali ja d jokin c-metriikka ava-
ruudessa X . Tallin on olemassa ekvivalentti a-metritkka 0, jolle dx(x,y) € {0,1}
kaikilla x,y € X ja X € a.

TopISTUS. Asetetaan §(x,z) = 0 ja &(x,y) = r" kun = # y. Tarkastetaan, etté
0 toteuttaa kolmioepayhtalon; muut metriikan ominaisuudet silla on selvasti. Olkoot
z,y,z € X eri pisteité. Koska d toteuttaa kolmioepéyhtilon, on min{ng,, nd } <n,.
Tasta padtelldan kolmioepayhtilo o:lle:

xz)

min{n? n;lz} < n;ly
:>max{r"gZ, r"gZ} > iy
=max{d(z,2),(y,2)} > o(z,y)
=0(z,2)+d(y, z) > 0(x,y).

Tarkastetaan vield a-metriikkojen d ja 0 ekvivalenssi. Koska o on séédnnéllinen, niin
A+ 1 € a kaikilla A\ € a. Koska selviisti Bs(z,r) D By(z,r**) ja By(z,r) D
Bs(z, r*1) kaikilla € X ja A € a, ovat metriikat ekvivalentit. O

HuoMAUTUS 26. Seuraavaksi todistettavan lauseen 30 perusteella riittaé tarkas-
tella a-metrisoituvuutta tilanteessa, jossa « on sdannollinen. Talloin lause 25 antaa
suoraan lemmat 23 ja 24.

LEMMA 27. Olkoon « ordinaali ja 8 kardinaalin |o| ensimmdinen ordinaali sekdi
X a-metrinen avaruus. Tdlloin on ordinaali v < B siten, ettd X on ~vy-metrisoituva.

Tobistus. Koska |a| = |f], niin on olemassa bijektio f : f — «. Maéritelladn
epatyhja osajoukko K C [ seuraavasti:

K:={\eB: f(u) < f(A) kaikilla pz < A}

Kuvauksella f on sellainen ominaisuus, ettd kaikilla A € a on pu € K siten, ettd
f(r) > A. Todistetaan tamé: Olkoon A\ € a. Méadritelldédn sitten A = {v € g : f(v) >
A}. Koska f on surjektio, on A epétyhja. Hyvia jarjestystd kiyttaen voidaan asettaa
p = min A. Selvéstikin p € K ja f(u) > .

Koska K on ordinaalin 8 osajoukko, se voidaan samaistaa johonkin ordinaaliin
~v < B. Injektiolla f voidaan K puolestaan samaistaa joukon « osajoukkoon L = f(K).

Olkoon sitten d avaruuden X a-metriikka. Osoitetaan, ettd metriikan d ne A-
komponentit dy, joilla A € L, méardavéit topologian téysin.

Olkoon =z € X ja olkoon p € R® positiivinen. Kuvaukselle f todistetun ehdon
mukaan 16ytyy A € L, jolle A > n,. Talléin B(z,p,, - ) C B(z,p). Niin ollen
avaruuden X topologian médrddmiseen riittavéit sellaiset etédisyydet p € R, joilla
vain L-komponentit eroavat nollasta.

Néin voidaan a-metriikka korvata topologiaa muuttamatta L-metriikalla. Koska
L voidaan samaistaa ordinaaliin v, on X ~y-metrisoituva. U

LEMMA 28. Olkoon « ddrettomdn epdasdadnnollisen kardinaalin ensimmdinen or-
dinaali. Jos X on a-metrisoituva, se on [-metrisoituva jollain < a.

TobisTtus. Ordinaalin « kofinaalisuus k£ = cf « on epésdéannéllisyyden takia ai-
dosti pienempi kuin «. Téll6in on olemassa ordinaali § = cf o < a ja funktio f: 5 — «
siten, ettéd kaikilla A € a on olemassa p € 8 jolle f(u) > A. Toistamalla lemman 27
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padttely — funktiolla f on siihen tarpeelliset ominaisuudet — ndhdéaan, ettd X on
[-metrisoituva. O

HuomAuTUs 29. Edelliset tulokset voi my6s yhdistdéd toteamalla, ettd jokainen
a-metrisoituva avaruus on cf a-metrisoituva.

LAuUSE 30. Olkoon a ordinaali ja X a-metrinen avaruus. Tdlloin pienin ordinaali
B, jolla X on B-metrisoituva, on sddannollinen.

TobisTus. Olkoon K niiden ordinaalien v < « joukko, joilla X on y-metrisoituva.
Koska K on hyvin jirjestetty, voidaan asettaa f = min K. Lemman 27 nojalla on
[ valttamatta kardinaalinsa ensimmaéinen, ja lemma 28 taas takaa sen, ettd [ on
sadnnollinen. O

SEURAUS 31. Jos ordinaalissa o on suurin alkio A, niin a-metrisoituva avaruus
X on 1-metrisoituva. Erityisesti ndin kdy kaikilla ddrellisilla ordinaaleilla .

TobIsTUS. Lemman 27 joukoksi L C a voidaan valita {A}. a-metriikan d kom-
ponentti d) antaa siis yksin 1-metriikan, joka on ekvivalentti metriikan d kanssa. [J

Todistetaan seuraavaksi huomautuksen 16 vaite:

LAUSE 32. Olkoon « ddreton ordinaali ja X a-metrinen avaruus. Tdalléin avaruu-
den X topologialla on sellainen kanta B, ettd kaikille By, By € B pdtee By N By = ),
B, C B, tai By C B;.

TobisTus. Lauseen 30 nojalla voidaan olettaa, ettd o on sédédnnollinen. Lauseen 25
nojalla taas voidaan olettaa, avaruuden X topologian antaa a-metriikka d, jolle
dx(z,y) € {0, 1} kaikilla z,y € X ja A € a. Topologian kannaksi kelpaa

B:={B(z,m):x € X,\ € al.
Olkoot By = B(xy,7) ja By = B(xy,r*?) timin kannan joukkoja. Vaihtamalla
tarvittaessa indeksit 1 ja 2 voidaan olettaa, ettd A\; > \y. Viite on selvé, jos z; = w9,
joten oletetaan, ettd xy # x,.

Tutkitaan tilannetta z1 ¢ Bs; talloin n,,,, < Ay. Olkoon y € X mikd tahan-
sa piste. Télloin kolmioepayhtélosta r™=iv2 < d(xy,22) < d(z1,y) + d(xe,y) seuraa
max{d(z1,y),d(z2,y)} > r"=ie2 > 22 Koska 72 > rM. Téten d(xq,y) > ™M tai
d(z2,y) > 12, joten ei voi olla y € By N By. Siispd By N By = ().

Tutkitaan sitten tilannetta 1 € By. Kaikilla y € B; pétee

d(y7 1’2) S d(xlu x2) + d(‘rlv y) < 7')\2,
—_——— —
<’I‘>‘2 <r>‘1 Sr>‘2
joten By C Bs. O
LAUSE 33. Jokainen w-metrisoituva avaruus X on I-metrisoituva.

TobisTus. Olkoon d avaruuden X w-metriikka. Lemmojen 23 ja 24 nojalla voi-
daan olettaa, ettd 0 < d;(z,y) < 1 kaikilla i € N; ordinaali w voidaan samaistaa
luonnollisten lukujen joukkoon N (valitaan téssia 0 € N). Médritellddn avaruuteen X
1-metriikka § asettamalla kaikilla z # y

O(x,y) = 27" (dn,, +1)
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ja d(z,x) = 0. Osoitetaan, ettd § toteuttaa kolmioepéayhtéilon; muut metriitkan omi-
naisuudet silld on selvésti.

Olkoot z,y,z € X eri pisteitd. Selviisti min{n,,,n,,} > ngy, silld d toteuttaa
kolmioepédyhtdlon. Jos n,, < ng,, niin havainnon 6(z,y) € (27"=v~1 27 "] avulla
saadaan

§(z,2) +6(z,y) > 271 40> 27" > §(z,y).
Olkoon sitten n = ngy, = ng, < ny, = m. Jos m < n, niin d,,(z,y) = d,(x, 2), ja siten
§(z,2) +8(z,y) = 8(z,y) = 27" Hdm(y,2) + 1) + 27" H(dpu(x, 2) — du(z,y)) > 0.
Jos taas m = n, niin

§(z,2) +0(z,y) — 0(x,y) = 27" Hdu(y, 2) + dn(z,2) + 1 — d,(2,9)) > 0,
T/

joten joka tapauksessa d(z, z) + d(z,y) — d(z,y) > 0.

Néytetdadn sitten metriikoiden ekvivalenssi. Olkoon z € X. Kaikille positiivisille
s € RN on Bs(z,2 ™) C By(z, s). My6s kaikille positiivisille ¢ € R 16ytyy n siten,
ettd 27" < ¢, jolloin By(z,r™) C Bs(x,¢). Néin saatiin avaruuteen X ekvivalentti
1-metriikka §. U

SEURAUS 34. Jos avaruus X on a-metrisoituva jollain numeroituvalla ordinaalilla
a, nin se on 1-metrisoituva.

TobisTus. Tama seuraa lauseista 30 ja 33, silld w on numeroituvista ordinaaleista
ensimmaéinen. U

HuomAuTUs 35. Lauseen 17 nojalla lauseen 33 tulos ei piade kddntden. Mikdan
yhtenédinen 1-metrisoituva avaruus ei nimittédin voi olla nollaulotteinen eiké siten a-
metrisoituva millddn ddrettomalld ordinaalilla .

LAUSE 36. Olkoot o ja B darettomid ordinaaleja siten, ettd o > 3 ja o on sddn-
nollisen kardinaalin ensimmdinen ordinaali. Jos X on [-metrisoituva avaruus ja sen
topologia e ole diskreetti, niin X ei ole a-metrisoituva.

TobisTus. Tehdéain vastaoletus, ettd X onkin a-metrisoituva. Avaruuden X jo-
kaisella pisteelld x on kuitenkin lauseen 9 mukaan ympéristokanta, jonka mahtavuus
on |A|. Lauseen 12 mukaan tdmén ympéristokannan leikkaus on avoin, mutta kuiten-
kin Ty-avaruudessa X on ympéristokannan leikkaus yksio. Siispd X on diskreetti. [J

SEURAUS 37. Jos avaruus X ei ole diskreetti ja se on a-metrisoituva jollain yli-
numeroituvalla ordinaalilla o, niin se on B-metrisoituva tdsmdlleen yhdelle kardinaa-
linsa ensimmdiselle ordinaalille 3.

TobisTus. Lauseen 30 mukaan X on S-metrisoituva jollekin kardinaalinsa ensim-
méiselle ordinaalille 8 eiké millekdén tdta pienemmélle ordinaalille. Lause 36 yleistyy
helposti myos tilanteeseen, jossa kardinaalien || ja |a| vilissd on sdénnollinen kardi-
naali. Jos v > /8 on kardinaalinsa ensimméinen ordinaali, pitee kardinaalin |3| seu-
raajakardinaalille |5]" selvistikin |3| < || < ||, joten X ei ole y-metrisoituva. [

HuomAuUTUS 38. Diskreetti topologinen avaruus X voidaan a-metrisoida kaikilla
ordinaaleilla «, kun valitaan jokin positiivinen vakio r € R® ja asetetaan eri pisteiden
etéisyydeksi r.
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HuomAuTUS 39. Kun « on sddnndéllinen ordinaali ja § < «, ei R® ole S-metrisoi-
tuva, sillda R® ei ole diskreetti. Erityisesti R“! ei ole 1-metrisoituva.

Yhteenvetona voidaan todeta, ettd metrisoituvuuden yhteydessa riittda tarkastel-
la sdénnollisia ddrettomia ordinaaleja o (seké diskreetissé tapauksessa ordinaalia 1) ja
rajoittaa metriikan komponentit joukkoon {0, 1}. Jotta etdisyyksid voidaan laskea yh-
teen ja vdhentdd toisistaan, voidaan a-metrisoituvan avaruuden metriikka maaritella
kuvauksena d: X x X — Z%. Koska alussa esityssid a-metriikan méaéritelméssa voi-
daan taten korvata joukko R joukolla Z metrisoituvuuden siitd muuttumatta, saatu
a-metriikan kisite ei siis perustu reaalilukujoukon R rakenteeseen.

3.4. Jatkuvat kuvaukset. Seuraavassa oletetaan, ettd a ja 3 ovat ddrettomia
saannollisia ordinaaleja.

LAUSE 40. Jos avaruus X on a-metrisoituva ja avaruus Y on B-metrisoituva ja
jatkuva kuvaus f: X — Y et ole lokaalisti vakio, niin o < 3.

Tobistus. Oletuksen mukaan on olemassa piste x € X siten, ettei kuvaus f ole
vakio missdéin pisteen x ympéristossid. Koska kuvaus f on jatkuva, 16ytyy jokaiselle
A € (B jokin p € « siten, ettd f(B(x,r*)) C B(f(z),r"). Niin siis saadaan kuvaus
w: 8 — a, jolle u = p(\) — voidaan liséiksi olettaa, ettd ¢(\) on pienin ordinaali, jolla
f(B(z, ™)) C B(f(x),r).

Koska kuvaus f ei ole vakio missdén pisteen x ympéristossé, on oltava

ﬂ B(xﬂa@()\)) = {JZ},

AEB

silld muuten joukolla ¢(B8) = {@(A) : A € [} olisi joukossa « jokin yldraja v ja
kuvaus f olisi vakio pallossa B(x,r"). Osoitetaan sitten, etté pallot B(z, r¢™), \ € 3,
muodostavat pisteen x ympéaristokannan.

Jokainen pisteen x ympaéristo U sisdltda jonkin pallon B(z,7), v € a. Koska
joukolla (/) ei ole yldrajaa joukossa a, on olemassa A € [ siten, ettd p(A) > v,
jolloin B(z,r¥#™) C B(z,r"). Koska jokainen pisteen x ympiristo U siis sisiltda
jonkin pallon B(z,7¢W), X\ € 3, on niiden pallojen kokoelma ympéristokanta.

Téamén ympéristokannan koko on |¢(f)|. Koska kuvaus f ei ole vakio missééin
pisteen x ympéristossé, ei x ole isoloitu piste. Lauseiden 9 ja 12 nojalla pisteen x
jokaisen ympéristokannan koko on |a|. Taten |a] = |o(5)] < |B], joten a < B. O

LAUSE 41. Oletetaan, etti avaruus X on a-metrisoituva ja avaruus Y on [3-
metrisoituva. Jos a < [, nin jokainen jatkuva kuvaus f: X —'Y on lokaalisti vakio.

TobisTtus. Tehdédan vastaoletus, etta téllainen kuvaus f 16ytyy ja valitaan piste
x € X, jonka missddn ympéristossd tama kuvaus ei ole vakio. Kuvauksen f jatkuvuu-
den takia voidaan muodostaa lauseen 40 tapaan kuvaus ¢: 8 — a.

Lauseen 40 tapaan nidhdaén, ettei joukolla (/) ole ylarajaa joukossa . Maéri-
telladn joukko

I={minp™" (1) : p € o, () # 0} C 5.

Téstd madritelméstd nikyy suoraan, ettd (1) = ¢(6) ja |I] < |al.
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Kuten lauseessa 40, padtellddn, etta

ﬂB r“o()‘ ) =A{z}.
Al

Koska 1] < |a] < || ja ordinaali § on sdannéllinen, niin joukolla I on olemassa jokin
ylaraja v € . Téalloin

( B(f(2),r*) > B(f(x),1").

A€l

Merkitéddn U == B(f(x),r”) C Y. Koska x on avoimen joukon f~'(U) sisipiste, on
olemassa p € a siten, etti B(z,r*) C f~1(U). Koska joukolla o(I) ei ole ylirajaa
joukossa «a, on jokin A € I, jolle p(A) > p. Kuitenkin ¢(A) on méiritelty siten, ettei
joukon B(f(x),r") alkukuva sisilli yhtiiéin sellaista palloa B(x,7"), jolla v < o()),
joten B(x,r*) ei sisilly alkukuvaan f~'(B(f(x),r*)). Koska U C B(f(x),r"), ei
B(z,r") voi mydskiin sisiltyd alkukuvaan f~(U), miki on ristiriita. O

SEURAUS 42. Olkoon avaruus X a-metrisoituva ja avaruus Y [-metrisoituva sekd
kuvaus f:X —'Y jatkuva. Jos f ei ole lokaalisti vakio, on o = f3.

TobisTus. Lause 41 estdd tilanteen o < 3 ja lauseesta 40 seuraa a < 3. Siispé
on oltava o = 3. dJ

LAUSE 43. Olkoot X ja 'Y a-metrisia avaruuksia sekd f: X —Y kuvaus. Tdlloin
seuraavat ovat yhtdapitivid:

(1) Kuvaus f on jatkuva.
(2) Kuvaus f on jonojatkuva: kun jono (xy)xrea Suppenee kohti pistettd x € X,
niin jono (f(xy))rea Suppenee kohti pistettd f(x).

TobisTus. (1)=(2): Olkoon p € a mielivaltainen. Osoitetaan, ettd on olemassa
sellainen v € a, ettd f(z)) € B(f(z),r*) kaikilla A > v, jolloin (f(x)))rca Suppenee
kohti pistetta f(z).

Koska piste z kuuluu avoimeen joukkoon f~!'(B(f(x), 7)), niin on olemassa v €
a siten, ettd B(z,r?) C f~1(B(f(z),r")). Jono (x))rea suppenee kohti pistettd z,
joten on olemassa v € a, jolle ) € B(x,r") kaikilla A > v. Talloin myos f(z)) €
B(f(x),r*) kaikilla A > v.

(2)=-(1): Tehddan vastaoletus, ettei kuvaus f olekaan jatkuva jossain pisteessi
x € X. Tillsin on olemassa p € « siten, etté kaikilla A € « pallosta B(x, ) 16ytyy
piste zy, jolle f(z)) ¢ B(f(x),r"). Selvésti jono (z))rea Suppenee kohti pistetté z,
mutta jonon (f(xy))req kaikki alkiot ovat pallon B(f(x),r*) ulkopuolella, joten se ei
suppene kohti pistetta f(x). O

4. Metrisoituvuus

Seuraavaksi tutkitaan, milla ehdoin topologinen avaruus on metrisoituva. Té&-
hén todistetaan osittaiseksi vastaukseksi Urysonin metrisointilauseen yleistykseksi
lause 48.

MAARITELMA 44. Olkoon « ylinumeroituvan kardinaalin ensimméinen ordinaali.
Merkitdan I = [0, 1]. M&aritelldén a-kuutio /% periyttamélld sinne metriikka avaruu-
desta R*. Kuution kantaympéristéiksi voidaan valita tulot J],., U, misséd on p € «
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siten, ettd Uy = {t} jollekin ¢t € I kun A\ < p ja Uy = I kun A\ > p — tdmén kannan
mahtavuus on |af.

LEMMA 45. Olkoon avaruus X T ja sielld erilliset suljetut joukot E ja F'. Tdlloin
on olemassa jatkuva kuvaus f:X — I siten, etti f(E) = {0} ja f(F)={1}.

TobisTus. Téaméi perustulos on esitetty mm. kirjassa [2]. O

LAUSE 46. Olkoon avaruus X Ty ja T, ja sen kanta {B; C X : j € J}, ja olkoon
a ylinumeroituvan kardinaalin |J| ensimmdinen ordinaali. Oletetaan lisiksi, ettd jo-
kainen leikkaus avoimia joukkoja, jonka mahtavuus on alle |J|, on avoin. Talloin X
votdaan upottaa kuutioon I.

TopisTus. Olkoon P niiden parien (i,5) € J x J joukko, joilla B; C B;. Selvisti
|P| < |J|, joten joukon P alkiot voidaan indeksoida siten, ettd P = {(ix,Jr) : A € a}.

Kaikilla A € « astetaan jatkuva kuvaus fy: X — I siten, ettd fi(B;,) = {1} ja
(X \ Bj,) = {0} — Urysonin lemman 45 mukaan téllainen on olemassa koska X on
T,. Ottamalla ndmé& komponenttikuvauksiksi saadaan kuvaus f: X — ¢

Kuvaus f on jatkuva: Olkoon x € X ja U miki tahansa pisteen f(x) ympéristo.
Téalloin on p € a ja joukot Uy C I, Uy = I kun A > p, siten, ettéd joukko U siséltaé
tulojoukon [T, ., Ux. Koska jokainen fy on jatkuva, 16ytyy kullekin A < 1 avoin joukko
Vi C X siten, ettd fi(Vy) C Uy. Leikkaus V' = ﬂkﬂ V) on pisteen x ympéristo ja
selvisti f(V) C [ ca Un.

Olkoot x,y € X kaksi eri pistettd. Talloin on Ty-ominaisuuden vuoksi 5 € J, jolle
xr € B; jay ¢ B;. Sddnnollisyyden nojalla taas 1oytyy i € J siten, ettd B; C B; ja
xr € By, joten (i,7) = (ix,jx) jollekin A € a. Nyt fi(z) = 1 ja fa(y) = 0, joten f on
injektio.

Olkoon g : f(X) — X kuvauksen f kddnteiskuvaus. Olkoon x € X ja U sen
ympéristo; osoitetaan, ettd loytyy V C I, jolle g(V N f(X)) C U. T4-ominaisuuden
takia 16ytyy A € a, jolle x € B;, ja B;, C U. Tallsin fi(z) = 1 ja joukko V =
[1,ca Vi missid Vi = (0,1] ja V,, = I muille i, on pisteen f(z) ympérist6 avaruudessa
I*. Koska kaikille y € g(V N f(X)) selvasti f(y) € V, niin f\(y) € (0,1], joten
y € B;, C U. Siispd g(V N f(X)) C U ja g on jatkuva. O

HuomAuTUs 47. Kardinaalin Xy tapaus lauseeseen 46 saadaan Urysonin upotus-
lauseesta, kun kédytetddn Hilbertin kuutiota I tulotopologialla.

LAUSE 48. Olkoon o ylinumeroituvan kardinaalin ensimmdinen ordinaali. Télloin
seuraavat ovat yhtdapitivid:

(1) X on T;- ja Ts-avaruus, jolla on kanta, jonka mahtavuus on |a, ja jokainen
leikkaus avoimia joukkoja, jonka mahtavuus on alle |c|, on avoin.

(2) X on a-metrisoituva ja silla on kanta, jonka mahtavuus on |a|.

(3) X woidaan upottaa avaruuteen 1.

TobisTus. Implikaatio (1)=(3) on todistettu padosin lauseessa 46 — T4-ominai-
suus seuraa vaadituista ominaisuuksista lauseiden 10 ja 11 perusteella. Koska I* on
méadritelmédn mukaan metrisoituva ja sen kannan mahtavuudeksi todettiin |a, niin
(3)=(2). Seuraus (2)=-(1) on taas a-metriikan yleinen ominaisuus. O

HuoMmAuUTUS 49. Tarkastellaan lopuksi yleisemmén topologisen avaruuden X met-
risoituvuutta. Avaruudessa X voi olla ei-isoloitu piste y, jolla on ympéaristokanta
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{U; : j € J,} ja sellainen ominaisuus, ettéd kaikki kardinaalia |.J,| pienemmét ympé-
ristojen leikkaukset sisdltavit ympériston, ja toinen piste x, jolla on samat ominaisuu-
det mutta eri joukolla J,. Jos |J,| # |J,| ja molemmat kardinaalit sattuvat olemaan
saannollisid, ei lauseiden 9 ja 12 perusteella voi olla mitddan ordinaalia «, jolle koko
avaruus X olisi a-metrisoituva.

Maaritelladn sitten x, kullakin x € X kuten lauseessa 13. T&lloin X jakautuu
pistevieraisiin aliavaruuksiin X, = {z € X : k, = k}, joiden metrisoituvuudelle ei
endd ole edelld kuvatun kaltaista estettd. Oletetaan sitten, ettd kukin X, on a(k)-
metrisoituva, kun «(x) on kardinaalin k£ ensimméinen ordinaali. Kiinnostavaa olisi
tarkastella, miten aliavaruuksien X, metriikat suhtautuvat koko avaruuden topologi-
aan ja voidaanko nadmé metriikat jatkaa koko avaruuden metriikoiksi tai luultavammin
semimetriikoiksi siten, ettd koko avaruuden X topologian voisi tuottaa niiden avul-
la. Tai kenties aliavaruus |J, ., X, on avoin avaruudessa X kaikilla saénnollisilld r -
néiden asioiden selvittdminen ja& ikéva kylla tdaméan tyon ulkopuolelle.
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