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OSA |
MAAPALLON GEOMETRIA



MAAPALLON MUOTO

- Minka muotoinen Maapallo on ja miten sen
VoIsI mitata?

- Miten Maapallon muotoa voisi kuvailla?

- Mita pinnan kaarevuus tarkoittaa pinnalta
itseltaan katsottuna?



KOLMIMITTAUKSEN IDEA

« Rakennetaan kolmioverkko.
- Mitataan perusviivan pituus.
« Mitataan kolmioiden kulmat.

- Yhdistetaan kolmiot ja piirretaan kartalle.






YHTEENSOPIVUUS

Mitatuista kolmioista yritetaan muodostaa
kartta, jossa mittasuhteet ovat taysin oikein.

Jos mittaus on riittavan tarkka tai alue rittavan
suuri, se ei onnistu.

Kartta menee ryppyyn!

Syy epaonnistumiselle: Maapallo on kaareva.



ASKARTELUESIMERKKEJA

- Limaa yhteen kolmioita, joissa on "liian paljon
kulmia”.

. Limaa yhteen kolmioita, joissa on "lian vahan
kulmia”.

- Levita paperi pallon ymparille.

. Levita paperi banaanin ymparille.



KAHDENLAISTA
KAAREVUUITA

« Pinta voi olla kaareva kahdella tavalla.

. Positiivinen kaarevuus: kun paperin levittaa
pinnalle, paperi menee ryppyyn.

- Negatiivinen kaarevuus: kun paperin levittaa
pinnalle, paperi repeaa.

- Maapallo on positiivisesti kaareva.



KAAREVUUDEN VAIHTELU

- Onko kaarevuus joka paikassa sama? Onko
Maapallo taysin pyorea?

- Onko kaarevuus suurempi paivantasaajalla
kuin navoilla? Onko Maapallo mandariini?

- Onko kaarevuus pienempi paivantasaajalla
kuin navollla? Onko Maapallo sitruuna®?

- Kaarevuus taytyy pystya kvantifioimaan.



KAAREVIEN PINTOJEN TEORIA

- Mika on kaareva pinta?

- Miten pinnan voi nahda ’sisaisesti” tal
”ulkoisesti”?

- Miten kaarevalla pinnalla mitataan etaisyytta
ja kulmia?

- Mika on suora viiva kaarevalla pinnalla?



DIFFERENTIAALIGEOMETRIA

- Euklidinen tasogeometria on koulusta tuttua
(unohdettua?), ja tasossa osataan laskea
etaisyyksia ja kulmia.

- Kun kaarevaa pintaa katsoo riittavan lahelta,
se nayttaa euklidiselta tasolta.

- Differentiaaligeometriassa voidaan tutkia mm.
etaisyyksia ja kulmia kaarevalla pinnalla
katsomalla hyvin lahelta.

- Pintoja tutkitaan sisalta pain.



KAHDEN KAYRAN VALINEN
KULMA

- Kuvittele kaksi pitkaa tieta Maapallon
pinnalla. Mika on niiden valinen kulma?

- Kun katsoo riittavan lahelta, tiet nayttavat
kahdelta suoralta tasossa.

- Kulma mitataan lopulta tasossa.















KAYRAN PITUUS

- Kuvittele pitka tie Maapallon pinnalla. Mika on
tien pituus?

- Jaetaan tie hyvin lyhyisiin patkiin.

- Kun patka on riittavan lyhyt, se nayttaa
jJanalta tasossa.

- Lasketaan naiden janojen pituudet yhteen.


















GEODEES

- Kuvittele pingottavasi lanka Maapallon
pinnalla kahden pisteen valille.

- Lanka asettuu niin suoraan kuin se on pintaa
vasten mahdollista.

- Suora viiva kaarevassa avaruudessa on
nimeltaan geodeesi.

- Lyhin tie tulee kulkemalla suoraan.






KOLMIO

- Nyt osaamme piirtaa kaarevalle pinnalle
kolmion: Valitaan kolme karkipistetta ja
piirretaan niiden valille suorat viivat.

- Mitataan kolmion sivujen pituudet, kulmat ja
pinta-ala.

- Tavallisessa tasogeometriassa kolmion kulmien
summa on 180°, mutta kaarevalla pinnalla se
voi olla muuta.

. Kaarevuus voidaan maaritella taman ilmion
avulla.



KAAREVUUS

kulmien summa - 180°

- Kolmion kaarevuus on K = pinta—ala

- Kaarevuus on poikkeama euklidisesta
geometriasta.

- Poikkeama on pieni, joten kulmamittauksen
pitaa olla tarkka.

. Kaarevuus maariteltin siis "teoreettisella
kolmiomittauksella™.



PALLON KAAREVUUS

- Jos pallon sade on R, sen kaarevuus on
K = 1/R.

- Jos sade on iso, kaarevuus on pieni.

- Maapallo on iso, ja siksi sen kaarevuutta on
valkea havaita lyhyilla etaisyyksilla.

- Kun palloa katsoo lahempaa, sen sade ikaan
kuin kasvaa ja kaarevuus pienenee. Siksi pallo
muuttuu lahelta katsottuna tasoksi (K = 0).



KAAREVUUS PISTEESSA

- Mita tarkoittaa kaarevuus yhdessa pisteessa? Mika
on Maapallon kaarevuus Jyvaskylassa?

- Kun katsoo lahelta, Maapallo vaikuttaa tasolta.
Kun katsoo vahan kauempaa (tarkemmin), se
nayttaa pallolta. Jos se nayttaa pallolta, jonka
sade on R, sen kaarevuus on K = 1/R.

. Siis:
kaarevuus pisteessa =
1

pinnalle parhaiten sopivan pallon sade

- Vaihtoehtoisesti voi tutkia oikein pienia kolmioita.






MAAPALLON PINNAN
MUOTO

- Onko Maapallo navoiltaan litistynyt?
- Onko kaarevuus navoilla pienempi?

- Ovatko kolmiot ”euklidisempia’” navoilla?









DIFFERENTIAALIGEOMETRIA

- Pinnan jokaiseen pisteeseen voidaan piirtaa
tangenttitaso.

- Tangenttitasossa voidaan tehda euklidista
geometriaa.

- Tama euklidinen geometria vaihtelee
pisteesta pisteeseen. Tama ’paikallisen
euklidisen geometrian” vaihtelu on
differentiaaligeometriaa.

- Differentiaaligeometrian panivat alulle Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) ja Bernhard
Riemann (1826-1866).



ETYMOLOGISIA
HUOMAUTUKSIA

- Geometria tarkoittaa alun perin maan
mittaamista.

- (Differentiaali)geometria on hyodyllista
Maapallon mittaamisessal

- Geodesia tutki maapallon kokoa ja muotoa.

- Geodeesi on suora viiva kaarevalla pinnalla.



STRUVEN JALANJALJILLA

- Maapallon pinnan geometria nykyaan hyvin
selvilla.

- Enaa sita el tarvitse mitata sisaisesti (pinnalla
pysyen), vaan sita vol mitata mya0s ulkoisest
(satelliitellla).

- Alka on ajanut kolmiomittauksesta ohi
tieteellisena menetelmana.

- Onko Maapallon geometriassa enaa mitaan
epaselvaa?



MAANJARISTYKSIA

- Kun tapahtuu maanjaristys, jaristysaallot
kulkevat planeetan lapi.

- Naiden seismisten aaltojen matka-aika
voidaan mitata.

- Voilko matka-aikoja mittaamalla selvittaa
planeetan rakenteen?






MAANJARISTYSAALLOT

- Aallot eivat kulje suoraan vaan kaartuvat kohti
pintaa.

- Reittien kaartuminen johtuu aanennopeuden

vaihtelusta. Aanennopeus kasvaa syvemmalle
mentaessa.

- Halutaan selvittaa aanennopeus Maan sisalla
matka-alkamittauksista.



UUSI NAKOKULMA

ldea: Aallot eivat kaarru vaan kulkevat
suoraan.

Seuraus: Geometria onkin epaeuklidinen.

Maapallo on kaareva kolmiulotteinen
avaruus.

Jos aanennopeus olisi kaikkialla sama, olisi
kaarevuus nolla.

Maapallon sisaosien geometria on
aanennopeuden vaihtelua.



SAMA IDEA AIEMMIN:
GRAVITAATIO

- Vanha nakokulma (Newton): Aurinko
alheuttaa voiman, joka saa planeetan
likkumaan kayraa rataa pitkin.

- Uusi nakokulma (Einstein): Aurinko tekee
avaruudesta kaarevan ja planeetta kulkee
suoraa rataa pitkin kayrassa avaruudessa.

- Fysikan geometrisointi on hyodyllista.



GEOMETRINEN ONGELMA

- Tliedetaan matka-ajat (etaisyydet) ja halutaan
selvittaa geometria.

- Ongelma on geometrinen!

- Pinnan geometria tunnetaan, sisaosien
geometriaa el taysin: Struven tyo kesken.

- Esimerkiksi: Riippuuko aanennopeus
suunnasta?

- Mittaukset pitaa tehda reunalta, sisaan ei
paase.

- Maapallon geometriaa tutkitaan tanaan.



ESIMERKKEJA
GEOMATEMATIIKASTA

- Matka-alkkatomografia.
- Maapallon varahtelytaajuudet.

- Miten kerrokset vaikuttavat matka-aikoihin ja
taajuuksiin?

- Maapallon sisaosien epasuora mittaaminen
matemaattisesti kuuluu inversio-ongelmien
alaan.



OSA Il
MIKSI MATEMAATIKKO
NAKEE SEINAN LAPI?



SUORA JA KAANTEINEN
ONGELMA

KAANTEINEN
SUORA ONGELMA ONGELMA
- Tiedetaan syy (esim. - Tiedetaan seuraus (esim.
rummun muoto) rummun aani)
- Pitaa paatella seuraus - Pitaa paatella syy (esim.

(esim. rummun aani) rummun muoto)



ONGELMA 1: ONKO LUU
MURTUNUT?

- Syy: Luut ja muu —
Ihmisen sisarakenne X PHILPS

- Seuraus: Rontgen-
sateiden
vaimeneminen
(Rontgen-kuvat eri
suunnista)




ONGELMA 2: MITA
MAAPALLON SISALLA ON?

- Syy. Maapallon Sumatra Earthquake: spectrum

Slsarake n n e Membach, 8G C021, 20041226 08h00-20041231 00h00
(mineraalit, niden | ‘ 1 | BRI
tiheys, kiderakenne, | ¥ ||
olomuoto...) [y i

- Seuraus: Maapallon ™| 4!
varahtelytaajuudet |V




ONGELMA 3: ONKO
BETONIPALKKI EHJA?

. Syy: Betonipalkin
sardt ja muut virheet %

WA

- Seuraus:
Betonipalkin
sahkonjohtavuus



KAANTEISONGELMAT

« Monia asioita ei vol tutkia suoraan. Pitaa
mitata epasuorasti — nahda jonkin seinan lapi.

- Naita kaanteisongelmia on paljon.
. Fysiikkka, laaketiede, teollisuus...

- Vaikeita matemaattisia ongelmia!



ONGELMA 1: ONKO LUU

MURTUNUT?

FYSIIKAN ONGELMA

Jos mitataan Rontgen-
sateen vaimeneminen
jokaisesta suunnasta,
voidaanko paatella
paikasta riippuva
vaimennuskerroin (el
kappaleen 3-ulotteinen
rakenne)?

MATEMATIIKAN
ONGELMA

Jos tunnetaan jonkin
(kolmiulotteisessa
avaruudessa maaritellyn)
funktion integraali kaikkien
suorien yli, voidaanko itse
funktio paatella?



ONGELMA 2: MITA
MAAPALLON SISALLA ON?

MATEMATIIKAN

FYSIIKAN ONGELMA ONGELMA

Jos tunnetaan Maapallon Jos tunnetaan reunallisen
kaikki varahtelytaajuudet, Riemannin moniston
voidaanko paatella Laplace-Beltrami-
aineen tiheys ja rakenne operaattorin Neumann-
Maan sisalla? spektri, voidaanko

paatella itse monisto?



ONGELMA 3: ONKO
BETONIPALKKI EHJA?

FYSIIKAN ONGELMA MATEMATIIKAN

ONGELMA

Voidaanko y € LY (Q) paatella jos
Voidaanko paatella tiedetaan
kappaleen (betoni tai ul.a, V- yVu
muu) sahkonjohtavuus ( 50 laQ)
tekemalla sen pinnalla kaikille u € W12(Q) jotka toteuttavat

jannite- ja virtamittauksia? yhtalon V - (yVu) = 0?



YHTEENVETO

- Fyysikko tal muu soveltaja nakee seinan,
muttel nae sen lapi ilman matemaatikkoa.

- Matemaatikolle nama seinat ovat hyvin
samanlaisia.



OSA I
KOONTI



KYSYMYKSIA

- Struven ketjun avulla voitiin mitata Maapallon
pinnan kaarevuuden vaihtelua. Mita se
tarkoittaa?

- Maapallo on positiivisesti kaareva. Mita se
tarkoittaa?

- Kaareva pinta alkaa nayttaa laakealta kun sita
katsoo lahelta. Mita se auttaa?

- TutkimustyO Struven jalanjaljissa jatkuu Maan
sisalla. Mita samaa ja eria siina on kuin Struven
tyossa?

- Struven tyon jatkaminen liittyy inversio-ongelmiin.
Mita ovat inversio-ongelmat?



|

KITOS!

Materiaalia ja lisatietoja:
http://users.jyu.fi/~jojapeil/
joonas.ilmavirta@jyu.fi



