SYMBOLINEN LASKENTA

JOONAS ILMAVIRTA

HARJOITUSTYON OHJE, SYKSY 2016

Harjoitustyo tehddédn vaiheittain. Myohemmét palautettavat tehtavit ra-
kentuvat aiempien péélle.

Tehtévat on jaettu tehtavipaketteihin. Numeroidut tehtaviapaketit 1-7 kay-
ddén lapi viikoittaisissa padteohjauksissa (harjoituksissa). Namé tehtavét tay-
tyy (l&dhes) kaikki tehd lopputyohon.

Liséksi on aakkosilla varustettuja vapaavalintaisia paketteja, joista voi valita
mieleisidén.

Muotoiluohjeita ja lisétietoja 16ytyy kurssin sivuilta:

http://users.jyu.fi/~jojapeil/opetus/symbolinen/

Lammittely. Ensimmaéisenéd palautetaan lammittelytehtédvé. Ota harjoitustyon
pohjaksi laadittu IXTEX-dokumentti kurssin sivuilta ja liséé sithen omat tietosi.
Kirjoita siihen, mitka suuntautumisvaihtoehdoista kiinnostavat sinua eniten ja
mihin aiot keskittya.

Laadi yksinkertainen ohjeiden mukaan muotoiltu Maxima-dokumentti (anna
kuvaava nimi, kuten SL_lammittely_sukunimesi.wxm), jossa on vahintdin
kolme tdysin vapaavalintaista tehtyé tehtdvad. (Tahdn ei lasketa ensimméisen
tehtavapaketin alun KTEX-tehtédvia. )

Puolikas harjoitusty6. Seuraavaksi palautetaan puolikas harjoitustyd. Sisally-
ta siithen tehtavépaketit 1-3 kokonaan sekéd valitsemasi vahintddn 5 muuta
tehtavaa.

Vertaisarvio. Saat luettavaksesi kahden muun opiskelijan puolikkaan harjoitus-
tyon. Anna niistd palautetta erikseen annettavien ohjeiden mukaan.

Lopullinen harjoitusty6. Lopullinen harjoitustyo sisdltéda tehtaviapaketit 1-7
seké valinnaisia tehtéviéd niin paljon, ettd tehtédvid on yhteensé ainakin 50.
Tehtévapaketeista 4-6 voit jattaa korkeintaan viisi pakollista tehtavaa viliin
jos ne tuntuvat liian vaikeilta. Korvaa télloin ne muilla tehtévilla.

Palaute. Jotta suoritusmerkinnén saa, taytyy kurssista antaa palautetta. Ohjeet
tulevat kurssin ldhestyessé loppuaan.

Palautettavat tiedostot. Jokaisessa palautettavassa harjoitustyon vaiheessa (lam-
mittely, puolikas, lopullinen) palautetaan kaksi tiedostoa:

e pdf-tiedosto, jonka teet HTEX:1la ja

e wxm-tiedosto, johon on koottu kaikki palautettavat Maxima-tehtévit.
1
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Varmista, ettd molempien tiedostojen nimessd kerrotaan sukunimesi ja se,
mistd harjoitustyon osasta on kyse.
Vertaispalautteen antamisesta ohjeistetaan myhemmin.

1. YLEISOHJEITA

e Yritd tehdd kunkin viikon tehtédvéit ennen pédteohjauksia. Jos tulee
ongelmia, osaat kysyé itsellesi hyddyllisempia kysymyksia opettajalta.

e Maximan dokumentaatiosta on paljon apua, vaikka se onkin paikoin
sekava. Jos klikkaat kirjoittamaasi Maxima-komentoa (vaikkapa ev) ja
painat F'1, saat ohjeen kyseisestd komennosta.

e Opetuksen péaattymisestd harjoitustyon palauttamisen aikarajaan on
reilu viikko aikaa. Tuolla viikolla kurssin molemmat opettajat ovat mat-
koilla, joten ohjausta saa rajoitetusti. Tee tehtévid ajoissal

e Luennoilla ei ole tiukkaa aikataulua. Toiveita, kysymyksia ja komment-
teja saa mieluusti esittaa.



Symbolinen laskenta Tehtavapaketti 1
Syksy 2016 Perustehtéavat

Kursiivilla merkityt sanat ovat vinkkeja Maximan Help -jéarjestelméan. Sii-
hen péésee késiksi Fl-napilla wxMaximassa. Tasalevyiselld kirjasinla-
jilla merkityt sanat ovat (Maximan omia tai kdyttdjin méérittelemia) ko-
mentoja tai symboleita/muuttujia. Paateviivattomalla kirjasinlajilla merkityt sa-
nat ovat wxMaximan valikkojen ja/tai alavalikkojen nimié. Muista strukturoi-
da dokumenttisi véliotsikoin ja kommentein, seké tallentaa se riittdvan usein.

Ensimmaéiset tehtavat liittyvat KTEX-ladontaohjelmaan. Niiden suorittami-
sesta ei tarvitse kirjoittaa palautettaviin suorituksiin mitéaén. Tosin tehtdvan
suorittamista tarvitset tehtdvien palauttamiseen. Nédiden tehtédvien tekeminen
omalla koneella vaatii ladontajérjestelmén asentamista, miké ei valttaméatta
suju ongelmitta. Opettajat koittavat auttaa — ja suosittelevat yliopiston ko-
neita.

Huomautus: Tésté tehtavapaketista voit ottaa lopulliseen harjoitustyhon
mukaan vain tehtavit [7-0]

1. BTpX. Etsi kurssin sivuilta tiedosto karvalakki.tex ja tallenna se johonkin
omaan kansioosiE]. Avaa TeXworks—ohjelmaH ja avaa tdmé tiedosto kyseisel-
14 ohjelmalla. Témé& on karvalakkiversio IXTEX-dokumentista. Valitse vihredn
nuolen vierestd alasvetovalikosta "pdfLaTeX”. Paina vihredd nuolta ("type-
set”), ja TEX luo sinulle pdf-tiedoston. Kansioosi ilmestyy kasa karvalakki-
tiedostoja, joista yksi on karvalakki.pdf, jonka pitdisi aueta automaattisesti.
Olet luonut ensimmaéisen IXTEX-dokumenttisi!

2. BTEX. Tee edelliseen tiedostoon muutoksia. Kirjoita "Moi!”-kohtaan liséiksi tai
tilalle pari sanaa muuta tekstid. Lisdd myos $f (x)=\sin"2x$. Paina vihreda
nappia ja saat uuden pdf:n.

3. BTEX. Etsi kurssin sivuilta tiedosto ht-pohja.tex. Muuta ensin tiedoston
nimi nimi muotoon ht-sukunimesi.tex, missi on oma sukunimesi ilman &4k-
kosia. Avaa tiedosto TeXworksilla. Tee siitd tuttuun tapaan pdf-tiedosto.

Lue tdmé tiedosto ja muokkaa sinne omat tietosi. Taméa pdf-tiedosto pi-
tad palauttaa harjoitustyon joka vaiheessa. Tiedosto venyy hiljalleen kurssin
mittaan.

4. Kéaynnistd wxMaxima, kirjoita ikkunaan laskutoimitukseksi vaikka 1+1, paata
syoterivi puolipisteeseen ( ; ) ja suorita laskutoimitus (=paina (shift)+(return)
tai (enter)).

IT4t4 kurssia varten kannattaa luoda omalle U-asemalle kansio, koska tiedostoja tulee.
2Muitakin editoreita saa kayttdda. On kuitenkin kdtevai, ettéd editorista voi suoraan kés-
kyttdd kddntajaa.
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Laske vaativampia laskutoimituksia, vaikkapa suuria kertolaskuja ja potens-
siin korotuksia. Kertolaskuun tarvitset merkin * (returnin vieressi) ja potens-
siinkorotukseen ~ (=aksenttimerkki vélilyontimerkin péélle, tai **).

Laske ensin lukujen % ja % summa ja tulo, ja sitten saadun tulon kolmas po-
tenssi. Viimeisimpédn tulokseen voi viitata symbolilla % ja aiempiin muodossa
%on, missd n on tulosrivin numero, tai muodossa %th(n), missi n = 1 viittaa
viimeisimpéiin tulokseen, n = 2 toiseksi viimeiseen, jne. (Engl. n'® — n:s.)
Téllaiset viittaukset ovat sikéli vaarallisia, ettéd ne viittaavat helposti vééarin
tallennetuissa dokumenteissa. Siksi niiden kayttod harjoitustyossé ei suositella.

Avaa Help-valikosta Maxima Help. Valitse hakutavaksi Index. Kirjoita hakusa-
naksi numer; lue dokumentaatio, ja laske piille %p: likiarvo.

Likiarvon voi laskea myo6s komennolla float
float (lauseke)
ja suurtarkkuuslikiarvon komennolla bfioat (float<floating point, bfloat«+big
float). Tarkkuus ilmaistaan muuttujalla fpprec («<floating point precision):
bfloat(lauseke), fpprec:tarkkuus.

Laske piin likiarvo 100 numeron tarkkuudella. Entd 1000 numeron?

Katevampi tapa kidyttaéd aiempia tuloksia myohemmissé laskuissa on nimeté
tarvittavat suureet. Suure lauseke tallennetaan muuttujaan nimi kaksoispis-
tesijoituksella, nimi:lauseke (ks. Help—Index— : ).

Anna luvuille % ja % nimet lukul ja luku?2, laske nditd nimid kayttden luku-
jen summa ja tulo samalla nimeten tulokset nimille summa ja tulo. (Aikkosii
nimeémisessi on syytd valttdi.)

Laske tulon kolmas potenssi, ja edelleen lisdéd tdhéan aiemmin saatu summa.
Laske lopuksi tuloksesta likiarvo.

. Tarked. Lauseke, jonka arvoa edelld on laskettu, on tutummassa matemaat-

tisessa muodossaan (zy)® + z + y. Jos muuttujiin = ja y ei haluta sitoa ar-
voja, voidaan néistd muuttujista riippuvan lausekkeen z arvo laskea pisteessé
x = a jay = b laskea komennolla ev(z, x=a, y=b). (ev<—evaluate, laske
arvo). Vaihtoehtoisesti voi kiyttdd komentoa subst ([x=a, y=b], z).

Laske lausekkeen (zy)® + = + y arvo komennon ev avulla, kun z = 1/8 ja

y=3/5.



10. Kayttoliittyméastd wxMaxima. Siirry dokumentin alkuun, klikkaa osoi-
tin aivan ensimméisen syotesolun ylapuolelle (merkiksi pitéisi ilmestyd ohut
ikkunan levyinen vaakaviiva).

Valitse Cell—Insert Title Cell ja annan dokumentillesi otsikko Symbolinen
laskenta, harjoitus 1.

Klikkaa osoitin aivan otsikkosolun alapuolelle, ja valitse Cell—Insert Sec-
tion Cell. Namé valiotsikkosolut wxMaxima numeroi automaattisesti. Aloita
jokainen tehtéva otsikolla ja kirjoita otsikkoon tehtédvan numero, esimerkiksi
"Tehtava 237; ala vilitd automaattisen numeroinnin tuottamasta numerosta.

Etsi dokumentista tdmén harjoituksen eri tehtéviin liittyvét laskut ja liita
jokaisen kohdaan alkuun viliotsikkosolu, jolloin dokumenttisi osat tulee nume-
roiduksi tehtavéjaon mukaisesti.

Tarpeen mukaan voit eri syttesolujen viliin lisdtd kommentteja lisédméalla
tekstisolun Cell—Insert Text Cell. Vaikka syctesolut ja tekstisolut eivit ulkoa-
sultaan poikkea paljoa toisistaan, ei sydtesoluja tulee kiayttda muuhun tarkoi-
tukseen kuin siihen, mihin ne on tarkoitettu.

On térkedé tallentaa tekosiaan ja varustaa ne omalla nimelld. Tallenna doku-
mentti wxMaxima wxm-muodossa vaikkapa nimelld SL_harjoitus_1_sukunimi.wxm.
Sulje dokumentti (mahdollisesti wxMaximakin on hyvi lopettaa vélilld), avaa
se uudelleen. Aukeavasta dokumentista puuttuvat tulokset, vain syotteet ja
otsikot sailyvit. Valitse Cell—Evaluate All Cells. Tarkista Maximan laskemista
tuloksista, ettd dokumenttisi "toimii oikein”.

Jos haluat tallentaa dokumentistasi kopion, jossa mukana kulkevat myos tu-
lokset, tallenna dokumentti wxMaximan wxmx-muodossa (File—Save As; al-
kuperdinen wxm-dokumentti kannattaa séilyttéda). Tallennusmuotona wxm on
parempi, koska ne ovat tavallisia tekstidokumentteja, joita voi lukea milla ta-
hansa tekstieditorilla; wxmx-dokumentit ovat binédérisia xml-tiedostoja, joiden
avaamiseen kdyvit vain tietyt ohjelmat (mm. wxMaxima).
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Kursiivilla merkityt sanat ovat vinkkeja Maximan Help -jéarjestelméan. Sii-
hen péésee késiksi Fl-napilla wxMaximassa. Tasalevyiselld kirjasinla-
jilla merkityt sanat ovat (Maximan omia tai kdyttdjin méérittelemia) ko-
mentoja tai symboleita/muuttujia. Paateviivattomalla kirjasinlajilla merkityt sa-
nat ovat wxMaximan valikkojen ja/tai alavalikkojen nimié. Muista strukturoi-
da dokumenttisi véliotsikoin ja kommentein, seké tallentaa se riittdvan usein.

Tutki ohjeesta, miten funktiota plot2d kéytetddn kuvaajan piirtdmiseen.
Piirrd kuva valitsemastasi funktiosta valitsemallasi véalilld. Tee sitten sama
uudestaan kéayttden komentoa wxplot2d muuttamatta mitddn muuta. Miten
eroa nédiden komentojen tuloksilla on?

Yhtilo (z+3)% = 22 + 62 + 9 on koulusta tuttua perusalgebraa. Myds Maxi-
ma osaa tdmén kaavan, kunhan sita kéiskee oikein (vasemmalta oikealle expand,
oikealta vasemmalle factor). Sievennyskomentoja 16ytyy valmiina wxMaximan
valikosta Simplify. Huomaa valikkokomentojen toimintatapa: toiminta "kohdis-
tuu” valittuun kohtaan tai kohde on viimeksi laskettu syote.

Miten pééset tulomuodosta takaisin polynomin téssé olevaan muotoon?

Sievenni v/ a2 + 6x + 9. Onko tulos "oikein”?

Selvita lausekkeen
sin 4sin®x — 1
- X =
sin(2z)  sin(3z + §)
sieventdmistd Maximan valikon Simplify kohdan Trigonometric Simplification eri
komennoilla.

Kommentteja: Kiyttoliittyméohjelman wxMaxima valikoista Equations, Algebra,
Calculus, Simplify ja Plot (miksei my6s Numeric) 16ytyy varsin paljon perustyosken-
telyssd tarvittavia Maximan komentoja. Nédiden komentojen tarkempi kayttotapa
on syyté selvittdd Maximan késikirjasta.

Edelld olleista tehtéivistd nakyy, ettd Maximaa kiytetddn ainakin kahdella selkeés-
ti toisistaan poikkeavalla tavalla. Jos kyse on funktiotyyppisestd komennosta,
sitd kdytetddn kuten komentoja float tai logcontract:

logcontract (lauseke) ;

Jos taas kyse on systeemimuuttujasta, kuten logexpand tai numer, télle muut-
tujalle annetaan arvo, joka vaikuttaa uudelleenlaskettavan lausekkeen arvoon kuten

lauseke, logexpand=all;

Jos muuttujan arvo jitetddn ilmaisematta, niin oletusarvo on true kuten
lauseke, numer;

Téssa kaytossé oleva komentomuoto on itse asiassa lyhenne komennosta
ev(lauseke, numer=true);

Maximan késikirjaa selatessa on siis hyvé kiinnittdd huomiota siihen, onko kyse
komennosta vai muuttujasta (tai vastaavasta).
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Kursiivilla merkityt sanat ovat vinkkeja Maximan Help -jéarjestelméan. Sii-
hen péésee késiksi Fl-napilla wxMaximassa. Tasalevyiselld kirjasinla-
jilla merkityt sanat ovat (Maximan omia tai kdyttdjin méérittelemia) ko-
mentoja tai symboleita/muuttujia. Paateviivattomalla kirjasinlajilla merkityt sa-
nat ovat wxMaximan valikkojen ja/tai alavalikkojen nimié. Muista strukturoi-
da dokumenttisi véliotsikoin ja kommentein, seké tallentaa se riittdvan usein.

Maéarittele muuttujan lauseke arvoksi e” sin z.
Laske funktion ensimmaéinen, toinen ja kolmas derivaatta ja anna myos néille
nimet. Piirrd ndmé samaan kuvaan (waplot2d, ks. tehtivé [11)).

Laske midrddmiton integraali [ e *sinxdz (integrate) ja médritty inte-

graali fooo e “sinxdr (co = inf). Jotta médritty integraali suppenisi (=olisi
olemassa aérellisend), pitdd luvun a olla positiivinen.

Maximalle voit antaa myos ennakko-oletuksia. Anna oletus komennolla assume (a>0) ;

ja laske ylla oleva integraali uudestaan. Oletukset voit poistaa komennolla
forget(facts());.

Piirrd funktion z — x%e®® (log(e“ + %) — Va2 + 26—“7) kuvaaja vililla 15 <
x < 20. Mité kuvan perusteella voisi pédéatella seuraavasta raja-arvosta

1
lim z2e** (log (ez - —> — Va2 + 2e—f> ?
s

T—r00
Méérda kyseinen raja-arvo (limit).

Kokoaminen. Harjoitustyon — niin puolikkaan kuin kokonaisenkin — palaut-
tamista varten sinun téaytyy yhdistéa eri harjoitukset yhdeksi wxm-tiedostoksi.
(Helpottanee kuitenkin tyoskentelyé, ettet kokoa alusta asti yhté valtavaa tie-
dostoa, vaan kokoat tarpeen tullen pienemmisté tiedostoista yhdistelmii.) Ko-
pioi kaikki harjoitukset yhteen uuteen wxm-tiedostoon ja nimeé tiedosto sopi-
vasti. Sulje ja avaa tdmé uusi tiedostosi, ja valitse valikosta Cell—Evaluate All
Cells. Varmista, etta kaikki on kuten pitadkin.

Tehtévapakettien vilille on syyta laittaa komento kill (values) ;, joka pois-
taa antamasi lausekkeiden, funktioiden ja muiden vastaavien mééaritelmét.
Néin eri tehtédvien laskut eivét sekoita toisiaan. Anna Maximalle seuraavat
komennot kokeillaksesi, kuinka hyvin se muistaa muuttujan a arvon:

a:1;

a;
kill(values);
a;

Kommentoi Maximan toimintaa.

Talla viikolla harjoitustehtévid on védhén, joten ehdit hyvin katsoa myds va-
linnaisia tehtévia.
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Kursiivilla merkityt sanat ovat vinkkeja Maximan Help -jéarjestelméan. Sii-
hen péésee késiksi Fl-napilla wxMaximassa. Tasalevyiselld kirjasinla-
jilla merkityt sanat ovat (Maximan omia tai kdyttdjin méérittelemia) ko-
mentoja tai symboleita/muuttujia. Paateviivattomalla kirjasinlajilla merkityt sa-
nat ovat wxMaximan valikkojen ja/tai alavalikkojen nimié. Muista strukturoi-
da dokumenttisi véliotsikoin ja kommentein, seké tallentaa se riittdvan usein.

Maximassa yhtéloiden ja yhtaloryhmien "perusratkaisija” on solve.

Ratkaise yhtilo 22° + 7ot — 223 — 2522 — 122+ 12 = 0. Vaikka yht#lo on vii-
detté astetta, Maxima palauttaa vain nelja juurta. Polynomiyhtaléiden juur-
ten kertaluvut Maxima kertoo komennolla (tai oikeammin systeemimuuttujal-
la) multiplicities. Téssé tilanteessa juuret saadaan melko helposti selville
my6s komennolla factor.

Viidennen ja korkeamman asteen polynomiyhtélot voivat olla ongelmaisia.
Yritd ratkaista yhtélo 2° 4+ 7z +1 = 0. Maximan komento algsys ratkaisee po-
lynomiyhtéloryhmid (huomaa syntaksi) tarvittaessa numeerisesti. Kokeile tété.
Muita hyodyllisid komentoja polynomiyhtéloiden ratkaisemiseen ovat nroots

ja allroots.
2 +y* =3
y* =% —3x + 1.

Piirrd funktion f(x) := e”sin(2z) + €2 cos x ja sen derivaatan f'(r) kuvaa-
jat.

Etsi yhtélolle f/(z) = 0 ratkaisu likimddrdismenetelmin. Selvitda aluksi, mi-
ten komentoa find_root kiytetddn. Miten avuksi tarvittavat luvut a ja b on
valittava? Kaytéd derivaatan kuvaajaa apuna. Laske myo6s funktion arvo 16yté-
méssési derivaatan (likimé#ériisessé) nollakohdassa.

Ratkaise yhtalopari
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Kursiivilla merkityt sanat ovat vinkkeja Maximan Help -jéarjestelméan. Sii-
hen péésee késiksi Fl-napilla wxMaximassa. Tasalevyiselld kirjasinla-
jilla merkityt sanat ovat (Maximan omia tai kdyttdjin méérittelemia) ko-
mentoja tai symboleita/muuttujia. Paateviivattomalla kirjasinlajilla merkityt sa-
nat ovat wxMaximan valikkojen ja/tai alavalikkojen nimié. Muista strukturoi-
da dokumenttisi véliotsikoin ja kommentein, seké tallentaa se riittdvan usein.

Tehtévét liittyvit linaarialgebraan /matriisilaskentaan. Peruskisitteisto 16y-
tyy kerrattuna luennolla esitetystd materiaalista.

Olkoot

-1 -1 1 -3 -2
A= 0 -2 3], B:=[-3 =3] ja O::(:g _g :‘11).
-4 30 -1 3

Madrad matriisien (matriz) A, B ja C kaikki ne parittaiset (matriisi-)tulot,
jotka on mééritelty.

Kertomerkilld on vélid: Tavallinen matriisitulo merkitdin pisteelld (esim.
A.A), kun taas alkioittainen tulo merkitdén tiahdelld (esim. AxA). Téssé tehté-
véssd tarkoitus on tutkia vain tavallista matriisituloa.

(Jatkoa.) Madraa jokaiselle matriiseista A, B ja C' aste (rank).
Méérdaa determinantti (determinant) ja kéénteismatriisi (invert) niille mat-
riiseista A, B ja C| joille ne on mééaritelty.

(Jatkoa.) MAdraa matriisin A liittomatriisi Aaq (adjoint) ja totea, ettd AA,q =
(det A)I, missd I on 3 x 3-kokoinen yksikkomatriisi (ident).

Talla viikolla harjoitustehtévid on védhén, joten ehdit hyvin katsoa myds va-
linnaisia tehtévia.
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Kursiivilla merkityt sanat ovat vinkkeja Maximan Help -jéarjestelméan. Sii-
hen péésee késiksi Fl-napilla wxMaximassa. Tasalevyiselld kirjasinla-
jilla merkityt sanat ovat (Maximan omia tai kdyttdjin méérittelemia) ko-
mentoja tai symboleita/muuttujia. Paateviivattomalla kirjasinlajilla merkityt sa-
nat ovat wxMaximan valikkojen ja/tai alavalikkojen nimié. Muista strukturoi-
da dokumenttisi véliotsikoin ja kommentein, seké tallentaa se riittdvan usein.

Lataa (load) kayttoon grafiikkapaketti draw, jos tarvittavia komentoja ei
muuten nayta 16ytyvan. Riippuu luultavasti versiosta, mité tarvitsee ladata ja
mita ei.

Piirréi komentojen wzdraw2d ja explicit avulla funktion f(x) = z® — 5x? +
2z + 1 kuvaaja. Myos komentoa draw2d saa kayttaa jos se on mieluisampi.

(Jatkoa.) M#drédé funktion f nollakohdat, eli pisteet x, joissa kiyrd y = f(z)
leikkaa z-akselin. T#ssd komento allroots lienee kétevin. (Miksei solve?)

Yksittdisen kuvaajan voi piirtdéd helpoiten wzplot2d-komennolla. Useampien
graafisten elementtien yhdistelyyn wzrdraw2d on tarpeen. Komenna Maximaa
nain:
wxdraw2d (
color=green,
explicit(x~2,x,-2,0),
color=red,
implicit(x~2+y~2=1,x,-1,1,y,-1,1)

)

Samassa kuvassa on seké eksplisiittinen (tavallinen) kuvaaja ettd implisiitti-
nen kuvaaja (yht#lén ratkaisujoukko). Funktion z — x? kuvaaja on piirretty
vain valilld [—2, 0]. Miten sinun pitdd muuttaa komentoa saadaksesi paraabelin
ulottumaan ympyréan oikealle puolelle?

Télla viikolla harjoitustehtédvia on vahén, joten ehdit hyvin katsoa myos va-
linnaisia tehtavia.
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Symbolinen laskenta Tehtavapaketti 7
Syksy 2016 Perustehtavat

Kursiivilla merkityt sanat ovat vinkkeja Maximan Help -jéarjestelméan. Sii-
hen péésee késiksi Fl-napilla wxMaximassa. Tasalevyiselld kirjasinla-
jilla merkityt sanat ovat (Maximan omia tai kdyttdjin méérittelemia) ko-
mentoja tai symboleita/muuttujia. Paateviivattomalla kirjasinlajilla merkityt sa-
nat ovat wxMaximan valikkojen ja/tai alavalikkojen nimié. Muista strukturoi-
da dokumenttisi véliotsikoin ja kommentein, seké tallentaa se riittdvan usein.

Asriarvo-ongelmaesimerkki. Lue tdmé esimerkki, toteuta se itse Maxi-
malla ja vastaa lopussa esitettyyn kysymykseen.

Etsitddn funktion f(x) = sinz + logx &ériarvot valilla [1,10] Maximan
avulla. Madritelladn ensin funktion lauseke muuttujaksi lauseke:
lauseke:sin(x)+log(x);

Lasketaan sitten derivaatta:
dlauseke:diff (lauseke,x) ;

Adriarvot 16ytyvit tunnetusti vilin pastepisteisté tai derivaatan nollakohdista.
Piirretdén kuva funktiosta ja derivaatasta:

wxplot2d([lauseke,dlauseke], [x,1,10]);

Kuvasta néhdaén, ettd yksi derivaatan nollakohta on jossain ykkosen ja kol-
mosen vialilld. Etsitddan tdma nollakohta ja annetaan sille nimi a:

a:find_root(dlauseke,x,1,3);
Toinen nollakohta on vélilla (4, 5) ja kolmas vélilla (7,9):

b:find_root(dlauseke,x,4,5);
c:find_root(dlauseke,x,7,9);

(N&dmé& ovat kaksi eri komentoa. Voit antaa ne yhdessé tai erikseen.) Liséksi
dariarvo voidaan saavuttaa valin péadtepisteissd, joten laitetaan nekin talteen:
d:1;
e:10;
Lasketaan sitten lausekkeen arvot néissé pisteissé ja nimetédéin vastaavat muut-
tujat isoilla kirjaimilla:
A:ev(lauseke,x=a);
B:ev(lauseke,x=b);
C:ev(lauseke,x=c);
D:ev(lauseke,x=d);
E:ev(lauseke,x=e);
Vertailemalla néité lukuja ndhd&dn funktion suurin ja pienin arvo seké pisteet,
joissa ne saavutetaan.
Piirretdén lopuksi viela tyylikéds kuva, jossa nikyy funktio, sen derivaatta,
derivaatan nollakohdat ja d#riarvokandidaatit:
wxdraw2d (
xrange=[0.9,10.1],
yrange=[-1,4],
xaxis=true,



color=blue,
explicit(lauseke,x,1,10),
color=red,
explicit(dlauseke,x,1,10),
color=green,
points_joined=true,
point_size=0,
points([[a,0], [a,A]]),
points([[b,0], [b,B]11),
points([[c,0], [c,C]]),
points([[d,0],[d,D]11),
points([[e,0], [e,E]]),
color=black,
points_joined=false,
point_type=plus,
point_size=2,
points([[a,A], [b,B], [c,C], [d,D], [e,E]])
)
(Tamé on yksi komento, joten se pitdéd syottiaa kerralla! Rivinvaihdot voi jattaa
pois jos tahtoo.)
Milld muuttujan x arvolla funktio saa pienimmén arvonsa télla vélilla? Mika
on funktion suurin arvo téalla vililla? Anna vastaus likiarvoina tai Maxima-
muuttujien niminé.

30. Adriarvo-ongelma. Etsi funktion f(x) = cosx —logx déiriarvot vililla [1, 7]
ja esitd laskusi graafisesti. Kéyta hyviksesi edellistd tehtavas.

31. Tulosten tulkintaa. Laske integraalit [ tan(z)dz ja fozw tan(z)dz. Piirrd
myos tangenttifunktion kuvaaja vélilla [0, 27]. Kommentoi tuloksia.

32. Pulmia. Vastaa joka kohtaan. Kéyta selittdmiseen tekstisoluja.

(1) Miksi komento wxplot2d(1-2x, [x,0,2]); ei tuota kuvaajaa? Miten
komentoa pitda korjata?

(2) Komennon cos(arccos(x)); pitéisi palauttaa x. Tdmé ei kuitenkaan
toimi. Miksi ei?

(3) Kéytéd komentoa trigexpand sieventdméén lauseketta 2sin2z. Mitd
sinun pitéda kirjoittaa Maximaan? Varmista ettd toimii.

(4) Mitd Maximan pitaisi antaa vastaukseksi, komennat diff (x~2,x);7
Mité tdmé tarkoittaa?

(5) Kun edellisen komennon jélkeen komennat ev (%,x=1) ;, mitd Maximan
pitéisi vastata? Selitd, minké laskun tulos saatu luku on.
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Symbolinen laskenta Tehtiavapaketti A
Syksy 2016 Sieventdminen, sijoittaminen ja funktiot

Kursiivilla merkityt sanat ovat vinkkeja Maximan Help -jéarjestelméan. Sii-
hen péésee késiksi Fl-napilla wxMaximassa. Tasalevyiselld kirjasinla-
jilla merkityt sanat ovat (Maximan omia tai kdyttdjin méérittelemia) ko-
mentoja tai symboleita/muuttujia. Paateviivattomalla kirjasinlajilla merkityt sa-
nat ovat wxMaximan valikkojen ja/tai alavalikkojen nimié. Muista strukturoi-
da dokumenttisi véliotsikoin ja kommentein, seké tallentaa se riittdvan usein.

Miten sievenee lauseke
tanx + tany 9

tanz — tany

Maxima sieventéé automaattisesti lausekkeen tan(arctan x), mutta ei lause-
ketta arctan(tan x). Piirrd kuva, niin néet miksi. (wxplot2d)

Selvitéd ensin, milld nimelld arcustangentti tunnetaan Maximassa. Kyseisen
funktion nimi ei nimittédin ole arctan vaan jotain muuta.

Logaritmin laskusdéantoja muistelemalla lauseke

(log(z? + 62 + 9) — log(z + 3))?
(log(z +3))%

sievenee helposti muotoon (log(z+3))?/2. Maxima ei kuitenkaan tunnu osaavan
tatd automaattisesti.

Nimeéd tdméa lauseke. Huomaat, ettd Maxima ei automaattisesti sievenna
sitd. Sieventdmiseen tarvitaan erityinen komento. Kokeile juurilausekkeiden
(engl. "radicals”) ja logaritmien sieventdmiseen tarkoitettuja komentoja. Tutki
Maximan valikkoa. Mitk& toimivat, mitké eivat?

Logaritmilausekkeiden sieventimisesti. Systeemimuuttujan logexpand
arvoina voi olla false, true, all tai super. Selvitd Maximan késikirjan (Help)
avulla miten muuttujan logexpand arvo vaikuttaa logaritmien sieventédmiseen;
sen kéyttotapa on

lauseke, logexpand=arvo;

Syétda Maximalle lauseke log((z+3)?) ja nimeé se vaikka nimelle y. Sievenni
lauseke y kiyttéden niité eri logexpandin vaihtoehtoja, ja nimeé jokainen tulos
uuteen muuttujaan.

Toista sama lausekkeille z = log(4(z + 3)?) ja w = log(a(z + 3)") (missi
parametreilla a ja n ei ole numeerista arvoa). Vertaa y:n ja z:n kaytosta.

Polynomeille expand ja factor ovat jossakin mielessé kdénteisid operaatioi-
ta. Muuttujan logexpand eri arvojen vaikutus voidaan "k&édntad” komennol-
la logcontract. Huomaa, ettd logcontract on funktio, ei muuttuja. Miten
logcontract vaikuttaa edellisiin tdysin avattuihin (logexpand=super) tulok-
siin? Viittaa tuloksiin muuttujien nimilld. Sitd varten tulokset nimettiin.



37. Lauseke ja funktio. Funktio f ja funktion lauseke f(z) ovat kaksi eri asiaa,
niin matematiikassa kuin Maximassakin. Talla kurssilla kdytetdan enimmék-
seen lausekkeita, koska se on usein helpompaa. Miirittele funktio f(z) = 22
seké lausekkeena (lauseke:x"2) ettéd funktiona (f(x) :=x"2).

Mita Maxima antaa, kun kysyt mitd on £ (y)? Miten saat vastaavan tuloksen
kayttden lauseketta lauseke funktion f sijaan?
Mik& on funktion f arvo pisteessé 27 Laske molemmilla tavoilla.

38. Toista tehtava[29kdyttéien lausekkeen sijaan funktiota f (x) :=sin(x)+log(x).
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Symbolinen laskenta Tehtavapaketti B
Syksy 2016 Syvemmiille syntaksiin

Kursiivilla merkityt sanat ovat vinkkeja Maximan Help -jéarjestelméan. Sii-
hen péésee késiksi Fl-napilla wxMaximassa. Tasalevyiselld kirjasinla-
jilla merkityt sanat ovat (Maximan omia tai kdyttdjin méérittelemia) ko-
mentoja tai symboleita/muuttujia. Paateviivattomalla kirjasinlajilla merkityt sa-
nat ovat wxMaximan valikkojen ja/tai alavalikkojen nimié. Muista strukturoi-
da dokumenttisi véliotsikoin ja kommentein, seké tallentaa se riittdvan usein.

Useita Maxima-komentoja voi antaa kerralla yhdelle syoteriville kaarisulku-
jenE] avulla ja erottamalla eri komennot toisistaan pilkulla:

(nimil:lausekel, nimi2:lauseke2,...);

Muuttujat, joita ei enédd tarvita, on hyva vapauttaa Maximan muistista. Va-
pauttaminen tapahtuu komennolla kill. Lista muuttujista, joille on annettu
arvo, saadaan komennolla values, ja kaikkien tdmén listan muuttujien arvot
voidaan vapauttaa kill(values).

Anonyymi ja nimetty funktio. Jotkin funktiot (ks. esim. apply) vaativat
argumentikseen funktion, ja silloin ei lauseke auta. T&lloin voi nimeta funktion
(esim. f(x):=x"2 kuten edelld), mutta joskus ei haluaisi turhaan nimetd ob-
jektia. Talloin voi kdyttda anonyymia funktiota, jollaisen luomiseen kiytetdan
funktiota lambda.

Laske funktion t — t3 — ¢ arvo pisteessi 4 kiyttden anonyymia funktiota
(nimedméitta siis lauseketta tai funktiota).

(Jatkoa.) Madrittele apina néin: apina:banaani”~3. Miten tétd objektia se-
ki lambda-funktiota kiyttien voidaan midritelld funktio g, jolle g(t) = 37
Alj siis kirjoita g(t) :=t~3, vaam kiytd valmista lauseketta lambdan avulla.
(Vihje: Kannattaa kokeilla apinan evaluointia lambdan sisilla.)

Maximan olioiden puurakenteesta. Kun Maximalle asetetaan
(%hi1) e:f(a,[b,cl);
késittelee Maxima lauseketta alla olevan kaavion vasemman puoleisen "puu-

rakenteen” mukaisesti (tdssé oletetaan, ettd k.o. muuttujia ei ole mitenkdin
médritelty):

a part(e,1)

A a
f b part(e,0) part(e,2,1)

¢ e N\ /
b, c] part(e,?2)

N\ e
c part(e,2,2)

3Maximaa (ja montaa muutakin ohjelmaa) kiytettéessd on eri sulkuja hyvi oppia kutsu-
maan niiden oikeilla nimilla: ( kaarisulut ), [ hakasulut | ja { aaltosulut }.
Kayttoliittyméohjelma wxMaximassa voi useita komentoja laittaa samaan syoOtesoluun
(Input Cell), mutta wxMaxima vilittdd ne laskentaydin Maximalle erillisind syotteind (eri
%in- ja %out-nimikkeet). Kaarisuluilla ryhmitettyni ja pilkuin erotettuna syote on Maxi-
malla vain yksi syote.
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Suure f on lausekkeen e juuri. Se saadaan poimituksi komenolla part (e,0).
Lauseekkeesta e ldhtee haarat solmuihin a ja [b,c]. Naistd puolestaan [b,c]
haarautuu uudestaan haaroiksi solmuihin b ja c. Lausekkeen [b,c] juuri on
listojen rakentamisen perustyokalu [. Kuvan oikea puoli selittéié, miten lausek-
keen e eri osat saadaan poimituksi erilleen.

Komennolla substpart(g,e,j) voidaan lausekkeen e paikassa j oleva osa
korvata lausekkeella g. (Kyseinen osa saadaan poimituksi komennolla part (e, j).)
Esimerkiksi part(e,2,2) poimii lausekkeesta e osan c, ja sen tilalle voidaan
vaihtaa 2% + y? komennolla

(%12) substpart(x~2+y~2,e,2,2);
2 2
(ho2) f(a, [b, y +x 1)

Jos halutaan muuttaa useampia solmuja kerralla, voidaan kayttda komentoa
map. Se lisdd lausekkeen e jokaisen ensimmaéisellé tasolla olevan solmun juureksi
annetun funktion. Esimerkiksi

(%13) map(g,e);
(ho3) f(g(a), g(lb, cl))
Edella esiintynyt map("=",...) toimii néin:

(%i4) map("=", [x,y,z], [1,2,3]);
(hod) [x=1,y =2, z=23]

Halutaan laskea summa Zjl.il a;, missé a;:t ovat lukuja. Téma voidaan tehda
kéyttden komentoa sum:
sum(aljl,j,1,10);

Toinen tapa laskea summa on kayttda for-silmukkaa: Alustetaan ensin sum-
malle s arvo nolla:
s:0;
Haluttu summa voidaan nyt laskea komennolla
for j:1 thru 10 do ( s:s+alj] );

Tassd siis ensin alustetaan lausekkeelle j arvo 1 ja annetaan sen kéyda lépi
kokonaislukuarvot 10:een asti ja jokaisen arvon kohdalla suoritetaan komento
s:s+a[j]. Lopuksi taytyy vield kysyd Maximalta muuttujan s arvo.

Syota seuraava lista (lampotilan kuukausikeskiarvoja)

1st:[[1,-8.3], [2,-8.5], [3,-3.8], [4,2.2], [5,8.9], [6,13.7],
(7,16.5], [8,14.1], [9,8.8], [10,3.6], [11,-2.0], [12,-6.2]];

Kéyttden molempia edelld mainituista tavoista laske lampotilan vuosikeskiar-
vo. Kéytéd komentoa part apuna lampotilan erottamiseksi.
Tuliko eri tavoilla sama tulos? Kumpi tapa tuntuu luontevammalta?

Tutustutaan seuraavaksi if...then-rakenteen kiyttoon. Oletetaan, ettd a
on jokin reaaliluku. Komento

if a > 0 then print("a on positiivinen");
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tulostaa tekstin “a on positiivinen”, jos lausekkeelle a pitee a > 0.

Kayttden edelld olevaa esimerkkid apuna tulosta (komento print) edelli-
sen tehtéivan listasta esiin ne kuukausi-lampotila-parit, joissa lampdétilan kuu-
kausikeskiarvo on suurempi kuin vuosikeskiarvo.

Jatketaan edellisté tehtdvad, mutta talla kertaa tulostamisen sijaan halutaan
tallentaa ehdot tayttdavat listan alkiot toiseen listaan. Alustetaan ensin tyhja
lista

tmp: [J;
Tutustu Maximan komentoon append (Huomaa erityisesti, ettd append liittaéa
kaksi listaa yhteen, ei lisda alkiota listaan, kuten monissa ohjelmointikielis-

sad). Kéyttéen sité, talla kertaa tulostamisen sijaan, lisdd ehdot tayttavé pari
maédrittelemédsi listaan tmp.

Edellisen tehtdvén karsittu lista voidaan muodostaa myo6s toisella tapaa.
Madritelladn funktio

£f(1):=is(1[2] > s/12);

missd s on siis tehtdvissa madritelty. Laske funktion f arvo listan 1st
ensimmaisesté ja seitseménnesti parista.

Nyt kdyttden sublist-komentoa saadaan sama lopputulos kuin edeltavéssa
tehtavéssi:

sublist(lst, f);

Huomaa, etté tassa jialkimmaéainen muuttuja on funktio, ei funktiota méaaritte-
leva lauseke.

Tésséa tilanteessa voidaan kayttad myos funktion lambda—esitystéﬂ, jolloin ei
tarvitse erikseen nimeté funktiota £. Miten se tapahtuisi?

Vapauta funktio f. Komentoja map ja apply voi kiyttdd "Maximamaisem-
min” alussa esitettyyn listan 1st lampotilakeskiarvon laskemiseen. Kokeile
aluksi seuraavia (yksi kerrallaan):

map(f, [a,b,c]);

apply(f, [a,b,cl);

Maximassa on myos kummallinen funktio nimeltd "+", jolle voi antaa niin
monta argumenttia kuin tahtoo. (Voit halutessasi tutkia myos funktioita "*",
"="ja "-".) Laske esimerkiksi seuraavat:

"4 (a.b);
"+"(12,43,71);

Listan [a,b,c] summan voi siis laskea seuraavasti: apply("+", [a,b,c]);.

Maéaérittele funktio, joka laskee sille annetun listan summan, ja sitd kéyt-
tden laske ldmpotilojen summa listasta 1st. Huomaa, ettéd tehtdvéssa joudut
erottamaan lampotilat listasta 1st. Téssa erottelussa auttaa sopiva funktio f
yhdessé map-komennon kanssa.

4Funktion lambda-esitys vastaa tavanomaista matemaattista ilmaisua, jossa funktiolle ei
anneta nimeé; esimerkiksi "funktio x — 22 sin(z + 2)”. Katso tehtivii



47. Kéyttden hyvéksi edellistd tehtdvéad ja Maximan komentoa length maéarit-
tele funktio avg, joka laskee sille annetun (yksiulotteisen) listan keskiarvon.
Miten kayttden tédtd méaarittelemédsi funktiota lasket listasta 1st lampdétilo-
jen keskiarvon?

48. Listan L alkioiden keskihajonta saadaan lasketuksi komennolla
std_dev(L) :=sqrt ((L-avg(L)) . (L-avg(L))/length(L));

Laske listan 1st lampdtilojen keskihajonta ja piirrd draw-kirjaston komento-
jen avulla kuva, jossa on lampotilakdyra ja vaakaviivana lampdétilan keskiarvo
Liséda kuvaan vaakaviivoina lampdotilan keskiarvo + keskihajonta ja keskiarvo
— keskihajonta.

49. Maxima osaa lukea myos tiedostosta dataa. Komento
wl:read_matrix(file_search ("wind.data"))$

lukee tuulennopeuksien mittaustaulukon (wind.data on Maximan mukana tu-
leva tiedosto; "On the other hand, file wind.data contains daily average wind
speeds at 5 meteorological stations in the Republic of Ireland...”). Muuttuja
wl on 100 x 5-kokoinen matriisi, jonka jokainen sarake siséltda 100 tuulenno-
peusmittausta. Komento

w2:substpart (" [", transpose(wl), 0)$

muuttaa mittaustulokset (helpommin késiteltdvéiksi) viiden listan listaksi; ku-
kin viidesta listasta on yhden mittauspaikan tuulennopeusarvojen lista.

Valitse jokin mittauspaikka, ja laske sen tuulennopeuksien keskiarvo ja kes-
kihajonta. Poimi havainnoista ne, joissa tuulennopeus on ollut suurempi kuin
keskiarvo + keskihajonta. Havainnollista laskuja kuvalla.

50. Maxima osaa lukea myos funktion méarittelyn tiedostosta. Néin ei joka kerta
tarvitse kirjoittaa montaa komentoa tehdikseen usein toistuvan asian, vaan voi
luoda funktion, jonka lataa tiedostosta.

Avaa tavallinen tekstieditori ja tallenna seuraavat kaskyt siséltavi tiedosto
nimell& "crit_points_p.mac”™:
crit_points_p() :=(
p:readonly("Anna polynomi p(x):"),
dp:diff (p,x),
p_roots:map(lambda([z] ,part(z,2)),sort(realroots(dp))),
if length(p_roots) = O then error("Virhe: derivaatalla ei reaalisia juuria"),
p_values:map(lambda([y],ev(p,x=y)),p_roots),
min_root:first(p_roots),
max_root:last(p_roots),
min_value: first(sort(p_values)),
max_value: last(sort(p_values)),
wxdraw2d (
xrange=[min_root-1,max_root+1],
xaxis=true,
yrange=[min_value-1,max_value+1],
color=blue,
explicit(p,x,min_root-1,max_root+1),



color=black,
points_joined=false,
point_type=circle,
point_size=1,
points(p_roots,p_values)
)
)$
Tiedostossa siis méaéritellddn funktio crit_points_p. Voit ladata sen kayttoosi
valitsemalla Maximan valikoista File -> Batch file. .. ja avaamalla juuri luomasi
tiedoston.
Kokeile ajaa kyseinen funktio komennolla
crit_points_pQ);
Tutki funktion koodia ja selitd miten se toimii ja mitéd se tekee. Sinun ei
tarvitse erikseen palauttaa luomaasi tiedostoa.
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Symbolinen laskenta Tehtavapaketti C
Syksy 2016 Kompleksiluvut ja lineaarialgebra

Kursiivilla merkityt sanat ovat vinkkeja Maximan Help -jéarjestelméan. Sii-
hen péésee késiksi Fl-napilla wxMaximassa. Tasalevyiselld kirjasinla-
jilla merkityt sanat ovat (Maximan omia tai kdyttdjin méérittelemia) ko-
mentoja tai symboleita/muuttujia. Paateviivattomalla kirjasinlajilla merkityt sa-
nat ovat wxMaximan valikkojen ja/tai alavalikkojen nimié. Muista strukturoi-
da dokumenttisi véliotsikoin ja kommentein, seké tallentaa se riittdvan usein.

Maxima osaa késitelld kompleksilukuja, t.s. lukuja, jotka ovat muotoa a + bi,
missé a ja b ovat reaalilukuja ja ¢ on ns. imaginaariyksikko, joka toteuttaa
yhtdlon 2 = —1. Maximalle i = %i. Katso késikirjan kohtia Data Types and
Structures — Numbers — Complex numbers ja Mathematical functions —
Functions for complex numbers. (Maximan versio 5.30).

Kompleksiluvun normaali esitys a+ bi on nimeltdéan karteesinen esitys (rect-
form). Luvut a ja b ovat sen reaaliosa (realpart) ja imaginaariosa (imagpart).
Luku a — bi on luvun a + bi kompleksikonjugaatti (conjugate).

Esitd luvut (2 + 34)? ja ﬁ normaalissa karteesisessa muodossaan.

Kompleksiluku z voidaan myos esittdéd ns. napakoordinaattimuodossa (po-
larform), z = r cos @ + irsin ¢ =: re*?. Luku r, pisteen z etiiisyys origosta, on
nimeltddn luvun z moduli (engl. complex absolute value, cabs; myos itseisar-
Vo) ja  argumentti, ¢ positiivisen x-akselin ja radiusséiteen vilinen kulma,
(engl. complex argument, carg; myos vaihekulma; —m < ¢ < ).

Esitd luvut 2 4 37 ja ﬁ napakoordinaattimuodossa.

Maxima tuntee useimmille funktioille arvot myos kompleksiselle muuttujan
arvolle. Maaraa karteesinen esitys kompleksiluvuille cos(4 + 5i) ja arccosi.
Maéaaraa myos lukujen modulit.

Tehtavén 23] matriisia C' vastaavan lineaarikuvauksen ydin on joukko {v €
R? | Cv = 0}. Téllaista joukkoa Maximalla ei voi méérati, mutta kantavektorit
kylld; apuna komento nullspace. Vastaavasti kuvajoukolle {Cv € R?® | v €
R3} 16ydetiin kantavektorit komennolla columnspace.

Maaraa C'n ytimelle ja kuvajoukolle kantavektorit.

Maximalle vektoreita on kolmea eri tyyppié: listoja, rivimatriiseita (eli vaa-
kavektoreita) ja sarakematriiseita (eli pystyvektoreita). Téssé tehtavéssé ope-
tellaan muuttamaan vektori esitystavasta toiseen?

Rivi- ja sarakematriisien vélinen muutos on helppo: matriisin transponoin-
ti (transpose). Listana esitetyn vektorin muuttaminen rivimatriisiksi (vaaka-
vektoriksi) on helppoa: rivimatriisihan mééritellaéin ilmaisemalla rivi listana.
Sarakematriisin (pystyvektorin) muuttaminen listaksi kdy kahdella askeleel-
la: ensin muutos rivimatriisiksi, sitten komento first (=part(...,1)) poimii
k.o. matriisin ensimmaéisen rivin.

Méérittele a = (1, 2) pystyvektorina, b = (3,4) vaakavektorina ja ¢ = (5, 6)
listana. Muuta a vaakavektoriksi ja listaksi. Muuta b pystyvektoriksi ja listkais.
Muuta ¢ pysty- ja vaakavektoriksi.
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Tehtavan 23] matriisia C' vastaavan lineaarikuvauksen ydin on siis homogee-
nisen yhtaléryhmén Cv =0, v = (g), ratkaisujen joukko.

Téllainen olio (C'v on sarakematriisi) ei kuitenkaan kelpaa Maximan solve-
komennolle, vaan se pitdéd ensin muuttaa listaksi cv (ks. ed. teht.).

Ennen yhtélon ratkaisemista vektoriyhtdlo Cv = (0,0) pitdd muuttaa yhté-

l6ryhmaéksi; apuun kdy komento map("=", cv, [0,0]). Ratkaise saatu yhté-
loryhmaé ja vertaa tulosta aiemmin loydettyyn kantavektorijoukkoon.

Maéaarad matriisia
2
2
2
vastaavan lineaarikuvauksen ytimelle kanta. Kyseisten kantavektoreiden jou-
kon Maxima "kehystdd” komennolla span. Miten kantavektorit poimitaan t&-
mén kehysen alta? Komennolla part (e, j) saadaan lausekeesta e poimituksi
sen j. osa. Komennon nullspace tuloksesta saatava vektori on sarakematriisi,
mutta komennolle orthogonal_complement sen pitédé sellainen olla. Maaraa

A:n ytimen ortogonaalikomplementti.
Tehtéva [41] valottaa Maximan lausekkeiden puurakennetta liséé.

0
A= 1
2

S =N

(Jatkoa.) Méadrdé vastaavalla tavalla A kuvajoukolle (columnspace) ortogo-
naalikomplementti.

Matriisiin voi laittaa sisdén reaalilukujen lisdksi kompleksilukuja. Tama voi
olla tuttua kvanttimekaniikasta. M&éarittele matriisi

)

Matriisia A sanotaan symmetriseksi, jos sen transpoosi A7 on matriisi itse.
Onko A symmetrinen?

Matriisia A sanotaan hermiittiseksi, jos sen konjugaattitranspoosi (voidaan
merkitd monin tavoin, esim. A* tai AT) on matriisi itse. Vihennd matriisista
A sen konjugaattitranspoosi (conjugate ja transpose jossain jérjestyksessi) ja
tutki saatko nollan. Onko A hermiittinen?

(Jatkoa.) Reaalisen symmetrisen matriisin ominaisarvot ovat reaaliset. Sama
pétee hermiittisille kompleksimatriiseille. Laske edellisen tehtédvin matriisin A
ominaisarvot.

(Jatkoa.) Reaalisen symmetrisen matriisin ominaisvektorit ovat kohtisuoras-
sa. Laske kompleksimatriisimme ominaisvektorit (eigenvectors) ja niiden si-
satulo (innerproduct). Mitéd saat sisdtuloksi? Mitd Maximan dokumentaatio
kertoo sisdtulon laskemisesta? Siihen liittyy jotain erikoista kun kaytetddn
kompleksilukuja.



Symbolinen laskenta Tehtavapaketti D
Syksy 2016 Derivaatasta lisaa

Kursiivilla merkityt sanat ovat vinkkeja Maximan Help -jéarjestelméan. Sii-
hen péésee késiksi Fl-napilla wxMaximassa. Tasalevyiselld kirjasinla-
jilla merkityt sanat ovat (Maximan omia tai kdyttdjin méérittelemia) ko-
mentoja tai symboleita/muuttujia. Paateviivattomalla kirjasinlajilla merkityt sa-
nat ovat wxMaximan valikkojen ja/tai alavalikkojen nimié. Muista strukturoi-
da dokumenttisi véliotsikoin ja kommentein, seké tallentaa se riittdvan usein.

62. Laske funktion f(z) = sin(xlog(2x)) derivaatta.

63. Useammasta kuin yhdestd muuttujasta riippuvan funktion derivaattoja kut-
sutaan osittaisderivaatoiksi ja niitd merkitdan "koukero- d” 114, af af Jne Vas-

taavasti toisen kertaluvun osittaisderivaattoja merkitéin 2L 5z (denvmdaan kak-

si kertaa x:m suhteen), g—y];, 6‘15; (derivoidaan kerran x:n ja kerran y:n suhteen),

jne. Maximan diff laskee juuri niita osittaisderivaattoja.

Laske funktion f(z, y) log(x + y?) toisen kertaluvun osittaisderivaatat
82
Bxg Ja 8y

Laske myos 8r2 + 2 ayQ ja osoita, ettd kyseinen lauseke on nolla.

64. Laske muuttujista x ja t riippuvan funktlonl flz,t) =t 1/20=2%/(4) ogittais-

derivaatat ja totea, etta af = gf Muista: Tletokoneella kaksi lauseketta on

useimmiten helpointa todeta samoiksi tutkimalla lausekkeiden erotusta.

65. Tee seuraavat médritykset (kumpikin omana syotteendédn; V = ”Vektori”)ﬂ:
laplacian(f,V) :=sum( diff(f, V[jl, 2), j,1,length(V));
heat (f,t,V) '=diff(f t) - laplacian(f,V);

Tehtavan gzé + L voidaan laskea nyt helpommin: laplacian(f, [x,y]1).

Kokeile. Vastaavastl tehtavan [64] 1lasku kiy komennolla heat (f,t, [x]).
Laske sievennettyna

(1) tehtéivéinderivaatta kun f(z, y) = arctan(y/x)

(2) tehtavéd 63| vastaava, derivaatta 2 el f+ gyf + 3Z2, kun
1
/x2 +y2 + Z2

(3) tehtavaa vastaava derivaatta <& a (axg + 2 52 ) kun

f(x’ y7 Z) =

f(z,y,t) =t 1= (a?+y?)/(41)

STamin funktion avulla voi 16ytid lampoyhtilon kaikki ratkaisut. Lisétietoja saa osit-
taisdifferentiaaliyhtéléiden kurssilta tai kysymaélla laitoksen véelté.
6Nimi laplacian tulee siitd, ettd kyseistd diﬁ"erenhaahoperaattorla on tapana kutsua

" 2L Vastaavasti f— 2 —Afon

Laplace-operaattoriksi ja merkitd A. Siis Af = Ej or: T

lampdoperaattori — heat.



66. Differentiaaliyhtilé. Maxima osaa ratkaista myos joitain differentiaaliyh-
taloita. Tavallinen differentiaaliyhtélo tunnetaan englanniksi lyhenteellda ODE
(ordinary differential equation). Etsi sopiva Maxima-funktio ja ratkaise diffe-
rentiaaliyhtélo %y =yeliy =y.
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Symbolinen laskenta Tehtavapaketti E
Syksy 2016 Integrointia

Kursiivilla merkityt sanat ovat vinkkeja Maximan Help -jéarjestelméan. Sii-
hen péésee késiksi Fl-napilla wxMaximassa. Tasalevyiselld kirjasinla-
jilla merkityt sanat ovat (Maximan omia tai kdyttdjin méérittelemia) ko-
mentoja tai symboleita/muuttujia. Paateviivattomalla kirjasinlajilla merkityt sa-
nat ovat wxMaximan valikkojen ja/tai alavalikkojen nimié. Muista strukturoi-
da dokumenttisi véliotsikoin ja kommentein, seké tallentaa se riittdvan usein.

Kaikilla (yksinkertaisillakaan) funktioilla ei ole alkeisfunktioiden avulla esi-
tettivid integraalifunktiota. Kokeile vaikka miten kéy integraalille [ e~

Laske funktiolle f(z,y) = (z — y)/(z + y)* molemmat integraalit

Al(/olf(x,y)dx)dy ja /01</01f(w,y)dy)dx.
Mité huomaat[]?

Maarad integraaleille fooo e Tsinzdr ja f01o e~ *sin zdx tarkka arvo ja jalkim-
méiselle my6s likiarvo. Laske myos f01o e~ *sinzdx Rombergin menetelmélla.

Laske moniulotteinen integraali

/01 /_01 /_11 yzetdadydz = /01(/_(1 (/_11 yzewdﬂl:)dy)dz,

Huomaa téssd muuttujien jarjestys "siséltd ulospéin” (t.s. muuttujaa = vastaa
vili =1 < x <1, jne).

Kuten tehtdvassi [67] ndhtiin, ei kaikilla funktioilla ole alkeisfunktioiden avul-
la esitettéavad integraalifunktiota. Maxima osaa kuitenkin laskea integraalille
f_oooo e~ cos zdx tarkan arvon, kuten myos integraalille ffooo e~ cos xdx, kun
a > 0. Laske ndmaé.

Laske funktion f(z) = sin(x)/(1 + 2?) integraalifunktion derivaatta Maxi-
malla. Mika tulokseksi pitéisi tulla? Mitd Maxima antaa integraalifunktion
lausekkeeksi?

Valitse jokin integroituva funktio. Ald kuitenkaan valitse edellisen tehtivin
funktiota. (Esimerkki: f(z) = e~ sin®2.) Laske valitsemallasi funktiolla (tai
lausekkeella) f integraali fot f(x)dz seké tuloksen raja-arvo kun ¢t — oo. Miten
tulos eroaa integraalista [~ f(x)dx ja miksi?

Piirrd kuva funktiosta f(z) = xsin(z), sen derivaattafunktiosta seké sen
(jostain) integraalifunktiosta. Piirrd kaikki samaan kuvaan.

"Muistele tai selvitd, mitd Fubinin lause sanoo.

2
cos zdx.
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Symbolinen laskenta Tehtavapaketti F
Syksy 2016 Piirtamista ja paattelya

Kursiivilla merkityt sanat ovat vinkkeja Maximan Help -jéarjestelméan. Sii-
hen péésee késiksi Fl-napilla wxMaximassa. Tasalevyiselld kirjasinla-
jilla merkityt sanat ovat (Maximan omia tai kdyttdjin méérittelemia) ko-
mentoja tai symboleita/muuttujia. Paateviivattomalla kirjasinlajilla merkityt sa-
nat ovat wxMaximan valikkojen ja/tai alavalikkojen nimié. Muista strukturoi-
da dokumenttisi véliotsikoin ja kommentein, seké tallentaa se riittdvan usein.

Tutkitaan funktiota f(z) :== x® — 5z% 4 2z + 1 Valitse jokin funktion f nolla-
kohta xy (komento part tms, dld leikkaa—-liimaa). Piirrd samaan kuvaan funk-
tion f kuvaaja ja piste (zo, f(z0)) = (20, 0) (tdmé onnistuu graafisen objektin
points avulla; komennon points syntaksikuvaus on syyté lukea tarkkaan, silla
komentoa points voi kdyttdd varsin monessa eri muodossa).

Lataa (load) kdyttoon grafiikkapaketti draw ja Newton-paketti mnewton, jos
tarvittavia komentoja ei muuten nayta 16ytyvan.

(Jatkoa.) Madraa lauseke funktion f kuvaajan pisteeseen xy piirretylle tan-
genttisuoralle. (Muista, ettd tangenttisuoran yhtélo on y = f(zo) + f'(z0)(z —

ZE()))

[Vihje: Kuten useimmiten, kannattaa edeté pienin askelin.|

(Jatkoa.) Piirrd samaan kuvaan
(1) funktion f kuvaaja;

(2) piste (zo, f(20));
(3) sen pisteeseen x( piirretty tangenttisuora.

Korjaa kuvaa niin, etta

(1) piste (xo, f(x)) on piirretty selkeéisti erottuvana (point_size, point_type,
color), ja

(2) pisteeseen x( piirretty tangenttisuora, piste (zo, f(zo)) ja itse kuvaaja
y = f(x) on piirretty kukin omalla vérillaan.

(Jatkoa tehtévidn 22]) Yhtéiloiden likimédraisten ratkaisujen madrddmiseen
kédytetddn usein myos Newtonin menetelmdd, joka 10ytyy Maximasta useilla
nimilld ja erilaisina versioina. Suositeltavaa on opetella yksi komento ja sen
kayttotapa; useamman muuttujan funktioita osaa késitelld mnewton, joka so-
veltuu toki samalla my6s yhden muuttujan funktioille. Mitd komentoa kéyt-
tadkin, se pitdd ensin ladata kdyttoon komennolla load. Y1l& mainittu 16ytyy
paketista mnewton.

(Vain yhden muuttujan funktiolle soveltuva komento newton 16ytyy paketeista newtonl tai newton
— huomaa erilainen syntaksi!)

Maaraa yhtélolle f'(x) = 0 ratkaisu Newtonin menetelmélld (funktion f

lauseke on sama kuin tehtavissa .

22 — > =3
=23 — 3z 42

Yhtéloparin
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ratkaisemista voi auttaa piirtdamalla kuvan. Kumpainenkin yhtéléparin méaa-
radmista kdyristd voidaan piirtda implicit-tyyppisené oliona. Tarkastele aluk-
si vaikka aluetta —3 < x <4, —4 <y < 4.

(Jatkoa.) Lataa kiyttoon paketti mnewton (kuten teit tehtiviissi [78)) ja etsi
sen avulla edellisen tehtdvan yhtédloparille ainakin kaksi likimaaréista ratkai-
sua.

(Jatkoa.) Enté jos yhtéloparina on

2? —y? =3
V=23 —3zx+1
Kéyrat nayttavin nyt leikkaavan vain kahdessa pisteessé (piirrd kuva), mutta

yhtéloparilla pitéisi olla kuusi ratkaisua kuten edellisessd tehtévassid. Miten
16ydéat kompleksisia ratkaisuja Newtonin menetelmalla?

Piirrd draw-kirjaston komentojen (implicit) avulla yhtéloparin

V=2 —-3zx+1
=9 -3y +1

médrdamat kdayriat samaan kuvaan. (Sopiva zy-tason alue on —3 < z < 3,
—3 <y < 3; kuvan avulla on tarkoitus etsid kiyrien leikkauspisteet. )

Kuten plot-komentojen kohdalla wxMaximassa draw-piirtokomennoista voi
kayttaa myos wx-alkuisia versioita, jotka tuottavat kuvan dokumentti-ikkunaan
(késikirja dokumentoi vain ilman wx-alkua olevat komennot).

(Jatkoa.) Madrad edelliselle yhtdloparille jokin ratkaisu (eli yksi kdyrien
leikkauspisteistd) paketin mnewton komennolla mnewton. Valitse alkuarvaus
GuessList edellisen tehtdvan kuvan avulla. Tarvittaessa piirréd sopiva "osasuu-
rennos’.

(Jatkoa.) Lis#i tehtévissa[82] piirtdméasi kuvaan edellisessé tehtivissi 16yté-
mési kdyrien leikkauspiste. Poimi aluksi komennon mnewton antamasta tulok-
sesta pisteen z- ja y-koordinaatit (subst, ev, part,...). Jotta piste erottuisi sel-
kedsti, aseta pisteen kooksi (point_size) kaksi ja pisteen muodoksi (point_type)
filled_circle. Aseta kummallekin kéyrélle ja leikkauspisteelle kullekin oma
véri. Lisdd kuvaan myos Newtonin menetelmélle antamasi alkuarvo. (Hakusa-
na color tuo vadran kohdan kisikirjasta; kannattaa selata siséllon (Contents)
mukaan, hakea draw, sen alta kohta Graphics options ja edelleen color.)

(Jatkoa.) Tee edellisen kahden tehtdvéin toiminnot kdyttden Newtonin me-
netelmélle alkuarvoja (—1.9,—1.1), (=2,—1.3), (—2.2,—1.5) ja (—2.3,—1.5),
t.s. piirrd kdyrat, alkuarvopisteet ja Newtonin menetelmén antamat pisteet
samaan kuvaan.
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Yhtélon
22 + oyt — 3%y — 23 + 42 =0
madrddma tasa-arvokayréa (implicit) on hankala piirrettiava (tai paremminkin:
kuva néyttdd vialliselta; kokeile). Sijoita (subst) yhtélon vasemman puolen
lausekkeeseen napakoordinaatit x = rcost, y = rsint, ja sievenné lauseketta.
Ratkaise saadusta yhtélostd ... = 0 muuttuja r. Valitse sopiva r ja piirrd
polar-tyyppinen kayréa. Parempi?

Tehtavisti [77 mielenkiintoisempi versio olisi: etsi funktion f derivaatan nol-
lakohdat ja piirrd samaan kuvaan funktion kuvaaja ja loydetyt derivaatan
nollakohdat (d4riarvokandidaatit).

Hupia. Piirrda wxdraw2d-komentoa kéyttéaen tikku-ukko, kukka tai jokin muu
haluamasi kuva. Kayté seké pisteitéd, eksplisiittisia funktioita ettd implisiittisia
funktioita. Kdytd myos useampaa véria.
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Symbolinen laskenta Tehtiavapaketti X
Syksy 2016 Sekalaista lisda

Kursiivilla merkityt sanat ovat vinkkeja Maximan Help -jéarjestelméan. Sii-
hen péésee késiksi Fl-napilla wxMaximassa. Tasalevyiselld kirjasinla-
jilla merkityt sanat ovat (Maximan omia tai kdyttdjin méérittelemia) ko-
mentoja tai symboleita/muuttujia. Paateviivattomalla kirjasinlajilla merkityt sa-
nat ovat wxMaximan valikkojen ja/tai alavalikkojen nimié. Muista strukturoi-
da dokumenttisi véliotsikoin ja kommentein, seké tallentaa se riittdvan usein.

Némé tehtdvat on laadittu kurssin alkamisen jélkeen, joten ne eivit ole
sopivissa paketeissa vaan taalla perdssi sekalaisessa lajassa.

Ympyrit. Suorita seuraava piirtokomento:

wxdraw2d (

color=blue,
implicit(x"2+y~2-1,x,-2,2,y,-2,2),
color=red,
explicit(sqrt(2°2-x72),x,-2,2),
explicit(-sqrt(2°2-x72),x,-2,2),
color=green,
parametric(3*sin(t),3*cos(t),t,0,7),
color=black,
polar(4,theta,0,2x%pi),
color=yellow,

point_type=circle,
points([[0,0]]),
proportional_axes=xy

)$

Tuloksena on erivérisia sisdkkaisid ympyroitéd. Selitd, miten kukin ympyra on
piirretty. Esimerkkiselitys mustasta ympyrasté:

Musta ympyra piirretddn polar-komennolla. Se on polaari- eli
napakoordinaattikuvaaja, jossa sidde on esitetty kulman funk-
tiona. Kulma "theta” muuttuu nollasta kahteen piihin, ja s&-
de on 4 kaikilla kulmilla. Kyseesséd on siis vakiofunktio, joten
muuttuja theta ei ollenkaan néy lausekkeessa 74”.

Voit kayttasa téatd selitystd mustaan, mutta selitd itse loput samaan tapaan.
Selityksestd taytyy ilmetéd jokaisen argumentin merkitys; esimerkiksi vihreédn
ympyréan selityksessé tdytyy mainita 3xsin(t), 3*xcos(t), t, 0 ja 7.

3D-kuva. Kolmiulotteisia kuvia voi piirtd4a hyvin samaan tapaan kuin kak-
siulotteisia. Piirrd ensin kaksiulotteinen kuva ympyrésta ja sen péaélla olevasta
paraabelin kaaresta nain:

wxdraw2d (

color=red,
explicit(x~2+1,x,-1,1),
color=green,
implicit(x"2+y~2=1,x,-1,1,y,-1,1)
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)
Piirré sitten vastaava kolmiulotteinen kuva, jossa paraabelin z — 22 +1 tilalla
on paraboloidi (z,y) — 22 + y? + 1 ja ympyrin 22 + y? = 1 tilalla pallopinta
4yt + 22 =1

Piirtokomennon nimeé taytyy vaihtaa kolmeen ulottuvuuteen sopivaksi ja
komentoja taytyy vahan muokata kaksiulotteisesta tilanteesta. Tutki Maximan
ohjeita tai kysy opettajilta.

Hupia. Piirrdd wxdraw3d-komentoa jokin kuva. K&ytd pisteitd, useita ek-
splisiittisid funktioita ja useita implisiittisia funktioita. Kdyta myos useampaa
virid. Kerro, mitd kuvasi esittas.

Harmoninen virdhtelija. Fysiikan peruskursseilta saattaa olla tuttu jousen

pédssa varahtelevda punnus. Muistetaan, ettd harmonisen varahtelijan liike on
sinimuotoista, joten sanotaan Maximalle, ettd paikka x riippuu ajasta t yhtalon
x = Asin(wt) mukaan: x:A*sin(omega*t). Téssd A on vérdhtelyn amplitudi
ja w kulmanopeus.

Olkoon jousen jousivakio k ja punnuksen massa m. Newtonin toinen laki tés-
sé tilanteessa kuuluu —kx = ma, missd a on punnuksen kiihtyvyys. Lausek-
keen ma + kx pitéisi siis olla nolla. Nimeéd tdmé lauseke Maximalle. Muista,
ettd kithtyvyys a on paikan x toinen derivaatta ajan suhteen.

Sievennd nimedméadsi lauseketta factor-komennolla ja anna sievennetylle
lausekkeelle nimi. Tastd muodosta nihdéin, ettd kertoimen mw? — k tiytyy
olla nolla. Poimitaan tdma tieto maximamaisesti kayttadmalld part-komentoa.
Kokeile vaikkapa komentoa part(...,1,1), missd pisteiden tilalla on sieven-
netyn lausekkeesi nimi. Sinun pitéisi saada lauseke mw? — k; nime# se. Ratkai-
se solve-komentoa kéyttden w kun tiedetddn, ettd viimeksi saatu lauseke on
nolla. Voit halutessasi poimia part-komennolla tuloksesta haluamasi osan.

Néin on siis saatu Maximan avulla etsittya vardhtelevian punnuksen vérah-
telytaajuus massan ja jousivakion funktiona.

ETEXja Maxima. Yhtiloitd ja muuta syotetdin IXTEX-ladontaohjelmalle
hyvin eri tavalla kuin Maximalle. Kirjoita johonkin tex-tiedostoon (vaikka har-
joitustyopohjasi loppuun) téallaiset rivit:

\begin{equation}

x=\frac{\sin"3t-a}{\sqrt [4]1{\log t}}.

\end{equation}

Kun teet pdf-tiedoston, néet yhtédlon. Miten kirjoitat saman asian Maximalle

Maximalle voidaan méaritelld lauseke vaikkapa néin:
q: (cos(3*t)-%pi) " (log(%e-2)).
Miten vastaava asia kirjoitettaisiin KTEX:ssa?

Téamén tehtdvan vastaus sisédltyy kokonaan wxm-tiedostoon, pdf- tai tex-
tiedostoja ei tarvita mukaan.

(Huomautus: Maxima-tiedoston voi muuttaa tex-tiedostoksi. Valitse Vali-
kosta File -> Export ja valitse valikosta LaTeX. Myos HTML-sivun luonti on-
nistuu.)



94. Hyvat viittauskdytannot. Viittaaminen edelliseen laskuun prosentilla tuot-
taa joskus ongelmia. Vield suurempia ongelmia tuottaa tiettyyn output-soluun
viittaaminen %o41-henkisesti. Poista harjoitustyostési kaikki prosenttia kéyt-
tavat viittaukset. Sen sijaan anna laskujen tuloksille nimié ja viittaa niiden
nimiin.

Jos siis olet esimerkiksi kirjoittanut perdkkaisiin input-soluihin factor (x~2-y~2)
sekd ev(%,x=1,y=2), muokkaa ne muotoon valitulos:factor(x~2-y~2) se-
kd ev(valitulos,x=1,y=2). Voit kiyttdd wxMaximan hakutoimintoa l6y-
tadksesi prosentit.

Neperin lukuun e (%e) ja lukuun 7 (%pi) prosentti kuuluu yha.

Tamén tehtdvin vastaukseksi riittda kommentti, jossa kerrot tehneesi ndmé
muutokset. Silloin tyén hyvaksyminen edellyttaé, ettd yhtddn prosenttiviit-
tausta ei ole.

95. Kertaus. Mainitse viisi mielestési térkedd Maxima-komentoa (esim. diff,
solve...) ja anna esimerkki kunkin kdytostd. Kerro lyhyesti, mitd komennot
tekevit.

96. Algebralliset yhtiloryhmét. Algebrallisen yhtélon ratkaisemiseen solve
on hyvi komento. Vaikkapa yht#lostd 2> — 1 = 0 voidaan ratkaista x komen-
nolla solve(x~2-1=0,x) tai solve(x"2-1,x). Ensin annetaan siis joko yhtélo
tai lauseke (jonka nollakohtia etsitdén jos ei toisin mainita) ja sitten muuttuja.

Yhtaloparin

22+ y? =2
r+y=1

ratkaiseminen taas tapahtuu kitevisti komennolla algsys ([x"2+y~2=2,x+y=1], [x,y])
tai algsys([x"2+y~2-2,x+y-1], [x,y]). Ensin annetaan siis lista yhtaloita
tai lausekkeita ja sen jilkeen lista ratkaistavia muuttujia.

Ratkaise algsys-komentoa kiiyttden x yht#lostd 22 — 1 = 0. TAm& on yh-
taloryhmaé, jossa on yksi yhtalo ja yksi tuntematon muuttuja.

97. Divergenssi. Méirittele v: R? — R?, v(z,y) = (sin(zy),y?), Maximalle.
Voit tehda sen listana, pystyvektorina tai vaakavektorina; lista lienee katevin.
Laske tdmén vektorikentén divergenssi. (Tamé tehtdva onnistuu, jos fysiikan
tai matematiikan opinnoista divergenssi on tuttu.)

98. Tilastotyokaluja. Tilastotieteeseen on olemassa omia erikoisohjelmistoja,
mutta Maximallakin voi tehdé jotain. Tutustu ohjeen avulla komentoon test_normality
ja kokeile sitéd johonkin esimerkkitapaukseen. Ohjeen lopussa on linkki "stats”-
nimiseen pakkaukseen, jossa on erilaisia tilastotyokaluja. Valitse sieltd jokin
toinen komento, selitd mita se tekee, ja kédytéd sitd johonkin yksinkertaiseen
tilanteeseen. Kommentoi saamiasi tuloksia.

99. Part. Komennolla part voi poimia osia mistd hyvénsa listasta, lausekkeesta
tal muusta. Nimed yhtdlo: yhtalo:x"2-y~2=sin(t-cos(x))+log(2+%e~3);
Miten saat komennolla part(yhtalo,...) poimittua yhtdsuuruusmerkin =,
muuttujan ¢ ja eksponentin 37



100. Valitse jokin muun matematiikan kurssin tehtavé (calculus tai lineaarial-
gebra kidy hyvin). Kerro, miké tehtédva on. Ratkaise tehtdvd Maximalla. Ker-
ro, saitko saman tuloksen kuin késin laskiessa. Kumpi oli téssé tilanteessa
helpompaa, késityo vai Maxima?
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