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Johdanto

Zariskin topologia on algebrallisessa geometriassa käytetty matemaattinen raken-
ne. Sen määritteli Oscar Zariski 1900-luvun puolivälissä, osana projektia kehittää
täsmällinen perusta alan aiemmille epätäsmällisille metodeille [7, s. 2].

Algebrallisessa geometriassa tutkitaan muun muassa niin kutsuttuja affiineja al-
gebrallisia varistoja. Varistot ovat (usein monen muuttujan) polynomiryhmien nolla-
joukkoja, joita ovat monet tutut geometriset objektit, kuten pisteet, suorat ja kartio-
leikkaukset. Kirjassa [3] käytetään termiä ”affine algebraic set”. Tässä tutkielmassa
ei käsitellä juurikaan algebrallisen geometrian teoriaa.

Yleensä varistoja, ja täten niiden perusteella määriteltyä Zariskin topologiaa, tut-
kitaan joukossa Cn tai joukossa Kn, jossa K on jokin algebrallisesti suljettu kunta
[3, s. 3]. Tuttuuden vuoksi tässä tutkielmassa käsitellään pääosin Zariskin topologiaa
joukossa Rn. Tulosten tulisi kuitenkin yleistyä helposti muihinkin kuntiin.

Tärkeimmät lähteet ovat Karen E. Smithin An Invitation to Algebraic Geometry
[7] ja Daniel Perrinin Algebraic Geometry: An Introduction [3], joissa käsitellään laa-
jalti samat asiat Zariskin topologiasta hieman eri näkökulmista. Viittaukset yleisen
topologian määritelmiin ja lauseisiin ovat Jussi Väisälän kirjoista Topologia II [6] ja
Topologia I [5]. Ideaalien teorian käsitteet ja lauseet on viitattu David M. Burtonin
teoksesta Introduction to Modern Abstract Algebra [1].
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1. Esitietoja

1.1. Topologia. Epätyhjän joukon X topologia τ ⊂ P(X) on sen osajoukoista
koostuvat joukkoperhe, joka täyttää tietyt ehdot [6, 1.1]. JoukkoX, jolle on määritelty
topologia τ on ns. topologinen avaruus. Topologisessa avaruudessa voidaan määritellä
hyödyllisiä käsitteitä, kuten jatkuvuus ja suppeneminen, määrittelemättä välttämättä
ns. metriikkaa eli etäisyysfunktiota. Joukkoperhe τ ⊂ P(X) on topologia, jos: 1

(1) ∅ ∈ τ ja X ∈ τ
(2) Kaikilla σ ⊂ τ, ⋃

U∈σ

U ∈ τ

(3) Kaikilla U1, U2, . . . Un ∈ τ,
n⋂

i=1

Ui ∈ τ

Joukko on avoin, jos se kuuluu perheeseen τ . Joukko on suljettu jos se on jonkin
avoimen joukon komplementti [6, 1.7]. Topologia voidaan yhtä hyvin määritellä sen
suljettujen joukkojen perusteella, ja erityisesti Zariskin topologia on luonnollisinta
määritellä näin. De Morganin lakien nojalla suljettujen joukkojen perhe F määrää
topologian, jos:

(1) ∅ ∈ F ja X ∈ F
(2) Kaikilla E1, E2, . . . En ∈ F,

n⋃
i=1

Ei ∈ F

(3) Kaikilla φ ⊂ F, ⋂
E∈φ

E ∈ F

1.2. Varistot. Olkoon S ⊂ R[x1, x2, . . . , xn], eli joukko n muuttujan reaalikertoi-
misia polynomeja. Joukkoa S vastaava algebrallinen varisto on se joukko, jossa kaikki
joukon S polynomit ovat nolla [7, 1.1] [3, 1.1]:

V(S) = {x ∈ Rn | p(x) = 0 kaikilla p ∈ S }
Monet tutut geometriset kuviot, kuten kartioleikkaukset ja tasot ovat varistoja.

Triviaaleja esimerkkejä ovat tyhjä joukko ∅ = V(1), koko avaruus Rn = V(0) ja
yksittäinen piste {(a1, . . . , an)} = V(x1 − a1, . . . , xn − an) [7, s. 3]. Sama joukko
voidaan esittää eri kokoelmilla polynomeja, esim. V(x2) = V(x) [3, Huomio 1.1.3].

Varistojen eräs tärkeä ominaisuus on, että niiden yhdisteet ja leikkaukset ovat
edelleen varistoja:

Lause 1 ([7, 1.2]). Kaikilla S1, S2 ⊂ R[x1, x2, . . . , xn] ja kaikilla Sα ⊂ R[x1, x2, . . . , xn],
jossa α ∈ I ja I on indeksijoukko:

(i)
V(S1) ∪ V(S2) = V({pq | p ∈ S1, q ∈ S2})

1Intuitio tähän määritelmään on valitettavasti tutkielman laajuuden ulkopuolella.
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(ii) ⋂
α∈I

V(Sα) = V(
⋃
α∈I

Sα)

Todistus. (i) Olkoon x ∈ V(S1). Nyt p(x) = 0 kaikilla p ∈ S1. Täten
p(x)q(x) = 0 kaikilla p ∈ S1 ja q ∈ S2, joten x ∈ V({pq | p ∈ S1, q ∈ S2}).
Todistus toimii vastaavasti tapauksessa x ∈ V(S2).

Olkoon sitten x ∈ V({pq | p ∈ S1, q ∈ S2}). Nyt jos on p0 ∈ S2 s.e.
p0(x) ̸= 0, niin koska p0(x)q(x) = 0 kaikilla q ∈ S2, seuraa q(x) = 0 kaikilla
q ∈ S2. Täten x ∈ V(S2). Jos taas p(x) = 0 kaikilla p ∈ S1, niin x ∈ V(S1).

(ii) x ∈
⋂

α∈I V(Sα) jos ja vain jos kaikilla α ∈ I, kaikki p ∈ Sα ovat nolla
pisteessä x. Toisin sanoen kaikki p ∈

⋃
α∈I Sα ovat nolla, eli x ∈ V(

⋃
α∈I Sα)

□

Lause 2 ([3, 1.3 (0)]). Funktio V(S) on inkluusion suhteen vähenevä, toisin sa-
noen:

S1 ⊂ S2 ⇒ V(S2) ⊂ V(S1)

Todistus. Jos x ∈ V(S2), niin p(x) = 0 kaikilla p ∈ S2 ⊃ S1. Siispä x ∈
V(S1). Intuitiivisesti joukon S ollessa suurempi, joukon V(S) pisteiden täytyy täyttää
enemmän ehtoja, joten niitä on vähemmän. □

2. Zariskin topologia

2.1. Määritelmä. Olkoon Z = {V(S) ⊂ Rn | S ⊂ R[x1, x2, . . . , xn] } eli kaikkien
avaruuden Rn varistojen joukko. Jos joukko otetaan suljettujen joukkojen joukoksi,
Lauseen 1 nojalla se määrää topologian, jota kutsutaan Zariskin topologiaksi [7, s. 7]
[3, 1.4] :

(1) ∅ = V(1) ∈ Z ja Rn = V(0) ∈ Z
(2) Kaikilla V(S1),V(S2) ∈ Z,

V(S1) ∪ V(S2) ∈ Z

(3) Kaikilla S ⊂ P(R[x1, x2, . . . , xn]),⋂
S∈S

V(S) ∈ Z

Zariskin topologian avoimet joukot ovat siis varistojen komplementteja. Zariski-
avoimet (ja suljetut) joukot ovat avoimia (suljettuja) myös tavanomaisessa euklidi-
sessa topologiassa. Toisin päin tämä ei kuitenkaan päde. Täten Zariskin topologia on
karkeampi [6, s. 10] kuin euklidinen topologia:

Lause 3 ([7, s. 8]). Zariskin topologia on aidosti karkeampi kuin euklidinen topo-
logia.

Todistus. Voidaan nähdä, että:

V(S) =
⋂
p∈S

p−1({0})
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Koska polynomit ovat jatkuvia euklidisessa topologiassa ja {0} on suljettu, niin
p−1({0}) on suljettu kaikilla polynomeilla p [5, 6.13]. Suljettujen joukkojen leikkauk-
sena varisto on siis suljettu euklidisessa topologiassa. Kuitenkin esim. joukon R sul-
jettu väli [0, 1] ei ole suljettu Zariskin topologiassa, koska se on ääretön ja Zariskin
topologia on kofiniitti topologia joukossa R (ks. Lause 4). □

2.2. Zariskin topologia joukossa R. Zariskin topologia yhdessä ulottuvuudessa on
tunnettu ns. kofiniitti topologia, eli äärellisen komplementin topologia. Tämä seuraa
algebran peruslauseesta:

Lause 4. Zariskin topologia joukossa R on kofiniitti topologia joukossa R [7, s.
8].

Todistus. Olkoon V Zariski-suljettu joukko, joka ei ole koko R. Nyt on olemas-
sa ainakin yksi nollasta poikkeava polynomi p ∈ R[x] s.e. V ⊂ p−1(0). Algebran
peruslauseen nojalla p−1(0) on äärellinen, joten V on äärellinen.

Olkoon nyt F = {x1, x2, x3, . . . , xn} jokin kofiniitissä topologiassa suljettu joukko,
joka ei ole koko R eikä ∅. Nyt tulon nollasäännön nojalla ja variston määritelmän
nojalla F = V((x − x1)(x − x2) . . . (x − xn)). Täten Zariskin topologian ja kofiniitin
topologian suljetut joukot ovat samat, joten ne ovat sama topologia. □

2.3. Avoimien ja suljettujen joukkojen ominaisuuksia. Zariskin topologia on hy-
vin epätyypillinen topologia [3, s. 11]. Tämä tulee hyvin esiin siinä, kuinka Zariski-
suljetuilla joukoilla ei ole sisäpisteitä.

Määritelmä 5 ([6, 1.13]). x on joukon E sisäpiste, jos on avoin U ⊂ E s.e.
x ∈ U

Lause 6. Varistolla V ⊂ Rn ei ole sisäpisteitä euklidisessa topologiassa (eikä
täten Zariskin topologiassa), paitsi jos V = Rn [2].

Todistus. Kun n = 1, Lauseen 4 nojalla V on äärellinen, joten sillä ei ole sisä-
pisteitä.

Kun n > 1, olkoon antiteesinä x0 ∈ V sisäpiste. Olkoon sitten H mielivaltainen
suora, joka sisältää pisteen x0. Nyt H ∼= R ja V ∩H on H:n alivaristo. Tällöin x0 on
V ∩H:n sisäpiste, joten tapauksen n = 1 nojalla V ∩H = H. Täten H ⊂ V . Koska
kaikki avaruuden Rn pisteet sisältyvät johonkin tällaiseen suoraan, on V = Rn. Tämä
on ristiriita, joten x0 ei ole sisäpiste. □

Täten voidaan sanoa, että Zariskin topologian suljetut joukot ovat yleensä ”pieniä”
[3, 1.4]. Tämä ei ole yllättävää, sillä suljetut joukot (paitsi koko Rn) ovat esimerkiksi
pintoja, käyriä tai pisteitä (tai näiden yhdistelmiä) ja täten enintään (n−1)-ulotteisia.
Vastaavasti avoimet joukot ovat suuria [7, s. 8]:

Määritelmä 7 ([6, 1.15]). Joukko E ⊂ X on tiheä, jos ainoa suljettu joukko,
joka sisältää sen on koko avaruus X.

Seuraus 8. Zariski-avoimet joukot ovat tiheitä (sekä euklidisessa että Zariskin
topologiassa).

Eräs huomattava Zariski-suljettu joukko on kaikkien ei-kääntyvien matriisien jouk-
ko, kun Rn2

tulkitaan n × n -matriisien joukoksi. Tämä johtuu siitä, että jos X on
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se matriisi, jonka alkiot ovat muuttujat x1, x2, . . . , xn2 , niin detX on polynomi, ja ei-
kääntyvät matriisit ovat tarkalleen V(detX) [7, s. 5]. Koska kääntyviä matriiseja on
olemassa, ei-kääntyvien matriisien joukolla ei ole sisäpisteitä. Erityisesti on mahdol-
lista todistaa, että joukko on nollamittainen, joten voidaan sanoa tarkasti, että lähes
kaikki matriisit ovat kääntyviä. Yleistyksenä tästä, lähes kaikki matriisit, ei vain ne-
liömatriisit, ovat täyttä astetta (ts. vasemmalta/oikealta kääntyviä), sillä matriisin
aste on alle k vain jos kaikkien sen k × k -alimatriisien determinantti on nolla.

Lause 9. Kahden epätyhjän Zariski-avoimen joukon leikkaus on epätyhjä.

Todistus. Olkoot U ja V Zariski-avoimia ja epätyhjiä. Oletetaan antiteesinä,
että U ∩ V = ∅. Nyt U ⊂ V c, joten U :n pisteet ovat suljetun joukon V c ̸= Rn

sisäpisteitä. Tämä on ristiriita. □

2.4. Separaatio ja tulotopologia.

Määritelmä 10 ([6, 1.6]). Topologinen avaruus X on Hausdorffin avaruus, jos
kaikille x ̸= y ∈ X on erilliset avoimet joukot U ∋ x ja V ∋ y.

Seuraus 11. (Lauseesta 9) Rn varustettuna Zariskin topologialla ei ole Hausdorf-
fin avaruus.

Euklidinen topologia on Hausdorff, ja moni topologiassa tutkittu avaruus on Haus-
dorffin avaruus. Koska kaikki metristyvät topologiat ovat Hausdorff, Zariskin topolo-
gia ei ole metristyvä. Tämä tukee väitettä, että Zariskin topologia on ”eksoottinen”.
Zariskin topologiassa yhden pisteen joukot ovat suljettuja, joten se on kuitenkin ns.
T1 [6, 11.1].

Euklidinen topologia tasossa on suoran euklidisten topologioiden ns. tulotopologia,
eli sen avoimet joukot ovat suoralla avointen joukkojen karteesisten tulojen yhdisteitä.
Sama ei kuitenkaan päde Zariskin topologiassa:

Lause 12 ([7, Teht. 1.2.2]). Zariskin topologia joukossa R2 ei ole Zariskin topo-
logioiden tulotopologia joukossa R× R.

Todistus. Joukko D = (V(x − y))c = {(x, y) ∈ R2 | x ̸= y} on avoin Zariskin
topologiassa. Olkoon nyt U × V ̸= ∅ s.e. U, V ⊂ R ovat avoimia. Nyt U ja V
ovat epätyhjiä, joten Seurauksen 9 nojalla on olemassa x ∈ U ∩ V . Tällöin (x, x) ∈
U × V , joten U × V ̸⊂ D. Täten, koska D on epätyhjä, se ei ole muotoa U × V
olevien joukkojen yhdiste, eikä täten avoin tulotopologiassa. Siispä tulotopologia ei
ole Zariskin topologia. □

2.5. Standardikanta.

Määritelmä 13. Joukkoperhe β ⊂ τ on topologian τ kanta, jos jokainen topo-
logian joukko voidaan ilmaista yhdisteenä perheen β joukoista [6, 2.1].

Zariskin topologialla on luonnollinen kanta, joka koostuu standardeista avoimista
joukoista, jotka ovat muotoa D(p) = V(p)c jollekin p ∈ R[x1, x2, . . . , xn]:

Lause 14 ([3, 1.5]). β = {D(p) | p ∈ R[x1, x2, . . . , xn]} on avaruuden Rn Zariskin
topologian kanta.

Todistus. Olkoon U Zariski-avoin joukko. Nyt on jokin S ⊂ R[x1, x2, . . . , xn]
s.e. U = V(S)c. Lauseen 1 nojalla V(S) =

⋂
p∈S V(p), joten U =

⋃
p∈S V(p)c =⋃

p∈S D(p) □
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2.6. Jatkuvuus. Jatkuvuus Zariskin topologiassa ei monesti ole kiinnostava omi-
naisuus. Polynomikuvaukset ovat luonnollinen jatkuvien funktioiden luokka, mutta
karkeissa topologioissa on paljon jatkuvia funktioita, joten kaikki jatkuvat kuvaukset
eivät ole polynomikuvauksia. Esimerkiksi joukossa R Zariskin topologia on kofiniitti
topologia, jossa kaikki bijektiot ovat jatkuvia [3, huomio 6.2].

Määritelmä 15. Olkoon φ : Rn → Rm muotoa φ(x) = (p1(x), p2(x), . . . , pm(x))
jossa pi : Rn → R ovat polynomeja. Nyt φ on polynomikuvaus.

Polynomikuvausta varistolta varistolle voidaan algebrallisessa geometriassa kutsua
morfismiksi.

Määritelmä 16 ([6, 3.1]). Funktio f : X → Y , jossa X ja Y ovat topologisia
avaruuksia, on jatkuva pisteessä x, jos kaikilla avoimilla V ⊂ Y s.e. f(x) ∈ V on
U ⊂ X s.e. x ∈ U ja f(U) ⊂ V . Funktio on jatkuva jos se on jatkuva kaikissa
pisteissä.

Lause 17. Polynomikuvaukset ovat jatkuvia Zariskin topologiassa.

Todistus. Funktio on jatkuva, jos sen alkukuvat suljetuista joukoista ovat sul-
jettuja [6, 3.3 (3)]. Olkoon nyt φ : Rn → Rm polynomikuvaus ja V ⊂ Rm suljettu
joukko. Nyt φ−1(V ) = φ−1(V(S)) = {x ∈ Rn | q(φ(x)) = 0 kaikilla q ∈ S }, jollain
S ⊂ R[x1, . . . xn]. Kuitenkin q ◦ φ on polynomikuvausten yhdisteenä polynomi, joten
φ−1(V ) = V({q ◦ φ | q ∈ S}), joka on suljettu. Täten φ on jatkuva. □

3. Funktiorenkaan ideaalit

3.1. Euklidisen topologian karakterisointi. Euklidinen topologia voidaan karak-
terisoida samaan tapaan kuin Zariskin topologia, käyttäen polynomifunktioiden sijaan
tavallisia jatkuvia funktioita. Tämän todistaminen johtaa myös luontevasti funktio-
renkaiden ideaalien ja suljettujen joukkojen yhteyteen. Karakterisointi esitetään esi-
merkkinä ja vertailua varten.

Määritelmä 18. Olkoon S ⊂ C(Rn,R). Nyt

V (S) =
⋂
f∈S

f−1(0)

Lause 19. V (S) on euklidisesti suljettu joukko kaikilla S ⊂ C(Rn,R).

Todistus. {0} on yksikkönä suljettu, täten f−1(0) on suljettu kaikilla jatkuvilla
f , joten joukkojen leikkaus on myös suljettu. □

Merkintä V (S) on tässä analoginen varistomerkinnän V(S) kanssa. Ilmenee, että
kaikki suljetut joukot voidaan esittää tässä muodossa. Tarvittavan funktiojoukon S
löytämistä helpottaa rajoittaa etsintä funktiorenkaan C(Rn,R) ideaaleihin:

Määritelmä 20. Kommutatiivisen renkaan R ideaali I ⊂ R on joukko, joka on
suljettu yhteen- ja vähennyslaskun suhteen ja jolle kaikilla r ∈ R ja x ∈ I pätee
r · x ∈ I [1, Määritelmä 3-11]. Eräs esimerkki on parillisten kokonaislukujen joukko.
Joukon S ⊂ R virittämä ideaali (S) on pienin ideaali siten, että S ⊂ (S) [1, Lause
3-9].
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Lemma 21. Olkoon S ⊂ C(Rn,R). Nyt

V (S) = V ((S))

Todistus. Koska S ⊂ (S), niin V ((S)) ⊂ V (S). Olkoon sitten x ∈ V (S) ja
h ∈ (S). Nyt h voidaan esittää muodossa2 h =

∑
gi · fi +

∑
njfj, jossa gi ∈

C(Rn,R), fi, fj ∈ S ja nj ∈ Z. Nyt koska f(x) = 0 kaikilla f ∈ S, niin h(x) =
∑

gi(x)·
0 +

∑
nj0 = 0. Täten x ∈ V ((S)), eli V (S) ⊂ V ((S)). Siispä V (S) = V ((S)). □

Ideaalit ovat siis luonnollinen tapa määrätä varistoja. Kukin funktiorenkaan funk-
tioiden määrittelyjoukon osajoukko taas määrää ideaalin, joka koostuu niistä funk-
tioista, jotka ovat nolla kaikkialla tuossa osajoukossa:

Lause 22. Olkoon R rengas funktioita X → R, ja E ⊂ X. Nyt

I(E) = {f ∈ R | f(x) = 0 kaikilla x ∈ E}
on R:n ideaali.

Todistus. Olkoon f, g ∈ I(E). Nyt kaikilla x ∈ E pätee f(x)−g(x) = 0−0 = 0,
joten f − g ∈ I(E). Olkoon sitten h ∈ R: nyt h(x) · f(x) = h(x) · 0 = 0, joten
h · f ∈ I(E). Siispä I(E) on ideaali. □

Suljetun joukon F tuottava ideaali on odotetusti I(F ). Yleisemmin voidaan sanoa:

Lause 23. Olkoon E ⊂ Rn. Nyt euklidisessa topologiassa

E = V (I(E))

= {x ∈ Rn | f(x) = 0 kaikilla f ∈ C(Rn,R),
joilla f(x0) = 0 kaikilla x0 ∈ E}

Todistus. Olkoon x ∈ E. Nyt kaikilla f ∈ I(E), f(x) = 0, joten x ∈ V (I(E))
eli E ⊂ V (I(E)). Koska V (I(E)) on suljettu, E ⊂ V (I(E)). Olkoot sitten g ∈
C(Rn,R), g(x) = d(x,E). Nyt g(x) = 0 kaikilla x ∈ E, joten g ∈ I(E), joten
V (I(E)) ⊂ g−1(0) = E. Täten E = V (I(E)) □

Tästä nähdään, että suljettujen joukkojen ja jatkuvien funktioiden renkaan ideaa-
lien välillä on vastaavuus. Tätä vastaava ilmiö Zariskin topologiassa on yksi algebral-
lisen geometrian ydinoivalluksista, algebran ja geometrian välinen yhteys.

3.2. Zariskin topologia ja polynomirengas. Zariskin topologissa pätevät hyvin
vastaavat tulokset kuin euklidisessa topologiassa:

Lause 24. Olkoon S ⊂ R[x1, x2, . . . , xn]

V(S) = V((S))

Määritelmä 25. Olkoon E ⊂ Rn. Nyt

I(E) = { p ∈ R[x1, x2, . . . , xn] | p(x) = 0 kaikilla x ∈ E }
Tämä on polynomirenkaan R[x1, x2, . . . , xn] ideaali.
2Summasymboli tarkoittaa tässä mielivaltaista äärellistä summaa
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Lause 26. Olkoon E ⊂ Rn. Nyt

E = V(I(E))

Todistus. E ⊂ V(I(E)) saadaan kuten Lauseessa 23. Koska E on suljettu, on
olemassa S ⊂ R[x1, x2, . . . , xn] s.e. E = V(S). Nyt kaikilla x ∈ E ja p ∈ S pätee
p(x) = 0, joten S ⊂ I(E), eli V(I(E)) ⊂ V(S) = E. Täten E = V(I(E)). □

Kun Zariskin topologia määritellään algebrallisesti suljetussa kunnassa, pätee myös
käänteinen väite:

√
I = I(V(I)), jossa

√
I on ideaalin I:n ns. radikaali. Tämä tulos

tunnetaan nimellä Hilbertin nollajoukkolause (”Nullstellensatz”), ja se osoittaa yksi
yhteen -vastaavuuden algebrallisten varistojen ja radikaalien ideaalien välillä. Tämä
on yksi algebrallisen geometrian ydinlauseista [3, 4.3].

Geometrisesti sulkeuma Zariskin topologiassa on se joukon ”verhoava” varisto,
jolla on matalin dimensio. Äärellisen pistejoukon sulkeuma on pistejoukko itse. Jos
äärettömällä määrällä pisteitä on epätriviaalina polynomiyhtälöryhmänä kuvattava
suhde, on sulkeuma pienempi kuin Rn. Jos tällaista suhdetta ei ole, sulkeuma on koko
Rn. Esimerkkinä tästä on seuraava lause, joka on myös esimerkki rajoitetusta tiheästä
joukosta, joita ei euklidisessa topologiassa ole lainkaan:

Lause 27.
B(0, 1) = Rn

Todistus. Zariski-suljetulla joukolla, joka ei ole Rn, ei ole euklidisessa mielessä
sisäpisteitä Lauseen 6 nojalla. KuitenkinB(0, 1) ⊂ B(0, 1) on euklidisesti avoin. Täten

B(0, 1) = Rn □

Lauseen 26 esittämän vastaavuuden avulla varistojen ominaisuuksia voi tutkia
tutkimalla polynomirenkaan ideaaleja. Eräs esimerkki siitä, miten tätä tekniikkaa voi
käyttää, on seuraavan lauseen todistus:

Lause 28. Jokainen inkluusion suhteen aidosti vähenevä jono varistoja on äärel-
linen.

Intuitiivisesti, jokainen varisto koostuu äärellisestä määrästä äärellisulotteisia ns.
jakamattomia komponentteja, ja jokaisella askeleella joko komponentti poistuu ko-
konaan, tai siitä otetaan matalampiulotteinen osajoukko. Ei kuitenkaan ole selvää,
miten lauseen voisi todistaa geometrisesti. Käännetään se siis rengasteorian kielelle:

V(I) on aito osajoukko varistosta V(J) vain jos J on aito osajoukko ideaalista I.
Täten inkluusion suhteen aidosti vähenevä jono varistoja vastaa yhtä pitkää aidosti
kasvavaa jonoa ideaaleja. Jos jokainen tällainen jono ideaaleja on äärellinen, myös
varistojono on äärellinen. Se, että aidosti kasvava jono ideaaleja on äärellinen on
ekvivalentti ns. Noetherin ominaisuuden kanssa.

Määritelmä 29 ([7, 2.2]). Rengas on Noetherin rengas, jos kaikki sen ideaalit
ovat äärellisen joukon virittämiä.

Tässä tärkeää on, että R on Noetherin rengas (sen ideaalit ovat (0) ja (1)), ja
tästä seurauksena R[x1, x2, . . . , xn] on Noetherin rengas kaikille n [7, 2.2].

Lause 30. Noetherin renkaassa jokainen aidosti kasvava jono ideaaleja on äärel-
linen.
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Todistus. Olkoon antiteesinä I1 ⊂ I2 ⊂ I3 . . . ääretön aidosti kasvava jono ide-
aaleja. On helppo todistaa, että

I =
∞⋃
k=0

Ik

on ideaali. Koska rengas on Noetherin rengas, ideaalin I voi virittää äärellisellä
joukolla X. Nyt, koska X ⊂ I on äärellinen, on j s.e. X ⊂ Ij, joten Ij+1 ⊂ I = (X) ⊂
Ij, joten Ij+1 ⊂ Ij, mikä on ristiriita. Täten jokainen aidosti kasvava jono ideaaleja
on äärellinen. □

4. Zariskin topologia mielivaltaisen kommutatiivisen renkaan spektrissä

Hilbertin nollajoukkolause johtaa luonnolliseen tapaan määritellä Zariskin topo-
logia myös mielivaltaisen renkaan R spektrissä eli sen alkuideaalien joukossa. Saatu
topologinen avaruus määrittää ns. affiinin skeeman [7, 2.6], jonka merkityksestä ei
puhuta tässä sen enempää. Topologia määritellään ensin maksimaalisten ideaalien
joukossa ja laajennetaan sitten alkuideaalien joukkoon.

Määritelmä 31. Maksimaalinen ideaali on aito ideaali, joka ei ole minkään
aidon ideaalin aito osajoukko. Siis ainoat ideaalit, jonka osajoukko se on, ovat se itse
ja koko rengas (ns. yksikköideaali) [1, Määritelmä 3-18].

Renkaan R maksimaalispektri on sen maksimaalisten ideaalien joukko:

maxSpecR = {m ⊂ R | m on renkaan R maksimaalinen ideaali}

Seuraava lause seuraa olennaisesti Hilbertin nollajoukkolauseesta ja Lauseesta 2.
Polynomirenkaan C[x1, x2, . . . , xn] maksimaaliset ideaalit vastaavat yksi yhteen Cn:n
pisteitä:

Lause 32.
maxSpecC[x1, x2, . . . , xn] = {I({a}) | a ∈ Cn}

Toisin sanoen ideaali I({a}) on tarkalleen niiden polynomien joukko, jotka ovat
nolla pisteessä a, ja a on se piste, joka on nolla kaikilla tuon ideaalin polynomeilla.
Maksimaalinen ideaali vastaa ”minimaalista” varistoa eli pistettä. Varistoa V(I) vas-
taa siis maksimaalisten ideaalien joukko {I({x}) | x ∈ V(I)}, joka on mahdollista
karakterisoida suoremmin:

Lause 33. Olkoon I ⊂ C[x1, x2, . . . , xn] ideaali. Nyt:

{I({x}) | x ∈ V(I)} = {m ∈ maxSpecC[x1, x2, . . . , xn] | I ⊂ m}

Todistus. Olkoon ensin I({x}) s.e. x ∈ V(I). Tiedetään, että I({x}) on mak-
simaalinen ideaali. Nyt kaikilla p ∈ I pätee p(x) = 0, joten p ∈ I({x}). Siispä
I ⊂ I({x}).

Olkoon sitten m = I({y}) maksimaalinen ideaali s.e. I ⊂ m. Nyt kaikilla p ∈ m,
p(y) = 0, joten näin on myös kaikilla p ∈ I. Siispä y ∈ V(I) □

Tämä motivoi seuraavanlaisen määritelmän Zariskin topologialle joukossa maxSpecR,
jossa R on mielivaltainen kommutatiivinen rengas:
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Määritelmä 34. Zariskin topologia joukossa maxSpecR on se topologia, jonka
suljetut joukot ovat muotoa

V′(I) = {m ∈ maxSpecR | I ⊂ m}
Jossa I on renkaan R ideaali.

Määritelmä kaikkien alkuideaalien joukolle on tämän suora yleistys, jota motivoi
se, että rengashomomorfismin alkukuva alkuideaalista on aina alkuideaali [7, 2.6.]. Tä-
mä ominaisuus ei aina päde maksimaalisille ideaaleille. Polynomirenkaan tapauksessa
ei-maksimaaliset ideaalit voidaan tulkita ns. yleisiksi pisteiksi, joilla ei ole tarkasti
määriteltävää sijaintia. Esimerkiksi nollaideaali (0) kuvaa pistettä, joka on jossain
koko avaruudessa, ja sen sulkeuma on koko avaruus [4, 3.2.4, 3.6.N]. Huomataan, että
vaikka kaikki tavalliset pisteet ovat edelleen suljettuja, yleiset pisteet eivät ole.

Määritelmä 35. Alkuideaali on aito ideaali, jolle pätee ”Eukleideen lemma”: jos
ab ∈ p, niin täytyy olla joko a ∈ p tai b ∈ p [1, Määritelmä 3-19].

Renkaan alkuideaalien joukkoa kutsutaan sen spektriksi :

SpecR = {p ⊂ R | p on renkaan R alkuideaali}
Kaikki maksimaaliset ideaalit ovat alkuideaaleja, eli maxSpecR ⊂ SpecR

Määritelmä 36. Zariskin topologia joukossa SpecR on se topologia, jonka sul-
jetut joukot ovat muotoa

V(I) = {p ∈ SpecR | I ⊂ p},
jossa I on renkaan R ideaali

Lause 37. Zariskin topologia joukossa SpecR on topologia

Todistus. Todistus koostuu kolmesta havainnosta:

(1) ∅ = V((1)), SpecR = V((0))
(2) V(I) ∪V(J) = V(IJ)
(3) Olkoon A jokin indeksijoukko ja Iα ideaali kaikilla α ∈ A. Nyt⋂

α∈A

V(Iα) = V(
∑
α∈A

Iα)

□

5. Loppulausunto

Zariskin topologia on hyödyllinen peruskäsite algebrallisessa geometriassa. Se on
kuitenkin vain hyvin pieni osa hyvin laajaa ja abstraktia alaa. Pääasiallisten lähteitte-
ni sijaan suosittelen syvemmälle haluaville oppikirjaa The Rising Sea: Foundations Of
Algebraic Geometry [4], jonka on kirjoittanut Ravi Vakil. Siinä modernin algebralli-
sen geometrian ydinkäsitteet kuten skeemat (schemes), lyhteet (sheaves) ja morfismit
kehitetään ansaitsemallaan yksityiskohtaisella tasolla.
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