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Tässä diplomityössä osoitetaan kahdella eri tavalla röntgenmuunnos injektioksi. Kappalees-
sa 3 todistetaan röntgenmuunnoksen injektiivisyys osoittamalla röntgenmuunnos ensin injektioksi
n-ulotteisella toruksella. Kappaleessa 4 röntgenmuunnos osoitetaan injektioksi Radonin inversio-
metodin avulla.

Röntgenmuunnos nousee esiin kuvantamisongelmasta, jossa halutaan tutkia kuvattavaa kap-
paletta sisältä ilman, että kappaletta tarvitsisi halkaista. Lääketieteellisessä kuvantamisessa ku-
vattavaa kappaletta sädetetään röntgensäteillä, jotka kulkeutuvat kappaleen läpi osa kappalee-
seen absorboituen. Kuvattavan kappaleen jälkeen säteet ajautuvat detektorille, jossa säteiden
erisuuruisista intensiteeteistä muodostuu kuva. Kuvantaminen on inversio-ongelma, jossa tunne-
taan alku- ja lopputilanne eli säteiden intensiteetit ennen kuvattavaa kappaletta ja sen jälkeen, ja
halutaan ratkaista funktio, joka heikentää säteiden intensiteettiä.

Röntgenmuunnos on integraalimuunnos I, joka kuvaa funktion f funktioiksi kaikkien suorien
joukkoon. Tässä työssä kysytään, onko röntgenmuunnos injektio, eli voidaanko intensiteettiä hei-
kentävä funktio määrittää viivaintegraaliensa avulla. Koska röntgenmuunnos on lineaarinen muun-
nos, riittää injektiivisyyden todistamiseen osoittaa, että jos If = 0, niin silloin myös f = 0.

Kappaleessa 3 osoitetaan röntgenmuunnos injektioksi avaruudessa Rn osoittamalla ensin
muunnoksen injektiivisyys n-ulotteisella toruksella. Torus Tn määritellään ekvivalenssirelaation
∼ tekijäjoukkona. Ekvivalenssirelaatio ∼ sanoo, että x ja y ovat ekvivalentit, jos niiden erotus on
2πm, jossa m ∈ Zn. Avaruuden Rn funktio oletetaan kannetuksi yksikköpallossa, jonka jälkeen
funktiota monistetaan siten, että saadaan 2π jaksollinen funktio

∼
f . Tällaisen 2π jaksollisen funk-

tion voidaan ajatella olevan funktio toruksella. Todistuksessa näytetään, että avaruuden Rn rönt-
genmuunnos määrittelee toruksen röntgenmuunnoksen. Röntgenmuunnos toruksella pystytään
osoittamaan injektioksi Fourier’n muunnoksen avulla, jonka jälkeen injektiivisyys voidaan osoittaa
myös avaruudessa Rn.

Kappaleessa 4 osoitetaan röntgenmuunnos injektioksi Radonin inversiometodin avulla. Inver-
siometodissa käytetään apuna ympyräkeskiarvoa sekä Abel-muunnosta. Abel-muunnos on myös
integraalimuunnos, joka todistetaan tässä työssä injektioksi osoittamalla, että Abel-muunnokselle
voidaan löytää vasen käänteiskuvaus. Abel-muunnoksen injektiivisyys on röntgenmuunnoksen
kannalta merkittävää, sillä todistus nojaa Abel-muunnoksen injektiivisyyteen ja sen käänteisku-
vaukseen. Inversiometodissa pystytään osoittamaan, että funktion röntgenmuunnoksen ympyrä-
keskiarvo on sama kuin funktion ympyräkeskiarvon Abel-muunnos. Koska Abel-muunnos osoitet-
tiin injektioksi ja sen käänteiskuvaus tunnetaan, voidaan käänteiskuvauksen avulla lopulta osoittaa
röntgenmuunnoksen injektiivisyys.
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Inkeri Sivula: Injectivity Of the X-Ray Transform
Master of Science Thesis
Tampere University
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In this thesis it is shown with two different methods that X-ray transform is injective. In chapter
3 the X-ray transform is proved the be injective on torus which implies injectivity on Euclidean
space and in the chapter 4 injectivity is proved with Radon’s inversion method.

X-ray transform arises from the problem where one needs to examine an object from the inside
while keeping the object intact. For example, in medical imaging the object is radiated with x-rays
and the x-rays travel trough the object and end up to a detector. Image of the object is formed in the
detecrtor from the changing intensities. Imaging is an inversion problem, in which the intensities
of the x-rays are known before and after the object and the function that reduces the intensities,
should be solved.

The X-ray transform is an ingeral transform I that takes function f to function to the set of all
lines. In this paper the question is whether X-ray transform is injective so is it possible to define
function f from its line integrals. X-ray transform is linear operator, so the injectivity can be proved
by if If = 0 then f = 0.

In chapter 3 the injectivity of the X-ray transform in Eucledian space Rn is proved by showing
that the X-ray transform in n-dimensional torus is injective. Torus Tn is defined as quotient set
of the equivalence relation ∼. Equivalence relation ∼ states that x and y are equivalent if the
substraction x − y is 2πm, where m ∈ Zn. Function f ∈ Rn is assumed to be supported in
unit ball and the supported part inside the unit ball is periodically extended to a periodic funtion
∼
f with period 2π. Function with period 2π can be considered as a function on torus Tn. In the
injectivity proof it is shown that the X-ray transform in Rn can be defined with X-ray transform in
Tn. X-ray transform on torus is proven to be injective using Fourier transform. The injectivity of
X-ray transform in Rn follows from the injectivity on torus Tn.

In chapter 4 the injectivity of the X-ray transform is proved with Radon’s inversion method. The
inversion method uses circular average and Abel-transform. Abel-transform is integral transform
that is shown to be injective and the left inverse is defined. The injectivity of Abel-transform is cru-
cial for the X-ray transform because the inversion method relies on the injective Abel-transform and
particularly on the left inverse. In the inversion method it can be shown that the circular average of
X-ray transform is equal to the Abel-transform of the circular average of the function. Because of
the injective Abel-transform and particularly because of the left inverse of Abel-transform we can
show that If = implies that f = 0, hence X-ray transform is injective.

Keywords: X-ray transform, inversion problem, torus, Abel transform, Radon

The originality of this thesis has been checked using the Turnitin OriginalityCheck service.
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LYHENTEET JA MERKINNÄT

A Abel-muunnos

µ absorptiokerroin

C jatkuvien funktioiden joukko

CB jatkuvien funktioiden avaruus, jotka ovat kannettuja suljetussa yk-

sikköpallossa

Cc jatkuvien funktioiden avaruus, jotka ovat kompaktisti kannettuja

[x] Ekvivalenssiluokka

∼ ekvivalenssirelaatio

F Fourier-muunnos

I intensiteetti

⌊x⌋ lattia-funktio

R reaaliluvut

I Röntgenmuunnos-operaattori

T toruspinta

f Ympyräkeskiarvo
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1. TAUSTAA

Tässä työssä esitellään kaksi erilaista todistusta röntgenmuunnosoperaattorin injektiivi-

syydelle. Röntgenmuunnos I on operaattori, joka kuvaa funktion f avaruudesta Rn vii-

vaintegraaliensa joukkoon [1, s. 979]. Röntgenmuunnoksen injektiivisyydestä seuraa se,

että tuntematon funktio f pystytään määrittämään viivaintegraaleistaan. Röntgenmuun-

nosta käsitellään tarkemmin kappaleessa 2.

Röntgenmuunnoksen injektiivisyydestä seuraa mahdollisuus määrittää operaattorin kään-

teismuunnos, jonka avulla esimerkiksi tietokonekerroskuvantamisessa (Computer tomo-

graphy, CT-kuvantaminen) voidaan muodostaa haluttu kuva, eli määrittää funktio f .

Kappaleessa 3 osoitetaan muunnosoperaattorin injektiivisyys käyttäen apuna n-ulotteista

toruspintaa ja fourier-sarjaa. Kappaleessa 4 taas osoitetaan saman operaattorin injektiivi-

syys Radonin inversiomentodilla käyttäen apuna vähemmän tunnettua Abelin muunnos-

ta.

1.1 Röntgensäteily

Röntgensäteet ovat sähkömagneettista säteilyä, jonka aallonpituus on 10−10 m luokkaa

eli lyhyempää kuin näkyvä valo [2, s. 2]. Röntgensäteet havaitsi ensimmäisenä saksalai-

nen fyysikan professori William Conrad Röntgen tutkiessaan katodisädeputken emissiota

vuonna 1895. Röntgen havaitsi säteet sattumalta, kun penkillä maannut bariumplatinosy-

anidilevy kirkastui. Röntgen ymmärsi, että kyseessä on oltava uudenlaista säteilyä, sillä

hän oli suojannut katodisädeputken pahvilla ja tiesi, että katodisäteet eivät olisi pysty-

neet penetroitumaan niin pitkälle [3, s. 4]. Uusien säteiden havaitsemisesta myönnettiin

Röntgenille ensimmäinen fysiikan Nobel-palkinto vuonna 1901 [3, s. 9].

Röntgensäteily voi läpäistä materiaa, koska säteilyllä on korkea energia sekä röntgen-

säteilyn aallonpituus on samaa luokkaa hilassa olevien atomien etäisyyden kanssa [4,

s. 6]. Röntgensäteily voi vuorovaikuttaa materian kanssa kahdella eri tavalla: siroamalla,

eli muuttamalla kulkusuuntaansa tai absorboitumalla, eli luovuttamalla kaiken energiansa

atomille. Materiaalin ja röntgensäteilyn vuorovaikutusta kuvaa lineaarinen vaimennusker-

roin µ, joka on materiaalille ominainen, määritellään seuraavasti
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µ =
(︂ρmNA

M

)︂
σa (1.1)

Kaavassa (1.1) ρm on tiheys, NA on Avokadron vakio, M on materian moolimassa ja σa
on vaikutusala. Kuvattavat kappaleet eivät yleensä koostu vain yhdenlaisista atomeista,

jolloin koko kappaleen vaimennuskerroin muodostuu seuraavasta summalausekkeesta

µ =
∑︂
j

µj =
∑︂
j

(︂ρmj
NA

Mj

)︂
σaj (1.2)

jossa ρmj
, Mj ja σaj ovat atomin j tiheys ja moolimassa sekä vaikutusala [2, s. 20]. Ato-

mille ominainen vaikutusala kuvaa todennäköisyyttä, jolla röntgensäteilyn fotoni vuorovai-

kuttaa elektronin kanssa [5, s. 55].

Lääketieteellisessä kuvantamisessa käytettävien röntgenfotonien energia on luokkaa 100

keV ja tämän energialuokan fotonien pääsääntöinen vuorovaikutus atomien kanssa, joilla

on korkea järjestysluku, on valosähköinen ilmiö [6, s.83].

Röntgensäteillä on monia eri käyttökohteita. Yksi esimerkki on röntgenkristallografia, jo-

hon perustuu suurimmaksi osaksi nykyinen tietämyksemme molekyyli- ja kiinteän aineen

rakenteesta yksinkertaisesta suolasta jopa monimutkaiseen DNA:n rakenteeseen asti [7,

s. 3]. Röntgensädekristallografiassa röntgensäteillä sädetetään kidettä, joka aiheuttaa

röntgensäteessä siroamista. Analysoimalla tätä muodostunutta sirontakuviota, voidaan

päätellä atomien paikat kiteessä [7, s. 3].

Sen lisäksi että röntgensäteillä on useita käyttökohteita, niitä myös yritetään havaita luon-

nossa. Röntgentähtitiede tutkii astronomisia röntgensäteitä. Avaruudessa on useita rönt-

gensäteilyn lähteitä, joiden säteilyä halutaan tutkia. Kosmiset röntgensäteet ovat energial-

taan 0.5 - 5 keV, tällaisia säteitä kutsutaan "pehmeiksi säteiksi", sillä ne absorboituvat jo

pieneen määrään materiaa. Esimerkiksi 3 keV säteitä ei voida havaita alle 80 km päästä

maan pinnasta, joten niiden havaitsemiseen tarvitaan satelliitti [8, s. 2].

Röntgensäteillä on energiaa 1000 kertaa enemmän kuin näkyvällä valolla, joten jos rönt-

gensäteet syntyvät termisessä prosessissa, on lämpötilan oltava myös 1000 kertaa suu-

rempi kuin siellä, missä näkyvää valoa syntyy. Tästä syystä kosmisia röntgensädelähteitä

etsiessä etsitään sittenkin materiaa, jonka lämpötila on miljoonia asteita [8, s. 2-3]. Oman

aurinkokuntamme voimakkain kosmisten röntgensäteiden lähde on Aurinko [8, s. 39].

Toinen hyvin yleinen sovelluskohde röntgensäteille on kuvantaminen. Koska tämä diplo-

mityö käsittelee röntgenkuvantamisessa ilmenevää inversio-ongelmaa, kerrotaan kuvan-

tamisesta laajemmin seuraavassa kappaleessa.
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1.2 Röntgenkuvantaminen

Röntgenkuvantamisen periaate on aika yksinkertainen: kuvattavaa kappaletta sädetetään

röntgensäteillä ja kappaleen läpäisseet säteet muodostavat varjokuvan detektorille. Var-

jokuva tallentuu detektorille kappaleen läpäisseen säteilyn intensiteettinä, joka kuvastaa

kappaleen eri materiaalien absorptiokertoimia. Kuvat esitetään negatiiveina, joten rönt-

genkuvissa vaalealla näkyy kohdat, joissa säteily absorboituu kappaleeseen enemmän

kuin kohdissa, jotka ovat tummempia [9, s. 1].

Kuvantaminen perustuu Beerin lakiin:

dI

dx
= −µ(x)I(x) (1.3)

jonka mukaan intensiteetin muutos infinitesimaalisella matkalla on verrannollinen absorp-

tiokertoimeen µ(x). Separoimalla differentiaaliyhtälö voidaan kirjottaa seuraavaan muo-

toon
dI

I
= −µ(x)dx (1.4)

ja ratkaista

ln
(︂ I
I0

)︂
= −

∫︂ x1

x0

µ(x) dx (1.5)

Yhtälössä (1.3) I on detektorilla mitattu intensiteetti, I0 on intensiteetti ennen kuvattavaa

kappaletta ja µ(x) on kuvattavan kappaleen absorptiokerroin.

Jos kuvattavan kappaleen absorptiokerroin on vakio µ1 ja säteen kappaleessa kulkema

matka on L niin Beerin laista

ln
(︂ I
I0

)︂
= −µ1L (1.6)

voidaan ratkaista intensiteetti kappaleen jälkeen [4, s. 142]. Kuten edellisessä kappalees-

sa kerrottiin, on heterogeenisen kappaleen absorptiokerroin komponenttiensa summa,

jolloin intensiteetti saadaan kaavasta

ln
(︂ I
I0

)︂
= −

∑︂
j

µjLj (1.7)

Kuvantamisessa siis tunnetaan intensiteetit ennen ja jälkeen kuvatun kappaleen, mutta ei

kappaleelle ominaista absorptiokerroinfunktiota. Intensiteeteistä ei pystytä suoraan las-

kemaan vaimennuskerroinfunktion arvoja vaan tuntemattoman kerroinfunktion integraalin

arvoja röntgensäteen muodostamalla suoralla [10, s. 5].

Normaalissa lääketieteellisessä röntgenkuvassa otetaan kuvattavasta kappaleesta yh-

destä suunnasta projektiokuva. Tietokonekerroskuvauksessa eli CT-kuvantamisessa ku-
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vataan kappaletta viipale kerrallaan monesta eri suunnasta [9]. Kerroskuvauksessa saa-

tu kuva näyttää siltä, että kuvattavasta kappaleesta olisi tosiaan otettu viipale, josta olisi

otettu projektiokuva [11].

1.3 Inversio-ongelma

Kaksi matemaattista ongelmaa ovat toistensa käänteisongelmat, jos toisen formulointiin

tarvitaan osa tai koko toisen ongelman ratkaisu. Näitä toisilleen käänteisiä ongelmia kut-

sutaan suoraksi ja käänteiseksi ongelmaksi eli inversio-ongelmaksi. Nämä ongelmat ovat

yhteydessä toisiinsa, siten että toinen ongelma voidaan muodostaa toisesta muuttamal-

la datan roolia ja tuntematonta muuttujaa. Toisen ongelman data on toisen ongelman

tuntematon muuttuja. Tämän duaalisuuden takia lukijalle voi jäädä tunne, että eikö ole

mielivaltaista päättää kumpi ongelmista on suora ja kumpi inversio [11].

Suoran ongelman ajatellaan noudattavan syyseuraus lainalaisuutta, jossa pyritään mää-

rittämään seuraukset tiedetyistä syistä. Tällaisen ongelman inversio olisi ratkaista ilmiön

syyt sen tunnetuista seurauksista. Tästä seuraakin, että suora-inversio-ongelma parin tu-

lee perustua joillekin hyvin tunnetuille fysikaalisille laille, joiden avulla voidaan määrittää,

mitkä ovat ilmiön syyt ja mitkä ovat seuraukset. Fysikaalisten lakien tulee myös tarjota

funktiot, jotka liittävät syyt seurauksiin [11].

Olisi mielekästä ajatella, että samat seuraukset johtuisivat samoista syistä, mutta näin ei

tietenkään aina ole, inversio-ongelmalla voi olla useampi ratkaisu. Tästä syystä ongel-

masta tulisi saada lisäinformaatiota, jotta eri ratkaisut voitaisiin erottaa toisistaan [12, s.

3]. Inversio-ongelmien ratkaisemiseen tarvitaankin vahvaa tietämystä vastaavasta suo-

rasta ongelmasta sekä ongelmapariin liittyvästä fysikaalisesta ilmiöstä [12, s. 4]. Ongel-

man sanotaan olevan hyvin aseteltu, jos sille pätee seuraavat väitteet: ongelmalle löytyy

ratkaisu, ratkaisu on uniikki ja että ratkaisu riippuu jatkuvasti datasta [12, s. 4].

Matematiikan näkökulmasta inversio-ongelmat voidaan jakaa kahteen ryhmään: lineaari-

siin ja epälineaarisiin ongelmiin. Lineaarisiin ongelmiin liittyy usein jonkinlaisen integraa-

liyhtälön ratkaisua. Ei-lineaarisissa ongelmissa arvioidaan funktion kertoimia differentiaa-

liyhtälöillä [12, s. 9].

Hyvin yksinkertainen esimerkki suorasta ongelmasta on ennustaa tuleva tila fysikaaliselle

systeemille, kun nykyinen tila on tiedossa. Käänteinen ongelma voisi olla edellisen tilan

selvittäminen nykyisen tilan avulla [12, s. 3]. Inversio-ongelmia esiintyy monissa eri sovel-

luksissa kuten esimerkiksi tässä työssä enemmänkin esille tulevassa lääketieteellisessä

kuvantamisessa, tutkissa, kuvankäsittelyssä sekä kvanttimekaniikassa [12, s. 9].

Inversio-ongelmia esiintyy monissa eri tieteenaloissa, kuten esimerkiksi geofysiikassa.

Geofysikaaliset metodit perustuvat erilaisten fysikaalisten kenttien tutkimiseen, jotka kul-

keutuvat maan sisuksien läpi [13, s. 3]. Fysikaalisten kenttien havainnoituihin arvoihin vai-
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kuttavat maan sisällä olevat eri materiaalit, pääsääntöisesti kivet [13, s. 3]. Tärkeimmät

kentät ovat painovoima-, magneetti-, sähkömagneetti- ja maanjäristysaaltokenttä [13, s.

3]. Geofysikaalisessa suorassa ongelmassa yritetään numeerisesti mallintaa dataa tun-

netulla mallilla ja mallin parametreilla [13, s. 3]. Käänteisessä ongelmassa halutaan mää-

rittää geofyysisiä rakenteita datasta. Tämä on usein todella hankalaa, sillä maapallon

rakenne on hyvin monimutkainen [13, s. 3]. Tarkastellaan lähemmin yhtä geofysiikas-

sa käytettyä kenttää, gravitaatiokenttää. Gravitaatioavusteisessa kartoituksessa tutkitaan

maan tiheysjakaumassa tapahtuvaa vaihtelua, joka aiheuttaa vaihtelua painovoimaken-

tässä [13, s. 9]. Suorassa ongelmassa tunnettaisiin maan tiheysjakauman poikkeamat,

joista voidaan edelleen ratkaista painovoimakentän poikkeamat [13, s. 9]. Käänteisessä

ongelmassa mitataan painovoimakentässä tapahtuvaa vaihtelua, josta halutaan ratkaista

maan tiheysjakauman vaihtelua. Tiheysjakauma antaa uniikkia tietoa syvistä geologisis-

ta rakenteista. Tarkan painovoiman tutkimuksia voidaan käyttää yksityiskohtaiseen öljyn,

kaasun ja mineraalien esiintymien etsimiseen [13, s. 9-10].

Lääketieteellisen kuvantamisen suora ongelma on määrittää detektorilla mitattu röntgen-

säteen intensiteetti, kun tiedetään säteen intensiteetti lähteessä ja absorptiofunktio [12,

s. 22]. Kuvantamisen käänteinen ongelma on selvittää intensiteettiä heikentävä absorp-

tiofunktio, kun tiedetään intensiteetit lähteessä ja detektorilla [12, s. 22].

Kysymys tässä työssä kuuluukin, onko mahdollista määrittää vaimennuskerroinfunktio vii-

vaintegraaliensa avulla [10].
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2. RÖNTGENMUUNNOS

Kuvattavaa kappaletta voidaan mallintaa kaksiulotteisena absorptiokerroinfunktion jakau-

mana ja viivaintegraali esittää röntgensäteen koko vaimennusta sen kulkiessa kuvattavan

kappaleen läpi suoraa pitkin [14]. Kuvassa 2.1 on havainnollistettu yksinkertaisella kuvan-

tamistilannetta.

Kuva 2.1. Kuvantamisen geometria

Kuvassa 2.1 sininen neliö esittää kuvattavaa kappaletta, jota karakterisoidaan absorptio-

kertoimella µ(x, y). Kappaletta sädetetään röntgensäteillä, joista yhtä sädettä kuvaa suo-

ra S. Detektori on merkitty kuvaan, jossa havaitaan kappaleen läpi tulleet mahdollisesti

heikentyneet röntgensäteet.

Koska kappaletta halutaan kuvata jokaisesta suunnasta, detektori ja röntgensädelähde

pyörähtää kappaleen ympäri ja tätä pyörähdystä kuvaa kulma θ. Säteet kulkevat kap-

paleen läpi ja tulevat detektorille kohtisuorasti detektoriin nähden. Muodostunut kuva on

projektio kappaleen absorptiokertoimesta pyörähdyskulmassa θ. Koska kappaletta säde-

tetään useammalla säteellä kuin yhdellä, voidaan suorat parametrisoida tietyssä pyöräh-
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dyskulmassa θ ja suoran S etäisyydellä origosta r kuva 2.1.

Projektio muodostuu säteiden intensiteeteistä, jotka selviävät kappaleen läpi detektorille.

Yksi säde vastaa yhtä suoraa, joka kulkee lähteestä detektorille, läpi kuvattavan kappa-

leen. Vaimennuskerroinfunktiota integroidaan yli jokaisen suoran, joka muodostuu lähteen

ja detektorin välille.

Toisin sanoen projektio muodostuu samassa kulmassa θ eri etäisyyksillä r kulkevien suo-

rien viivaintegraaleista. Kuvassa 2.1 esitetty kuvantamistilanne havainnollistaa yksinker-

taisinta tilannetta, jossa säteet ja detektori ovat kohtisuorassa toisiinsa nähden. Tätä pro-

jektiota kutsutaan yhdensuuntaisprojektioksi [14, s. 197].

Määritellään röntgenmuunnos seuraavaksi hyvin yleisellä tasolla.

Määritelmä 1. [15, s. 5, Määritelmä 1.1.] Olkoon f : Rn → R (tai C) jokseenkin sään-

nöllinen funktio ja olkoon Γ kaikkien suorien joukko avaruudessa Rn. Funktion f röntgen-

muunnos I on funktio If : Γ → R tai C, jossa If(γ) on funktion f integraali yli suoran

γ.

Määritelmässä ”jokseenkin säännöllisellä funktiolla” tässä työssä tarkoitetaan esimerkik-

si jatkuvaa kompaktikantajaista funktiota. Määritelmässä 1 jätettiin suoran parametrisointi

tahallaan auki, sillä suoran parametrisoinnin voi valita tilanteen ja omien tarpeiden mu-

kaan. Tässä työssä tullaan esittelemään röntgenmuunnoksen injektiivisyystodistus kah-

della eri tavalla, joten suorien parametrisointi tapahtuu näissä kahdessa eri todistuksessa

hieman eri tavalla. Kappaleessa 3 parametrisoidaan avaruuden Rn pisteiden x ja x + tv

välinen geodeesi toruksen Tn suorana valitsemalla sopiva v. Kappaleessa 4 paramet-

risoidaan suora ympyrän kehäpisteeseen piirrettynä tangenttina, eli kuten kuvassa 2.1

on esitetty. Saman suoran erilainen parametrisaatio ei vaikuta röntgenmuunnoksen tulok-

seen [15, s. 6]

Käydään seuraavaksi läpi yksi tapa parametrisoida suora avaruudessa R2 ja annetaan

tarkempi esitys röntgenmuunnokselle. Kuvassa 2.1 oleva säde S voidaan parametrisoida

ympyrän säteen r ja pyörähdyskulman θ avulla seuraavasti [10]

x(s) = r · cos(θ)− s · sin(θ)

y(s) = r · sin(θ) + s · cos(θ)
(2.1)

Muuttuja s piirtää suoran, saaden arvoja väliltä (−∞,∞). Nyt kun suora on parametri-

soitu, saadaan määriteltyä funktion µ(x, y) röntgenmuunnos suoraa S pitkin on

I µ(r, θ) =
∫︂ ∞

−∞
µ (r · cos(θ)− s · sin(θ), r · sin(θ) + s · sin(θ)) ds (2.2)

Röntgenmuunnos I on siis tässä esimerkissä operaattori, joka kuvaa funktion µ(x, y)
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avaruudesta R2 viivaintegraaliensa joukkoon. [1, s. 979]

Edellä esitettyä yksinkertaistusta CT-kuvantamisesta, jossa säteet ja detektori ovat koh-

tisuorassa toisiinsa nähden, kutsutaan kohtisuoraksi projektioksi. Tällainen ensimmäi-

sen sukupolven CT-kuvantamislaitteisto skannaa sivusuuntaisesti yli kuvattavan kappa-

leen, jotta saadaan aikaan projektio. Kun projektio on saatu yhdestä kulmasta, käänne-

tään kuvantamislaitteita seuraavaan kulmaan, josta muodostetaan seuraava projektio [16,

s.113]. Ensimmäisen sukupolven laitteistojen ongelmia lääketieteellisessä kuvantamises-

sa on pitkä kuvantamisaika sekä kuvattavan pitkäaikainen altistuminen röntgensäteille

[16, s.113].

Kuvantamislaitteet ovat kuitenkin kehittyneet kohtisuorasta projektiosta ja nykyään kuvan-

tamislaitteissa käytetään kolmannen sukupolven laitteistoja, joissa tärkein ominaisuus on,

että niissä käytetään ohutta mutta leveää viuhkamaista sädettä (engl. fan beam), joka

kattaa koko kuvattavan kappaleen kerralla [16, s.113]. Kolmannen sukupolven kuvanta-

mislaitteissa detektori on kaareva ja sen keskikohta on asetettu säteilyn polttopisteeseen

[16, s.113]. Toisin kuin laitteistoissa, joissa käytetään kohtisuoraa projektiota, viuhkapro-

jektiossa ei tarvita sivusuuntaista liikettä, vain liike kuvattavan kappaleen ympäri, jotta

kappale voidaan kuvata joka kulmasta [16, s.113]. Koska tällainen viuhkaprojektio vaa-

tii vain pyörimisliikettä, on tämä nopeampi kuvantamistapa kuin ensimmäisen sukupol-

ven suorakulmainen kuvantaminen [16, s.113]. Toisaalta viuhkaprojektion funktion rekon-

struktioalgoritmit ovat monimutkaisempia kuin ensimmäisen sukupolven, mutta koska da-

tan kerääminen on nopeampaa, on viuhkaprojektio käytännöllisempi [16, s.113]. Tässä

työssä pitäydytään kohtisuorassa projektiossa sen yksinkertaisuuden takia.

Tämän diplomityön tarkoituksena on käydä läpi kaksi toisistaan poikkeavaa todistusta

röntgenmuunnoksen injektiivisyydelle. Ensimmäisessä todistuksessa määritellään rönt-

genmuunnos toruspinnalla, toinen todistus perustuu radonin inversiometodiin. Kummas-

sakin tapauksessa seurataan kurssin ”Analysis and X-ray tomography” luentomuistiinpa-

noja, jotka löytyvät lähteestä [15].

Lemma 1. [17, prop. 33E.L. s.38-39] Olkoon f : D → C kuvaus kahden joukon välillä.

Seuraavat väitteet ovat yhtäpitäviä

1. Kuvaus f on injektio.

2. Kuvauksella f on vasen käänteiskuvaus.

Tässä työssä ei osoiteta lemmaa 1, todistus löytyy [17, s.39]. Jotta kuvattavan kappaleen

absorptiokerroinfunktio µ voidaan ratkaista, tulee ensin osoittaa, että röntgenmuunnos I
on injektio, josta seuraa lemman 1 mukaan, että röntgenmuunnoksella on vasen kään-

teiskuvaus. Käänteiskuvauksen avulla absorptiokerroinfunktio on mahdollista määrittää.

Tässä työssä osoitetaan vain röntgenmuunnoksen injektiivisyys, muunnoksen käänteis-

kuvaukseen ei paneuduta.
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Kummassakin todistuksessa halutaan osoittaa injektiivisyys siten, että jos If = 0, niin

silloin myös f = 0. Tämä perustuu lineaarisen kuvauksen ominaisuuteen, jonka mukaan

lineaarinen kuvaus T on injektio, jos ja vain jos Tx = 0 seuraa, että x = 0 [18, Propositio

4.2.6.]. Osoitetaan siis, että röntgenmuunnos on lineaarinen kuvaus.

Lemma 2. ([15]) Röntgenmuunnos, joka on määritelty kuten määritelmässä 1 on lineaa-

rinen kuvaus.

Todistus. Olkoon f, g : Rn → R ja olkoon myös γ(t) ∈ Γ. Nyt

I(αf + βg)(x) =

∫︂
(αf(γ(t)) + βg(γ(t)))dt

=

∫︂
αf(γ(t))dt+

∫︂
βg(γ(t))dt

= α

∫︂
f(γ(t))dt+ β

∫︂
g(γ(t))dt

Kappaleiden 3 ja 4 päätavoite on osoittaa että ominaisuudesta If = 0 seuraa, että f = 0,

josta siis seuraa röntgemnuunnoksen lineaarisuuden takia injektiivisyys.
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3. INJEKTIIVISYYSTODISTUS TORUSPINNALLA

Ensimmäiseksi tarkastellaan röntgenmuunnoksen injektiivisyyttä n-ulotteisella toruspin-

nalla. Kappaleessa 3.1 määritellään n-ulotteinen torus ja kappaleessa 3.2 esitellään ly-

hyesti todistuksessa apuna käytettävä Fourier’n muunnos.

Todistusta pohjustetaan aluksi kahdella tavalla. Ensin jatketaan euklidisen avaruuden

funktiota f ∈ Rn jaksollisesti siten, että siitä saadaan toruksen funktio
∼
f . Toiseksi osoi-

tetaan, että funktion
∼
f röntgenmuunnos toruksella voidaan esittää funktion f euklidisen

avaruuden röntgenmuunnoksen avulla.

Pohjustusten jälkeen päästään injektiivisyyden pariin. Kappaleen 2 lopuksi todettiin, että

lineaarisen röntgenmuunnoksen injektiivisyyden osoittamiseen riittää osoittaa, että If =

0 implikoi f = 0. Asia ei kuitenkaan tämän kappaleen todistuksessa ole näin suoraviivai-

nen, joten todistuksen runko seuraa alla olevaa implikaatioketjua

If = 0 ⇒ Iv
∼
f= 0 ⇒ F

∼
f= 0 ⇒ f = 0

jossa F on Fourier’n muunnos [15, s. 12]. Aluksi oletetaan, että röntgenmuunnos eukli-

disessa tasossa on nolla If = 0 ja koska on pystytty osoittamaan, että euklidisen tason

röntgenmuunnos määrittää toruksen röntgenmuunnosta, joten röntgenmuunnos toruksel-

la on myös nolla Iv
∼
f= 0. Seuraavassa kohdassa on huomattu, että on helpompi osoittaa

Fourier’n muunnoksen kautta funktio nollaksi, joten osoitetaankin tässä, että jos funktion

röntgenmuunnoksen Fourier’n muunnos on nolla, siitä seuraa että myös funktio
∼
f on nol-

la, jonka jälkeen pystytään osoittamaan, että funktio f on nolla.

3.1 Torus

Määritellään n-dimensioinen torus avaruuden Rn ekvivalenssirelaation tekijäjoukon avul-

la [19].

Lemma 3. ([15, Excercise 2.2.]) Määritellään relaatio ∼. Olkoon x, y ∈ Rn. Alkioille x ja

y pätee että x ∼ y, kun
1

2π
(x− y) ∈ Zn

Relaatio ∼ on joukon Rn ekvivalenssirelaatio.
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Toisin sanoen x ja y ovat ekvivalentit, jos ne ovat jonkin 2π monikerran päässä toisistaan.

Todistus. Osoitetaan, että edellä määritelty relaatio ∼ on ekvivalenssirelaatio. Tulee siis

osoittaa, että relaatio on refleksiivinen, symmetrinen sekä transitiivinen.

Refleksiivisyys: Olkoon x ∈ Rn. Tällöin

1

2π
(x− x) = 0 ∈ Zn

Eli x on relaatiossa itsensä kanssa. joten relaatio ∼ on refleksiivinen.

Transitiivisuus: Olkoon x, y, z ∈ Rn ja olkoon x ∼ y eli

x− y = 2πh

jossa h ∈ Zn. Olkoon y ∼ z eli

y − z = 2πm

jossa m ∈ Zn. Nyt tulisi osoittaa, että myös x ja z ovat relaatiossa, eli x− z ∈ 2πZn

x− z = x− (y − 2πm)

= x− y + 2πm

= 2πh+ 2πm

= 2π (h+m) ∈ 2πZn

Koska h,m ∈ Zn, joten nyt myös x ∼ z, eli relaatio ∼ on transitiivinen.

Symmetrisyys: Olkoon x, y ∈ Rn ja x ∼ y eli

x− y = 2πh

jossa h ∈ Zn. Nyt tulisi osoittaa, että myös y − x ∈ 2πZn.

y − x = y − (y + 2πh)

= −2πh ∈ 2πZn

Relaatio ∼ on myös symmetrinen. On siis pystytty osoittamaan, että relaatio ∼ on ekvi-

valenssirelaatio.

Alkion x ∈ Rn ekvivalenssiluokka on [19]

[x] := {y ∈ Rn | x ∼ y} = {y ∈ Rn | 1

2π
(x− y) ∈ Zn}

Alkion x ∈ Rn ekvivalenssiluokkaan kuuluu siis kaikki alkiot y joukosta Rn, jotka ovat 2π
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monikerran päässä alkiosta x. Joukon Rn tekijäjoukko ekvivalenssirelaation ∼ suhteen

on joukko, jonka alkioita ovat kaikki joukon Rn ekvivalenssiluokat [19]

Rn/ ∼:= {[x] : x ∈ Rn} (3.1)

Määritellään n-ulotteinen torus seuraavasti.

Määritelmä 2 ([19, s. 13]). N -ulotteinen torus määritellään joukon Rn ekvivalenssirelaa-

tion ∼ tekijäjoukkona.

Tn := Rn/ ∼

Torus on siis määritelty samaistamalla 2π päässä toisistaan olevia pisteitä. Geometrisesti

voidaan ajatella, että kun dimensio n on 1, niin tekijäjoukko T on ikään kuin jana, joka

on väännetty ympyräksi siten, että janan päätepisteet kohtaavat. Jos taas dimensio olisi

2, voidaan ajatella että tekijäjoukko T2 on neliö, jonka vasen ja oikea reuna kohtaavat ja

samalla tavoin ylä- ja alareuna kohtaavat [20, s.162].

Kuva 3.1. 2D torus Kuva 3.2. 3D torus

Kaksiulotteista torusta on havainnollistettu kuvassa 3.1. Siinä vastakkaiset sivut on vär-

jätty samalla värillä indikoimaan sivuja, joiden voidaan ajatella kohtaavan. Kuvassa 3.2

on esitetty kolmiulotteinen torus, jota voi ajatella siten, että vastakkaiset tahot kohtaavat.

Määritellään seuraavaksi tekijäfunktio. Tekijäfunktio q : Rn → Tn kuvaa jokaisen alkion

x ∈ Rn omaan ekvivalenssiluokkaansa [x] [21, kpl 3]. Tekijäfunktio tässä tapauksessa

on muotoa

q(x) = [x] = {y ∈ Rn | 1

2π
(x− y) ∈ Zn}

Tekijäfunktio kuvaa siis alkion x avaruudesta Rn joukon [x] pisteiksi [15].

Tekijäfunktio q : Rn → Tn on surjektio, sillä jos valitaan mielivaltainen [y] ∈ Tn tiede-

tään, että ekvivalenssiluokka [y] ei ole tyhjä joukko, sillä ainakin y on relaatiossa itsensä
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kanssa. Ja koska y ∈ Rn, on osoitettu, että kaikille [y] ∈ Tn pätee, että q(y) = [y]

jollekin y ∈ Rn [22, s. 278].

Kuva 3.3. Kaksiulotteinen esitys toruksesta ja yhdestä pisteestä toruksella.

Kuvassa 3.3 on piirretty 2D-torus ja toruksen yksi piste. Torusta voidaan ajatella kuvassa

havainnollistetun ruudukon avulla. Pisteet on samaistettu aina 2π välein, joten jokaisessa

ruudukon 2π × 2π neliössä tapahtuu samat asiat. Tästä esimerkkinä on piirretty piste

A ∈ R2, joka on pisteessä (2, 2). Piste A kuvautuu torukselle tekijäkuvauksen avulla

q(A) = [A] = A + 2πZn. Kuvaan 3.3 on piirretty jokaiseen ruutuun yksi piste, joka

kuuluu pisteen A ekvivalenssiluokkaan, joita tässä tapauksessa esimerkiksi on

[A] = {(2, 2), (2 + 2π, 2), (2, 2 + 2π), (2 + 2π, 2 + 2π),

(2 + 4π, 2), (2, 2 + 4π), (2 + 4π, 2 + 4π), ...}

Tässä injektiotodistuksessa parametrisoidaan suorat geodeesien avulla. Geodeesit (engl.

geodesics) topologisella pinnalla yleistävät suoran käsitteen avaruudessa Rn. Geodee-

si voidaan määritellä kahden pisteen välisenä käyränä, joka minimoi pisteiden välisen

etäisyyden [23].

Parametrisoidaan geodeesi γ : [0, 1] → Rn seuraavasti:

γ(t) = x+ tv

jossa t ∈ [0, 1] ja x ∈ Rn ja v ∈ Rn \ {0}. Geodeesi on siis käyrä kahden pisteen x ja

x+ v välillä [15, s. 13].

Koska ensimmäinen injektiotodistus tapahtuu toruspinnnalla, määritellään seuraavaksi
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geodeesi kahden pisteen välillä toruksella. Geodeesi tulisi ”siirtää” euklidisesta avaruu-

desta torukselle. Se tapahtuu kuvaamalla jokainen geodeesin piste tekijäkuvauksella q

torukselle.

Olkoon x ∈ Rn ja v ∈ Rn\{0}, määritellään geodeesi toruksella tekijäkuvauksen avulla

γ : [0, 1] → Tn

γ(t) = q(x+ tv) (3.2)

Olkoon x′ ∈ Rn siten, että q(x′) = [x′], nyt voidaan kirjoittaa

γ(t) = [x′]⊕ q(tv) = [x′]⊕ [tv] (3.3)

jossa ⊕ on yhteenlaskuoperaattori toruksella [15, s. 14].

Lemma 4. ([15, Exercise 3.1.]) Kun geodeesi on määritelty kuten 3.2 ja 3.3, sen pääte-

pisteet kohtaavat vain, jos v ∈ 2πZn.

Todistus. Olkoon siis v ∈ 2πZn. Geodeesin alkupiste on t = 0 eli kun γ(0) = q(x′) =

[x′] = x. Geodeesin loppupiste saavutetaan kun t = 1 eli kun γ(1) = q(x′ + v). Vektori

v on muotoa 2π · v′, jossa v′ ∈ Zn niin ekvivalenssirelaation määritelmän perusteella

voidaan sanoa, että x′ ja x′+2π ·v′ ovat ekvivalentit. Näin ollen x′ ja x′+2π ·v′ kuvautuvat

reaalitasosta samaan ekvivalenssiluokkaan γ(1) = q(x′ + 2π · v′) = [x′] = q(x′) =

γ(0).

Maksimaalinen geodeesi tasossa on geodeesi, jota ei määritellä välillä [0, 1] vaan koko

reaalilukujen joukossa R. Maksimaalinen geodeesi tasossa on siis suora. Kuten lemmas-

sa 4 todetaan, geodeesin päätepisteet kohtaavat, kun v ∈ 2πZn. Kun valitaan v ∈ 2πZn

saadaan muodostettua toruksella maksimaalinen geodeesi. Maksimaalista geodeesia to-

ruksella voi sanoa suljetuksi tai jaksolliseksi geodeesiksi [15, s. 13].

Tasossa geodeesi on suora kahden pisteen välillä, kuvaan 3.4 on piirretty geodeesi pistei-

den A ja G välille tasoon R2. Kuvaan 3.5 on koitettu havainnollistaa, miltä sama geodeesi

näyttää toruksella T2. Niin kuin kuvasta 3.3 nähtiin, jokainen 2π × 2π neliö on aina sa-

manlainen, eli jokaisessa neliössä tapahtuu samat asiat, kuvan 3.5 jokaiseen neliöön ei

piirretty kaikkea, jotta kuva pysyisi selkeänä. Tason geodeesi on jaettu toruksella osiin

ja värikoodattu, jotta geodeesin muodostuminen yksinkertaisimpaan, muita edustavaan

”perus-torukseen”, olisi selkeä hahmottaa.

3.2 Fourier-sarja

Lineaariset muunnokset, kuten Fourier’n muunnos, ovat tunnettuja siitä, että ne antavat

tekniikoita ongelmien ratkaisemiseen lineaarisissa systeemeissä. Tavallisesti lineaarisia
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Kuva 3.4. Geodeesi tasossa

Kuva 3.5. Tason geodeesi toruksella

muunnoksia käytetään matemaattisina työkaluina, joiden avulla käsiteltävää ongelmaa

halutaan muokata helpommin ratkaistavaan muotoon. Fourier’n muunnos on tärkeässä

roolissa monilla eri tieteen aloilla. Tieteenalojen määrä, jossa Fourier’n muunnosta tarvi-

taan, on yllättävä. On tavallista törmätä johonkin Fourier’n muunnokseen liittyvään kon-

septiin yhdellä tieteen alalla hieman eri muodossa kuin toisella alalla [24, s.1].

Jean-Baptiste-Joseph Fourier esitti idean, että mikä tahansa mielivaltainen funktio voitai-

siin esittää yhdellä analyyttisella ilmaisulla. Fourier keksi tämän idean tutkiessaan läm-

mön virtaamista kiinteissä kappaleissa, kuten maassa. Idea, että mielivaltaisen funktion

pystyisi esittämään yhdellä analyyttisellä ilmaisulla, sai aikaan paljon vastustusta, silloin

kun Fourier sen esitti, mutta Fourier’n sarja on osoittautunut keskeiseksi asiaksi myöhem-

missä matematiikan, tieteen ja insinööritieteiden kehityskohteissa [24, s.594].

Fourier’n muunnos ei ole tässä työssä pääosassa, vaan sitä käytetään yhtenä työkaluna,

jonka avulla päästään tulokseen röntgenmuunnoksen injektiivisyydestä toruksella. Tästä

syystä Fourier’n muunnos esitellään pintapuolisesti ja todistukset jätetään alan teoksiin.
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Jaksollinen funktio f ∈ R, jonka jakso on p voidaan kirjoittaa sini- ja kosinifunktioiden

avulla äärettömänä summana seuraavasti

f(t) = A0 +
∞∑︂
k=1

ak cos(2πωkt) +
∞∑︂
k=1

bk sin(2πωkt)

jossa ωk = k/p [25, kpl 9.1]. Tätä sarjaa kutsutaan Fouirer’n sarjaksi. Tässä työssä

jaksolliset funktiot ovat 2π-jaksollisia, joten sarja supistuu muotoon

f(t) = A0 +
∞∑︂
k=1

ak cos(kt) +
∞∑︂
k=1

bk sin(kt)

Summassa esiintyvät kertoimet A0, ak ja bk voidaan määrittää seuraavasti

A0 =
1

p

∫︂ p

0

f(t) dt =
1

2π

∫︂ 2π

0

f(t) dt

ja

ak =
2

p

∫︂ p

0

f(t) cos(2πωkt) dt =
1

π

∫︂ 2π

0

f(t) cos(kt) dt

ja

bk =
2

p

∫︂ p

0

f(t) sin(2πωkt) dt =
1

π

∫︂ 2π

0

f(t) sin(kt) dt

Jotta kertoimet olisivat hyvin määriteltyjä oletetaan, että funktio f on jatkuva [25, kpl 9.1].

Funktion f summalauseke voidaan esittää myös eksponenttimuodossa

f(t) =
∞∑︂

k=−∞

cke
i2πωkt =

∞∑︂
k=−∞

cke
ikt

jossa kerroin ck määritetään seuraavasti

ck =
1

p

∫︂ p

0

f(t)e−2πωkt dt =
1

2π

∫︂ 2π

0

f(t)e−ikt dt

[25, kpl 12.1].

Edellä esiteltiin Fourier’n sarja yhdessä ulottuvuudessa. Tässä työssä tarvitaan n-ulotteista

sarjaa ja se onkin hyvin samanlainen kuin yhdessä ulottuvuudessa [15, s. 10]. Funktio

f ∈ L2(Tn) voidaan kirjoittaa Fourier’n sarjan avulla seuraavasti [26]

f(x) =
∑︂
k∈Zn

cke
ik·x (3.4)

Fourier’n sarja voidaan siis määrittää jaksollisille funktioille. Ei-jaksollisia funktioita voi-

daan ajatella siten, että niiden jakso on ääretön. Ei-jaksollisia funktioita ei voida esittää
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äärettömänä summana Fourier’n sarjan avulla vaan jaksottomat funktiot voidaan esit-

tää Fourier’n muunnoksen avulla [27, kpl 5.1]. Fourier-muunnosta käytetään tässä diplo-

mityössä osoitettaessa röntgenmuunnoksen injektiivisyys toruksella, joten tästä syystä

määritellään seuraavaksi Fourier’n muunnos toruksella.

Määritelmä 3. [15, s. 12, Lause 2.4.] Fourier-muunnos toruksella Tn on unitaarinen iso-

metria F : L2(Tn) → l2(Zn), joka määritellään seuraavasti

(Ff)(k) = 1

(2π)n

∫︂
[0,2π]n

f(x)e−ik·xdx (3.5)

ja joka on hyvin määritelty Lebesguen integraali. Käänteinen Fourier-muunnos F−1 :

l2(Zn) → L2(Tn) on myös unitaarinen isometria, joka määritellään seuraavasti

(F−1a)(x) =
∑︂
k∈Zn

ake
ikx (3.6)

jossa funktioiden sarja suppenee avaruudessa L2(Tn).

Vaikka Fourier’n muunnos on määritelty Lebesguen integraalin avulla, ei haittaa, vaikka

muut määritelmät on annettu Riemann-integraaleina. Nimittäin, jos reaaliarvoinen funktio

on Riemann-integroituva jollain välillä, sitten se on myös Lebesgue-integroituva kyseisellä

välillä ja Lebesgue-integraali on sama kuin Riemann-integraali. [28, s. 159, Lause 12.2.]

Määritelmässä 3 mainitaan, että Fourier’n muunnos on unitaarinen isometria. Isometri-

suudesta seuraa, että Fourier’n muunnoksella on vasen käänteiskuvaus, joten lemman

1 mukaan Fourier’n muunnos on injektio [29, s. 131]. Unitaarisuudesta taas seuraa, että

Fourier’n muunnos on surjektio [30, s. 20]. Fourier’n muunnos on siis bijektio, koska se

on injektio ja surjektio.

Kuvan muodostamiseen Fourier-muunnoksen avulla tarvitaan Fourier’n viipalelausetta.

Fourier’n viipalelause sanoo, että funktion projektion yksiulotteinen Fourier’n muunnos

vastaa funktiosta muodostetun kaksiulotteisen Fourier’n muunnoksen poikkileikkausta

[31]. Kaksiulotteisen Fourier’n muunnoksen poikkileikkauksen tulee olla yhdensuuntainen

projektion detektorin kanssa [31].

Käydään Fourier’n viipalelausetta läpi euklidisessa avaruudessa. Olkoon funktio f(x, y)

kuvattava kappale ja funktio p(θ, t) funktion f(x, y) projektioita, eli viivaintegraaleja. Fou-

rierin viipalelause sanoo, että projektion p(θ, t) 1-D Fourier-muunnos kulmassa θ vastaa

funktion f(x, y) 2-D Fourier’n muunnosta pitkin suoraa, joka on kulmassa θ [32, kpl 8.2].
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3.3 Injektiivisyystodistus

Aloitetaan määrittelemällä röntgenmuunnos toruksella operaattoriperheenä, jossa jokais-

ta nopeusvektoria v vastaa oma röntgenmuunnos [15, s. 14]

Määritelmä 4. ([15, Equation (22)]) Jokaiselle v ∈ 2πZn\{0}, x ∈ Tn ja f ∈ C(Tn)
määritetään röntgenmuunnos Iv

Ivf(x) =
∫︂ 1

0

f(x+ vt) dt

Kutsutaan operaattoriperhettä Iv : C(Tn) → C(Tn) röntgenmuunnokseksi torukella.

On tärkeää, että nopeusvektori v ei ole nollavektori, koska silloin geodeesi γ(t) = x+ tv

olisi vain yksi piste γ(t) = x.

Lääketieteellisen kuvantamisen näkökulmasta funktio f vastaa jotain kuvattavaa objek-

tia, tarkemmin kuvattavan objektin absorptiokerroinfunktiota [10, s. 17]. Koska kuvatta-

vat kappaleet koostuvat eri materiaaleista, jotka aiheuttavat röntgensäteiden intensiteetin

heikkenemistä ja että heikkenemistä ei aiheuta muu kuin kuvattava kappale, on mielekäs-

tä olettaa, että funktio f on kannettu yksikköpallossa [10, s. 17]. Funktion arvo on pallon

sisässä erisuuri kuin nolla ja pallon ulkopuolella nolla. Funktiolle siis pätee f ∈ CB(Rn)

[15, s. 15].

Jotta funktiosta f saadaan toruksen funktio
∼
f , jatketaan funktion f yksikköpallossa kan-

nettua osaa, siten että
∼
f= f kuution (−π, π)n sisällä [15, s. 15].

Pohditaan seuraavaksi tarkemmin funktiota
∼
f , se jatketaan funktiosta f jaksollisesti. Joh-

detaan 1D tapauksesta jaksollinen jatko n-ulottuvuuteen. Funktion g : [a, b] ⇒ R jaksol-

linen jatko G määritellään seuraavasti:

G(x) = g

(︃
x−

⌊︃
x− a

b− a

⌋︃
(b− a)

)︃
Eli funktion g : (−π, π) → R jaksollinen jatko saadaan

G(x) = g

(︃
x−

⌊︃
x+ π

π + π

⌋︃
(π + π)

)︃
= g

(︃
x−

⌊︃
x+ π

2π

⌋︃
2π

)︃
Jaksollisessa jatkossa esiintyvä merkintä ⌊x⌋ tarkoittaa lattiafunktiota. Lattiafunktio mää-

ritellään seuraavasti

⌊x⌋ = suurin kokonaisluku, joka on pienempi tai yhtä suuri kuin x
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jossa x on jokin reaaliluku [33, kpl 3].

Funktio g on määritelty vain välillä (−π, π), mutta jaksollinen jatko G(x) on määritelty

koko joukossa R.

Kuva 3.6. Esimerkki jaksollisesta jatkosta.

Kuvaan 3.6 on piirretty esimerkki funktion h : [−π, π] → R, kun h(x) = x jaksollisesta

jatkosta H : R → R.

Funktio
∼
f saadaan siis funktiosta f : (−π, π)n → R jaksollisena jatkona

∼
f= f

(︃
x−

⌊︃
x+ π

2π

⌋︃
2π

)︃
jokaisessa dimensiossa n. Nyt siis funktio

∼
f : Rn → R. Koska jatkossa käytetty lattiafunk-

tio ⌊x+π
2π

⌋ tuottaa kokonaislukuja, voidaan merkitä

m = −
⌊︃
x+ π

2π

⌋︃
∈ Zn

Jolloin saadaan funktio f̃ tunnistettavampaan muotoon

∼
f= f(x+m2π)

Koska funktio
∼
f on nyt jaksollinen periodilla (2π)n, jolloin voidaan ajatella, että se on

funktio toruksella
∼
f : Tn → R [15].

Jotta voidaan osoittaa toruksen röntgenmuunnoksen avulla, että röntgenmuunnos eukli-

disessa avaruudessa on injektiivinen, on ensin osoitettava, että funktioiden f ∈ CB(Rn)

ja
∼
f∈ Tn röntgenmuunnoksilla on yhteys.

Lemma 5. Tekijäkuvaus q : [−π, π)n → Tn on bijektio.

Todistus. Aikaisemmin osoitettiin, että kun funktion q määrittelyjoukko on Rn, funktio q

on surjektio. Määrittelyjoukon rajaaminen välille [−π, π)n tekee funktiosta bijektion, osoi-

tetaan tämä todeksi.
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Se on injektio, sillä jos q(x) = q(y) niin silloin muuttujien x ja y ekvivalenssiluokat ovat

samat, eli [x] = [y]. Nyt x, y ∈ [−π, π)n niin x ∼ y vain jos x = y.

Aikaisemmin osoitettiin jo, että tekijäkuvaus q : Rn → Tn on surjektio. Myös kuvaus

väliltä [−π, π)n torukselle on surjektio, sillä jos valitaan [y] ∈ Tn, tiedetään että valittu

mielivaltainen ekvivalenssiluokka ei ole tyhjä, sillä ainakin y ∈ [−π, π)n on relaatiossa

itsensä kanssa. Täten on siis löytynyt alkio y ∈ [−π, π)n, jolle pätee että q(y) = [y].

Funktio, joka on sekä injektio että surjektio, on myös bijektio [34, s. 211]. Täten kuvaus

q : [−π, π)n → Tn on bijektio. Funktiolle voidaan määrittää käänteisfunktio, jos ja vain

jos funktio on bijektio [34, s. 211]. Koska q on bijektio, voidaan määrittää sen käänteis-

kuvaus q−1 : Tn → [−π, π)n, joka kuvaa ekvivalenssiluokan torukselta luokan yhdeksi

edustajaksi välille [−π, π)n.

Lemma 6. ([15, Lemma 3.2.]) Funktion f ∈ CB(Rn) röntgenmuunnos määrittelee yksi-

käsitteisesti funktion
∼
f ∈ C(Tn) röntgenmuunnoksen.

Todistus. [15, s. 15] Funktio f on tuettu yksikköpallossa B ∈ [−π, π)n, joten voidaan

rajata kuvauksen f määrittelyjoukko välille [−π, π)n, eli f : [−π, π)n → R. Nyt saa-

daan kirjoitettua funktiot f ja
∼
f tekijäkuvauksen q ja sen käänteiskuvauksen q−1 avulla

seuraavasti [15, s.15]

f(x) = (
∼
f ◦ q)(x) =

∼
f (q(x)) =

∼
f (x+ 2πn)

ja
∼
f ([x]) = (f ◦ q−1)([x]) = f(q−1([x])) = f(x).

Määritetään seuraavaksi joukko C = {x ∈ [−π, π)n | xi = −π, ∃ i} [15]. 2D tapaukses-

sa joukko C vastaisi torus-neliön kahta reunaa, oikeaa- ja alareunaa, jota on havainnol-

listettu kuvassa 3.8.

Kuvaparia 3.7 ja 3.8 voi ajatella kahdella eri tavalla. Toisaalta se esittää 2-ulotteista torus-

ta, joka edustaa kaikkia toruksen pisteitä. Torukselle on piirretty yksi geodeesi pisteestä

x ja jolle pätee v ∈ 2πZn\{0}. Toisaalta voidaan ajatella, että torus on piirretty tasoon ja

janat, kaksi eri janan pätkää, ovat geodeesin kuvia euklidisessa avaruudessa. Näin ollen

geodeesin kuva ei siis ole jatkuva vaan koostuu janan pätkistä.

Olkoon γ̃(t) kuvaus reaalitasossa γ̃ : [0, 1] → [−π, π)n, joka vastaa toruksen geodeesia

t→ γ(t) = x+ q(tv).

γ̃ = q−1(x+ q(tv))

Funktio γ̃(t) kuvaa siis geodeesin torukselta reaalitasoon välille [−π, π)n. Funktion γ̃([0, 1])

kuva joukossa Rn koostuu edellä mainituista janan pätkistä.

Koska nopeusvektori määriteltiin v ∈ 2πZn\{0}, sille pätee myös |v| ≥ 2π. Tällöin
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voidaan olettaa, että jollain ajanhetkellä τ kuvaus γ̃ osuu toruksen reunaan, joka on osa

joukkoa C, eli γ̃(τ) ∈ C [15, s. 15].

Koska geodeesi γ on jaksollinen, voidaan lähtöpistettä x siirtää geodeesia pitkin siten,

että ajanhetkellä 0 geodeesi osuu joukkoon C [15, s. 15]. Kuvaan 3.7 on kuvattu mielival-

tainen geodeesi toruksella, jolle pätee v ∈ 2πZn\{0} ja kuvaan 3.8 on piirretty siirretyn

geodeesin kuva jananpätkistä.

Kuvassa 3.8 pistettä x siirrettäisiin pitkin geodeesia siten, että piste x olisi vasemmalla

reunalla tai alareunalla ajanhetkellä 0. Toisaalta tämä voidaan ajatella Ivf(x) = Ivf(x−
q(τv)). Joten voidaan merkitä x′ = x − q(τv) [15, s. 15]. Eli geodeesin alkupistettä voi

siirtää geodeesia pitkin ja geodeesi pysyy samana. Tätä ei osoiteta tässä, sillä se on

geometrisesti ilmeistä.

Jos koko kuvaus γ̃([0, 1]) on joukossa C, se ei kohtaa funktion f kantajaa. Toisin sanoen

2D tapauksessa kuvaus γ̃([0, 1]) kulkisi toruksen vasenta- tai alareunaa pitkin. Tällöin

funktion arvo tällaisella suoralla on aina nolla, eli
∼
f ◦γ häviää, joten myös Ivf(x) = 0

[15, s. 16].

Jos taas koko kuvaus γ̃ ei kuulu joukkoon C, silloin se kohtaa joukon m kertaa. Koska

geodeesin alkamispistettä siirrettiin siten, että alku on joukossa C, joten geodeesi kohtaa

joukon ajanhetkellä t = 0 sekä jaksollisuutensa vuoksi myös ajanhetkellä t = 1. Olkoot

muut ajanhetket 0 = t0 < t1 < ... < tm−1 < tm = 1, kun γ̃ osuu joukkoon C [15, s. 16].

On mahdollista että m = 0, jos geodeesi kulkee kohtisuoraan vastakkaiselle reunalle. Eli

geodeesi kulkisi vaakasuoraan vasemmalta sivulta oikealle tai alareunasta pystysuoraan

yläreunaan [15, s. 16].

Tämän pohjustuksen jälkeen voidaan kirjoittaa [15, s. 16]

Iv
∼
f (x)

a
= Iv

∼
f (x′)

b
=

∫︂ 1

0

∼
f (x′ + tv)dt

c
=

∫︂ 1

0

f(q−1(x′ + tv))dt

d
=

m∑︂
j=0

∫︂ tj+1

tj

f(q−1(x′ + tv))dt

(3.7)

Kohdassa a on käytetty tietoa, että funktion röntgenmuunnos pysyy samana, vaikka al-

kupistettä siirtää geodeesia pitkin. Kohdassa a on siis käytetty tietoa Iv
∼
f (x) = Iv

∼
f

(x− q(τv)), jossa on merkattu x′ = x− q(τv).

Kohdassa b on kirjoitettu integraali auki röntgenmuunnoksen määritelmän 4 mukaan, jos-

sa (x′+tv) ∈ Tn. Integraali voidaan kirjoittaa funktion f avulla kohdassa c, sillä tiedetään
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että
∼
f= f(γ̃(t)) = f(q−1(x′ + tv)).

Kuva 3.7. Mielivaltainen geodeesi toruk-
sella, jolle pätee v ∈ 2πZn.

Kuva 3.8. Sama geodeesi esitetty tason
neliössä.

Kohdassa d integroimisväli [0, 1] voidaan jakaa osaväleihin, koska geodeesi kohtaa jou-

kon C eri ajanhetkillä 0 = t0 < t1 < ... < tm−1 < tm = 1.

Kuvissa 3.7 ja 3.8 on esitetty yksinkertaistus tasossa yllä olevassa integraalilausekkee-

sa käytetyn geodeesin kuva kahdella eri tavalla. Kuva 3.7 vastaa integraaliyhtälön 3.7

kohdan c tilannetta ja kuva 3.8 yhtälön 3.7 kohdan d tilannetta. Kohdassa d oleva sum-

malausekkeen
∑︁m

j=0

∫︁ tj+1

tj
f(q−1(x′ + tv))dt jokainen summattava alkio vastaa funktion

f viivaintegraalia yli jananpätkän, joka yhdistää keltaisen ”edustusjoukon”, tai kuten sitä

aiemmin nimitettiin ”kanta-toruksen”, reunat toisiinsa. Tämä tilanne havainnollistettu ku-

vaan 3.8. Tämä ”kanta-torus” vastaa neliötä [−π, π]. Määritelmän 4 mukaan tämä vastaa

röntgenmuunnosta If , sillä f on kannettu kuutiossa.

Tästä seuraa, että Iv
∼
f voidaan kirjoittaa muunnoksen If avulla.

Lemma 7. ([15, Exercise 3.7.]) Oletetaan, että Iv
∼g= 0 kaikille v ∈ 2πZn\{0} implikoi

että funktiolle
∼g∈ C(Tn) pätee

∼g= 0. Tällöin, jos If = 0 jollekin f ∈ CB, niin silloin

myös f = 0.

Todistus. Olkoon

If = 0

Lemman 6 mukaan tason röntgenmuunnos määrittelee yksikäsitteisesti röntgenmuun-

noksen toruksella, joten

If = Iv
∼
f

ja edelleen voidaan päätellä että

Iv
∼
f= 0
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Oletuksena oli, että tiedetään että jos Iv
∼g= 0 kaikille v ∈ 2πZn\{0} implikoi että funk-

tiolle
∼g∈ C(Tn) pätee

∼g= 0. Nyt kun Iv
∼
f= 0 voidaan siis sanoa, että

∼
f= 0.

Vielä tulisi siis osoittaa että f = 0. Aiemmin määriteltiin, että

∼
f= f joukossa B

eli
∼
f on sama kuin funktion f kannettu osa. Joten, nyt funktio f on nolla myös kannetussa

joukossa, jolloin supp(f) = ∅. Koska kannettu joukko on tyhjä joukko, eli funktiolla ei ole

pisteitä, jossa se olisi erisuuri kuin nolla, saadaan että

f = 0

Pystyttiin siis osoittamaan, että röntgenmuunnos on injektio euklidisessa avaruudessa,

jos ensin tiedettiin että röntgenmuunnos toruksella on injektio.

Osoitetaan seuraavaksi, että röntgenmuunnos toruksella Iv tosiaan on injektio ja käyte-

tään siinä apuna Fourier’n viipalelausetta.

Lemma 8. ([15, Lemma 3.3.]) Olkoon v ∈ 2πZn\{0} ja f ∈ C(Tn). Tällöin jokaiselle

k ∈ Zn pätee

F(Ivf)(k) =

⎧⎨⎩Ff(k) kun k · v = 0

0 muuten

Lemma 8 sanoo, että toruksella sopivilla muuttujien k ja v arvoilla funktion f röntgen-

muunnoksen Fourier’n muunnos FIvf(k) on sama kuin itse funktion f Fourier’n muun-

nos Ff(k). Tämä lemman 8 esittämä yhtälö tunnetaan euklidisessa avaruudessa nimel-

lä Fourier’n viipalelause, joka yhdistää funktion projektion Fourier’n muunnoksen funktion

Fourier’n muunnokseen [32, kpl 8.2].

Aiemmin kappaleessa 3.2 kerrottiin Fourier’n viipalelauseesta euklidisessa avaruudes-

sa. Toruksella viipalelause toimii hyvin samalla tavalla. Yksiulotteisen projektion Fourier’n

muunnos on sama kuin funktion n-ulotteinen Fourier’n muunnos, kun vektorit v ja k ovat

kohtisuorassa toisiinsa nähden.

Todistus. Todistuksen integraali löytyy lähteestä [15, s. 17], tässä työssä on perusteltu
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integraalin välivaiheita.

F(Ivf)(k)
a
=

1

(2π)n

∫︂
Tn

e−ik·x Ivf(x) dx

b
=

1

(2π)n

∫︂
Tn

e−ik·x
∫︂ 1

0

f(x+ tv) dt dx

c
=

1

(2π)n

∫︂ 1

0

∫︂
Tn

e−ik·x f(x+ tv) dx dt

d
=

1

(2π)n

∫︂ 1

0

∫︂
Tn

e−ik·(y−tv) f(y) dy dt

e
=

1

(2π)n

∫︂ 1

0

ei(k·v)tdt ×
∫︂
Tn

e−ik·y f(y) dy

f
= Ff(k) ×

⎧⎨⎩1 kun k · v = 0

0 muuten

Kohdassa a on kirjoitettu määritelmän 3 mukaan röntgenmuunnoksen Ivf(x) Fourier’n

muunnos. Kohdassa b on avattu funktion f röntgenmuunnos määritelmän 4 mukaan. Koh-

dasta b siirryttäessä kohtaan c tapahtuu kaksi välivaihetta samalla. Ensin Fourier’n muun-

noksessa esiintyvä eksponenttilauseke e−ik·x on kerrottu röntgenmuunnoksen integraalin

sisään, jolloin on päästy koko integraalilausekkeessa muotoon

1

(2π)n

∫︂
Tn

∫︂ 1

0

e−ik·x f(x+ tv) dt dx

Integraali yli toruksen on oikeastaan integraali yli välin [0, 2π] ja tässä tapauksessa, koska

torus on n-ulotteinen, integroidaan jokaista muuttujaa saman välin [0, 2π] yli. Kohtien b ja

c välillä integroimisjärjestystä on vaihdettu Fubinin lauseen perusteella.

Fubinin lause sanoo, että useamman integraalin integroimisjärjestystä voi vaihtaa, jos

funktio on integroituva [35, s. 502]. Jokainen jatkuva funktio on integroituva [36, s.231

Theorem 6.21]. Joten jotta Fubinin lausetta voidaan käyttää ja integroimisjärjestys voi-

daan vaihtaa, tulee osoittaa, että funktio on jatkuva. Funktio e−ik·x on jatkuva toruksella

Tn ja samoin funktio f(x+ tv) on oletuksen mukaan jatkuva toruksella. Kahden jatkuvan

funktion tulo pisteessä a ∈ Tn on myös jatkuva [37, s. 31, Theorem 2.1.8.]. Integroitava

funktio e−ik·xf(x + tv) on siis jatkuva, jolloin se on myös integroituva ja Fubinin lauseen

mukaan integroimisjärjestystä voidaan vaihtaa.

Kohdassa d on tehty muuttujanvaihdos. Integraaliin on sijoitettu funktio

Φ(y) = y − tv

muuttujan x tilalle seuraavasti x = Φ(y). Koska muuttuja x on n-ulotteisen avaruuden
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muuttuja, tehdään muuttujanvaihdos seuraavasti [38, s. 132]∫︂
Ω

f(x)dx =

∫︂
Φ−1(Ω)

f(Φ(y))| det(J(Φ(y)))|dy

Kaavassa J(Φ(y)) on Jacobin determinantti, joka määritetään alla

J(Φ(y)) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∂Φ1

∂y1
. . . . . . ∂Φ1

∂yn

∂Φ2

∂y1
. . . . . . ∂Φ2

∂yn
...

. . . . . .
...

∂Φn

∂y1
. . . . . . ∂Φn

∂yn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

. . . . . .
...

0 . . . . . . 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Tämän jälkeen voidaan laskea determinantti

det(J(Φ(y))) =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

. . . . . .
...

0 . . . . . . 1

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓

Diagonaalimatriisin determinantti saadaan laskemalla diagonaalialkioiden tulo, joten funk-

tion Φ(y) determinantiksi saadaan 1. Muuttujanvaihdon myötä tulee tarkastella myös in-

tegroimisrajoja. Aloitetaan rajojen tarkastelu yhdessä dimensiossa. Muuttujaa x integroi-

daan yli välin [0, 2π], joten uutta muuttujaa y integroidaan yli välin [tv, 2π + tv]. Väli voi-

daan jakaa kahteen osaan [tv, 2π] ja [2π, 2π+ tv]. Johtuen funktion 2π-jaksollisuudesta,

voidaan välin [2π, 2π + tv] integraali siirtää välille [0, tv]. Uudet integroimisvälit ovat siis

[0, tv] ja [tv, 2π], jotka voidaan yhdistää yhdeksi väliksi [0, 2π].

Kuva 3.9. Muuttujan y integroimisvälin perustelua.

Kohdassa e on pystytty erottelemaan integraalit toisistaan muuttujien perusteella taas
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Fubinin lauseen mukaan. Integraalin jälkimmäinen osa

1

(2π)n

∫︂
Tn

e−ik·y f(y) dy

on tuttu funktion f Fourier’n muunnos ja ensimmäisestä osasta∫︂ 1

0

ei(k·v)tdt

saadaan 1, kun k ·v = 0. Kun k ·v ̸= 0, tiedetään, että muuttujan v jokainen alkio on jokin

2π monikerta, saadaan pistetulosta k · v = 2πa, jossa a ∈ Zn ja integraali on muotoa∫︂ 1

0

ei2πatdt =

⃓⃓⃓⃓1
0

1

i2πa
ei2πat =

1

i2πa
(ei2πa − 1)

Tämän jälkeen kirjoitetaan eksponenttifunktio trigonometristen funktioiden avulla ei2πa =

cos(2πa) + i sin(2πa). Kosinille ja sinille tiedetään, että cos(2πa) = 1 ja sin(2πa) = 0.

Tällöin saadaan että

1

i2πa
(cos(2πa) + i sin(2πa)− 1) =

1

i2πa
(1− 1) = 0

Eli kun k · v ̸= 0, saa ensimmäinen osa integraalista kohdassa e arvon 0.

Kohdassa f pistetulon takia saadaan, että kun vektorit v ja k ovat kohtisuorassa toisiinsa

nähden, on röntgenmuunnoksen Fourier’n muunnos sama kuin funktion Fourier’n muun-

nos.

Lemman 8 Fourier’n viipalelause siis yhdistää Fourier’n muunnoksen ja röntgenmuunnok-

sen toruksella.

Lemma 9. ([15, Exercise 3.9.]) Jokaiselle k ∈ Zn on olemassa w ∈ Zn\{0} siten että

k · w = 0.

Todistus. Todistetaan lemma kahdessa osassa. Tarkastellaan ensin tilannetta, jossa vek-

torin k⃗ ensimmäiset alkiot eroavat nollasta k1, k2 ̸= 0 eli saadaan

k⃗ = (k1, k2, ..., 0)

ja vektorille k⃗ saadaan kohtisuora vektori asettamalla

w⃗ = (−k2, k1, 0, ..., 0)



27

Tästä saadaan, että

k⃗ · w⃗ = k1 · (−k2) + k2 · k1 + k3 · 0 + · · ·+ kn · 0

Jolloin

k⃗ · w⃗ = 0

Jos k1 = 0 tai k2 = 0, voidaan w⃗ valita kuten yllä sillä jos esimerkiksi k1 = 0

k⃗ · w⃗ = k1 · (−k2) + k2 · k1 + k3 · 0 + · · ·+ kn · 0

= 0 · (−k2) + k2 · 0 + k3 · 0 + · · ·+ kn · 0

= 0

Tarkastellaan sitten tilannetta, jossa k1, k2 = 0. Tällöin yllä oleva vektorin w⃗ valinta ei ole

mahdollinen, sillä silloin w⃗ olisi nollavektori. Tällöin vektori w⃗ tulee muodostaa eri tavalla,

esimerkiksi siten, että w3 ̸= 0 mutta kaikki muut vektorin w⃗ alkiot voisivat olla nollia.

Vielä tulee osoittaa itse operaattorin Iv injektiivisyys.

Lause 1. ([15, Theorem 3.4.]) Olkoon f ∈ CB(Tn). Jos Ivf = 0 kaikilla v ∈ 2πZn\{0}
niin silloin f = 0.

Todistus. Fourier-muunnos on bijektio lauseen 3 mukaan, joten riittää osoittaa, että Ff(k) =
0.

Valitaan mielivaltainen k ∈ Zn. Lemman 9 mukaan on olemassa v ∈ 2πZn\{0} siten

että k · v = 0. Kun k · v = 0, niin Lemman 8 mukaan FIvf(k) = Ff(k). Oletuksen

mukaan Ivf = 0, jolloin FIvf(k) = F(0) = 0 , joten kaikille k ∈ Zn pätee että

Ff(k) = 0 [15, s. 17].

Lause 2. ([15, Theorem 3.5.]) Oletetaan, että f ∈ CB integroituu nollaksi yli kaikkien

suorien, jotka kulkevat läpi joukon B. Tällöin f = 0.

Todistus. Olkoon siis f ∈ CB ja If = 0. Lemman 6 mukaan If määrittää yksikäsittei-

sesti muunnoksen toruksella Iv
∼
f . Lemmasta 6 siis seuraa, että

Iv
∼
f= 0

Lauseen 1 mukaan Iv
∼
f= 0 seuraa, että

∼
f= 0

Lemman 7 todistuksessakin jo todettiin, että
∼
f= 0 seuraa, f = 0.
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Näin on pystytty osoittamaan, että röntgenmuunnos on injektio euklidisessa avaruudessa

Rn, osoittamalla ensin röntgenmuunnos toruksella injektioksi. Todistuksen edetessä funk-

tiosta f tehtiin erilaisia oletuksia. Heti aluksi oletettiin, että integroitava funktio f on jatku-

va. Tämä on mielekästä siksi, että jatkuvat funktiot ovat myös integroituvia. Kuvantamisen

matemaattista ongelmaa haluttiin tuoda lähemmäs reaalimaailmaa tekemällä oletus, et-

tä funktio f on kannettu yksikköpallossa. Tämä siksi, että esimerkiksi lääketieteellisessä

kuvantamisessa säteen intensiteettiä pienentää jokin äärellinen objekti, jonka ulkopuolel-

la säteen absorboitumista ei tapahdu. Oletuksesta on sekin etu, että euklidisen avaruu-

den kannettua funktiota f pystyttiin jatkamaan jaksollisesti siten, että jatketusta funktiosta

saatiin toruksen funktio
∼
f . Näin saatiin selkeä yhteys avaruudesta Rn avaruuteen Tn.
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4. RADONIN INVERSIOMETODI

Itävaltalainen matemaatikko Johann Radon osoitti vuonna 1917 julkaistussa artikkelis-

saan, että on mahdollista selvittää millainen kappale on sisältä päin, ilman että kappaletta

tarvitsee halkaista [29]. Kappaleen sisuksen selvittämiseen tarvitaan alkutieto: kappaleen

tiheys jokaisella suoralla, jotka kulkevat kappaleen läpi [29].

Aikoinaan Radonin muita matemaattisia saavutuksia pidettiin paljon merkityksellisempinä

kuin Radon-muunnosta. Muunnosta käsittelevää artikkelia ei pitkään pidetty merkittävänä

läpimurtona, vasta CT-kuvantamisen keksiminen toi julkaisulle sen ansaitsemaa arvostus-

ta [39]. Mainetta radonmuunnokselle tuoneet CT-skannerit tarvitsevat radonmuunnoksen

käänteismuunnosta muodostaessaan mitatusta datasta kuvan [39].

CT-skannerin keksiminen toi suuren muutoksen lääketieteelliseen diagnostiikkaan. Allan

Cormack ja Godfrey Hounsfield saivat CT-skannerin keksimisestä fysiologian ja lääke-

tieteen Nobel-palkinnon vuonna 1979 [3, s.108]. Vain viiden vuoden sisällä ensimmäi-

sen CT-skannerin esittelystä skanneri ja sen käyttö oli levittäytynyt jokaiselle mantereelle.

Harvoin lääketieteen historiassa uusi keksintö on levinnyt ympäri maailmaa yhtä nopeasti

kuin CT-skanneri [3, s. 97].

Radon ei vain osoittanut kuinka määrittää tason objekti tasolla olevista suorista, vaan

myös kuinka määrittää kiinteän objektin tasoista [29, s.7]. Radonin alkuperäisessä meto-

dissa lasketaan kuvattavan kappaleen tiheys tasolla, joka kulkee läpi kuvattavan kappa-

leen [29, s.]. Funktion radonmuunnos tasossa koostuu tason jokaisen suoran röntgenpro-

jektioista [29].

Tässä kappaleessa esitellään ensin Abel-muunnos ja osoitetaan että Abel-muunnos on

injektio. Abel-muunnosta ja sen injektiivisyyttä käytetään apuna röntgenmuunnoksen in-

jektiivisyyden osoittamisessa Radonin inversiometodilla.

4.1 Abel-muunnos

Röntgenmuunnoksen injektiivisyystodistus perustuu vahvasti toiseen integraalimuunnok-

seen; Abel-muunnokseen. Esitellään seuraavaksi Abel-muunnos ja osoitetaan että muun-

nos on injektio.

Määritelmä 5. ([15, Määritelmä 5.1. ja s. 32]) Olkoon h jatkuva kompaktikantajainen funk-
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tio h : [0,∞) → C, määritellään uusi jatkuva funktio Akh : [0,∞) → C

Akh(r) = 2

∫︂ ∞

r

h(s)
Tk(r/s)√︁
1− (r/s)2

ds (4.1)

Operaattoria Ak kutsutaan k:nneksi yleistetyksi Abel-muunnokseksi.

Yleistetyssä Abel-muunnoksen määritelmässä Tk(r/s) on Chebyshevin k:nnes polynomi.

Chebyshevin polynomille tiedetään, että kun k = 0 niin T0(x) = 1 [15, s. 26]. Muokataan

määritelmää erilaiseen muotoon

1√︁
1− (r/s)2

=
1√︁

(s/s)2 − (r/s)2

=
1

(1/s)
√
s2 − r2

=
s√

s2 − r2

Yllä mainittujen tietojen perusteella Abel muunnos saadaan yksinkertaisempaan muotoon

A0h(r) = 2

∫︂ ∞

r

h(s)s√
s2 − r2

ds (4.2)

Lemma 10. ([15, Lemma 5.2.]) Yleistetty Abel-muunnos on injektio. Lisäksi h ∈ Cc([0,∞))

voidaan määritellä A0h avulla

h(r) = − 1

π

d
dr

∫︂ ∞

r

A0h(s)
1

s
√︁
(s/r)2 − 1

ds

Ennen lemman 10 varsinaista todistusta esitellään kaksi apulemmaa ja niiden todistukset,

apulemmoja tullaan tarvitsemaan lemman 10 todistuksessa.

Lemma 11. ([15, Tehtävä 5.11]) Funktion

arctan

(︄
1 + ay√︁

(a2 − 1)(1− y2)

)︄

derivaatta on √
a2 − 1

(a+ y)
√︁
(1− y2)
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Todistus. Merkitään seuraavasti

x = arctan(
1 + ay√︁

(a2 − 1)(1− y2)
)

tan(x) =
1 + ay√︁

(a2 − 1)(1− y2)

d

dy
tan(x) =

d

dy

1 + ay√︁
(a2 − 1)(1− y2)

Derivoidaan ensin yhtälön oikea puoli

d

dy

1 + ay√︁
(a2 − 1)(1− y2)

=
a
√︁

(a2 − 1)(1− y2)− (1 + ay)1
2

−2a2y+2y√
(a2−1)(1−y2)

(a2 − 1)(1− y2)

=

a(
√

(a2−1)(1−y2))2√
(a2−1)(1−y2)

− (1+ay)y(1−a2)√
(a2−1)(1−y2)

(a2 − 1)(1− y2)

=
a(a2 − 1)(1− y2)− (1 + ay)(−y)(a2 − 1)

((a2 − 1)(1− y2))3/2

=
(a2 − 1)[a(1− y2) + y(1 + ay)]

((a2 − 1)(1− y2))3/2

=
(a2 − 1)[a− ay2 + y + ay2]

((a2 − 1)(1− y2))3/2

=
(a2 − 1)(a+ y)

((a2 − 1)(1− y2))3/2

Derivoidaan sitten yhtälön vasen puoli

dx

dx

d

dy
tan(x) =

d

dx
tan(x)

dx

dy
=

1

cos2(x)

dx

dy

Alkuperäinen derivaattayhtälö saadaan siis muotoon

1

cos2(x)

dx

dy
=

(a2 − 1)(a+ y)

((a2 − 1)(1− y2))3/2

dx

dy
=

(a2 − 1)(a+ y)

((a2 − 1)(1− y2))3/2
cos2(x)

Jatketaan vielä derivaatan sieventämistä. Derivaattayhtälössä on vielä muuttuja x, joten

sievennetään apukolmion avulla polynomia cos2(x). Kuvasta 4.1 voidaan päätellä

cos(x) =

√︁
(a2 − 1)(1− y2)√︂

(1 + ay)2 + (
√︁

(a2 − 1)(1− y2))2
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Kuva 4.1. Apukolmio

josta edelleen saadaan

cos2(x) =
(a2 − 1)(1− y2)

(1 + ay)2 + (a2 − 1)(1− y2)

Sijoitetaan tämä ja sievennetään lauseke miellyttävämpään muotoon

dx

dy
=

(a2 − 1)(a+ y)

((a2 − 1)(1− y2))3/2
cos2(x)

=
(a2 − 1)(a+ y)

((a2 − 1)(1− y2))3/2
(a2 − 1)(1− y2)

(1 + ay)2 + (a2 − 1)(1− y2)

=
(a2 − 1)(a+ y)√︁
(a2 − 1)(1− y2)

1

(1 + ay)2 + (a2 − 1)(1− y2)

=
(a2 − 1)(a+ y)√︁
(a2 − 1)(1− y2)

1

1 + 2ay + a2y2 + a2 − a2y2 − 1 + y2

=
(a2 − 1)(a+ y)√︁
(a2 − 1)(1− y2)

1

2ay + a2 + y2

=
(a2 − 1)(a+ y)√︁
(a2 − 1)(1− y2)

1

(a+ y)2

=
a2 − 1

(a+ y)
√︁

(a2 − 1)(1− y2)

=

√
a2 − 1

(a+ y)
√︁

(1− y2)

Nyt on siis saatu tulokseksi

d

dy
arctan

(︄
1 + ay√︁

(a2 − 1)(1− y2)

)︄
=

√
a2 − 1

(a+ y)
√︁

(1− y2)
(4.3)
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Lemma 12. [15, Tehtävä 5.11] Määritetään ja sievennetään integraali∫︂ 1

−1

1

(a+ y)
√︁

1− y2
dy =

π√︁
(a2 − 1)

(4.4)

jossa a > 1.

Todistus. Voidaan huomata, että lemman 12 integraali muistuttaa apulemman 11 deri-

vointitulosta. Integraalia tulee vielä muokata samaan muotoon, kuin lemmassa 11, jotta

lemmaa voidaan käyttää apuna integroimiseen.

∫︂ 1

−1

1

(a+ y)
√︁

1− y2
dy =

1√︁
(a2 − 1)

∫︂ 1

−1

√︁
(a2 − 1)

(a+ y)
√︁

1− y2
dy

=
1√︁

(a2 − 1)

⃓⃓⃓⃓1
−1

arctan

(︄
1 + ay√︁

(a2 − 1)(1− y2)

)︄

Funktio ei ole kummallakaan integroimisrajalla määritelty. Integraali tulee arvioida raja-

arvon avulla

1√︁
(a2 − 1)

[︄
lim
y→1−

arctan

(︄
1 + ay√︁

(a2 − 1)(1− y2)

)︄
− lim

y→−1+
arctan

(︄
1 + ay√︁

(a2 − 1)(1− y2)

)︄]︄
=

1√︁
(a2 − 1)

[︂π
2
−
(︂
−π
2

)︂]︂
=

π√︁
(a2 − 1)

Apulemmojen todistusten jälkeen päästään tämän kappaleen tärkeimmän lemman 10,

todistuksen pariin. Todistus löytyy lähteestä [15, s. 27] ja siihen on lisätty omia komment-

teja.

Lemman 1 perusteella riittää lemman 10 todistuksessa osoittaa, että voidaan löytää Abel-

muunnokselle vasen käänteiskuvaus, josta seuraa, että Abel-muunnos on injektio.

Lemman 10 todistus. Määritellään siis funktio J(r)

J(r) :=

∫︂ ∞

r

A0h(s)
1

s
√︁
(s/r)2 − 1

ds

=

∫︂ ∞

r

(︄
2

∫︂ ∞

s

h(t)√︁
1− (s/t)2

dt

)︄
1

s
√︁

(s/r)2 − 1
ds

= 2

∫︂ ∞

r

∫︂ ∞

s

h(t)√︁
1− (s/t)2

1

s
√︁
(s/r)2 − 1

dt ds
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Koska funktio h(t) on kompaktisti kannettu, niin tällöin on olemassa T > 0, siten että

h(t) = 0 kun t > T . Tämän takia integraalin rajoja voidaan muokata seuraavasti

J(r) = 2

∫︂ ∞

r

∫︂ T

s

h(t)√︁
1− (s/t)2

1

s
√︁
(s/r)2 − 1

dt ds

koska integraalin arvo ei muutu, vaikka sisemmän integraalin ylärajan muuttaa. Muuttujaa

t integroidaankin siis välillä [s, T ]. Myös ulomman integraalin yläraja voidaan muuttaa

vakioksi T , sillä jos ulommassa integraalissa tulisi tilanne, jossa s > T , ja sisemmästä

integraalista tiedetään että s < t < T niin silloin myös t > T , jolloin funktiolle h(t) pätisi

taas h(t) = 0. Integraali on siis nyt

J(r) = 2

∫︂ T

r

∫︂ T

s

h(t)√︁
1− (s/t)2

1

s
√︁
(s/r)2 − 1

dt ds

Funktion integroimisjärjestys halutaan muuttaa käyttäen Fubinin lausetta. Kuten aiemmin

Fubinin lausetta käytettäessä todettiin, että lausetta voi käyttää, kunhan integroitava funk-

tio on jatkuva. Nyt funktio h(t) on oletuksen mukaan jatkuva ja funktio

1√︁
1− (s/t)2

1

s
√︁
(s/r)2 − 1

on jatkuva kun t > s ja s ̸= r.

Integroimisjärjestyksen vaihdon yhteydessä integroimisrajatkin muuttuvat. Seuraavat ku-

vat havainnollistavat integroimisrajojen muuttumista.

Kuva 4.2. Integroimisala ja rajat ennen
integroimisjärjestyksen vaihtamista.

Kuva 4.3. Integroimisala ja rajat in-
tegroimisjärjestyksen vaihtamisen jäl-
keen.
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Uudessa integroimisjärjestyksessä ensin integroidaan muuttujaa s ja sen uudet rajat ovat

[r, t] kuten kuvasta 4.3 voi nähdä. Sitten integroidaan muuttujaa t, jonka uudet integroi-

misrajat ovat [r, T ].

J(r) = 2

∫︂ T

r

∫︂ t

r

h(t)√︁
1− (s/t)2

1

s
√︁

(s/r)2 − 1
ds dt

= 2

∫︂ T

r

h(t)K0(r, t) dt

Integraalilauseke K0(r, t) suppenee yllättävästi hyvinkin yksinkertaiseen muotoon seu-

raavasti.

K0(r, t) =

∫︂ t

r

1√︁
1− (s/t)2

1

s
√︁
(s/r)2 − 1

ds =
π

2
(4.5)

Integraalin 4.5 välivaiheet käydään läpi tämän todistuksen jälkeen. Nyt saadaan yhtälö

J(r) sievenemään muotoon

J(r) = 2

∫︂ T

r

h(t)
π

2
dt = π

∫︂ T

r

h(t) dt = −π
∫︂ r

T

h(t) dt

Seuraavaan vaiheeseen tarvitaan analyysin peruslausetta. Analyysin peruslauseen mu-

kaan, jos funktio f on jatkuva välillä [a, b], silloin
∫︁ x
a
f(t)dt on derivoituva funktio ja sille

pätee että

F (x) =

∫︂ x

a

f(t)dt

ja jolle pätee edelleen d
dx
F (x) = f(x) [40]. Määritelmän mukaan funktio h on jatkuva,

joten analyysin peruslauseen perusteella saadaan

h(r) = − 1

π

d

dr
J(r)

h(r) = − 1

π

d

dr

∫︂ T

r

A0h(s)
1

s
√︁
(s/r)2 − 1

ds

Integroimisylärajan T voi vaihtaa nyt takaisin alkuperäiseen ∞ funktion h kompaktikanta-

juuden takia. Käänteiskuvaukseksi saadaan siis

h(r) = − 1

π

d

dr

∫︂ ∞

r

A0h(s)
1

s
√︁
(s/r)2 − 1

ds

Koska integraalilauseke 4.5 suppeni kauniiseen muotoon, lienee viisasta tarkastella lausek-

keen integraalin vaiheita tarkemmin. Eli käydään läpi, miten funktion K0(r, t) integraaliksi
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saadaan

K0(r, t) =

∫︂ t

r

1√︁
1− (s/t)2

1

s
√︁
(s/r)2 − 1

ds =
π

2

Tehdään integraaliin muuttujanvaihdos sijoittamalla seuraava s2 = 1
2
[(t2+r2)+y(t2−r2)]

[15, ex. 5.9.].

K0(r, t) =

∫︂ t

r

1√︁
1− (s/t)2

1

s
√︁
(s/r)2 − 1

ds

=

∫︂ t

r

1√︂
1
2
(1− r2/t2 − y + y r2/t2)

1√︂
1
2
(t2/r2 − 1 + y t2/r2 − y)

ds

s

...

=

∫︂ t

r

1√︂
1
4
(t2/r2 − 2 + r2/t2)[1− y2]

ds

s

=
1√︂

1
4
(t2/r2 − 2 + r2/t2)

∫︂ t

r

1√︁
1− y2

ds

s

=
2rt

t2 − r2

∫︂ t

r

1√︁
1− y2

ds

s

Muuttujanvaihdoksen ja sieventämisen jälkeen voidaan huomata, että integraali alkaa

muistuttamaan lemman 12 integraalilauseketta. Ratkaistaan vielä sijoitetusta yhtälöstä

muuttuja y

y =
2s2 − t2 − r2

t2 − r2

ja derivoidaan tämä muuttujan s suhteen ja saadaan

dy

ds
=

4s

t2 − r2

Tästä ratkaisemalla saadaan

ds =
t2 − r2

4s
dy

Sijoitetaan tämä vielä integraaliin

K0(r, t) =
2rt

t2 − r2

∫︂ t

r

1√︁
1− y2

t2 − r2

4s2
dy

Termin s2 tilalle halutaan edelleen sijoittaa sama muuttujanvaihdon yhtälö kuin aiemmin,



37

eli sijoitetaan s2 = 1
2
[(t2 + r2) + y(t2 − r2)]

K0(r, t) =
2rt(t2 − r2)

4(t2 − r2)

∫︂ t

r

1√︁
1− y2

1

s2
dy

=
rt

2

∫︂ t

r

1√︁
1− y2

1
1
2
[(t2 + r2) + y(t2 − r2)]

dy

= rt

∫︂ t

r

1

(t2 − r2)( t
2+r2

t2−r2 + y)

1√︁
1− y2

dy

=
rt

t2 − r2

∫︂ t

r

1

( t
2+r2

t2−r2 + y)
√︁

1− y2
dy

Integraali muistuttaa jo enemmän lemman 12 integraalilauseketta, joten lausekettaK0(r, t)

tulee muokata vielä, jotta tässä voidaan integroida samalla metodilla kuin lemman 12 to-

distuksessa.

K0(r, t) =
rt

t2 − r2

∫︂ t

r

1

( t
2+r2

t2−r2 + y)
√︁

1− y2

√︂
(t2+r2)2

(t2−r2)2 − 1√︂
(t2+r2)2

(t2−r2)2 − 1
dy

=
rt

(t2 − r2)
√︂

(t2+r2)2

(t2−r2)2 − 1

∫︂ t

r

√︂
(t2+r2)2

(t2−r2)2 − 1

( t
2+r2

t2−r2 + y)
√︁

1− y2
dy

Vielä ennen integroimista täytyy selvittää uudet rajat seuraavaksi. Alarajalla saadaan

y(r) =
2r2 − t2 − r2

t2 − r2
=

−(t2 − r2)

t2 − r2
= −1

Ja ylärajalla

y(t) =
2t2 − t2 − r2

t2 − r2
=
t2 − r2

t2 − r2
= 1

Uusien rajojen sijoittamisen jälkeen saadaan integraaliksi

K0(r, t) =
rt

(t2 − r2)
√︂

(t2+r2)2

(t2−r2)2 − 1

∫︂ 1

−1

√︂
(t2+r2)2

(t2−r2)2 − 1

( t
2+r2

t2−r2 + y)
√︁
1− y2

dy

Integroimiseen voidaan nyt käyttää lemman 12 integraalimenetelmää, joten integraaliksi
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saadaan

K0(r, t) =
rtπ

(t2 − r2)
√︂

(t2+r2)2

(t2−r2)2 − 1

=
rtπ

(t2 − r2)
√︂

(t2+r2)2−(t2−r2)2
(t2−r2)2

=
rtπ√︁

(t2 + r2)2 − (t2 − r2)2

=
rtπ√︁

t4 + 2r2t2 + r4 − (t4 − 2r2t2 + r4)

=
rtπ√
4r2t2

=
rtπ

2rt
=
π

2

Lemman 12 ehtona oli, että kertoimelle a pätee a > 1. Tämä täytyy vielä varmistaa, eli

tulisi olla
t2 + r2

t2 − r2
> 1

Tästä saadaan että t2+r2 > t2−r2, josta edelleen saadaan r > 0. Tämä ehto ei yksinään

riitä, vielä tulee ottaa huomioon, että lauseke ei saa olla negatiivinen. Lauseke voi olla

negatiivinen vain jos r > t, joten toinen ehto on että r < t. Eli saadaan kokonaisehdoksi

0 < r < t.

4.2 Injektiivisyystodistus Radonin inversiometodilla

Tässä kappaleessa esitellään toinen injektiotodistus röntgenmuunnokselle. Todistukses-

sa käytetään Johann Radonin vuonna 1917 esittelemää metodia, mutta pienillä muutok-

silla [15, s. 30]. Ensin määritellään funktion ympyräkeskiarvo ja parametrisoidaan suo-

ra ympyrän kehäpisteeseen piirrettynä tangenttina. Tangentti parametrisoidaan edelleen

suoran origoa lähinnä olevan pisteen avulla.

Määritelmä 6. ([15, s. 30, Yhtälö 54]) Funktion keskiarvo yli ympyrän, jonka keskipiste on

pisteessä x = (x1, x2) ja jonka säde on r määritellään seuraavasti

fx(r) =
1

2π

∫︂ 2π

0

f(x1 + r cos(θ), x2 + r sin(θ))dθ

Parametrisoidaan tasossa R2 käyrä γr,θ : R → R2. Suora parametrisoidaan r-säteisen

ympyrän tangenttina, tätä esiteltiin jo kappaleessa 2.

γr,θ(t) = (r cos(θ)− t sin(θ), r sin(θ) + t cos(θ))

Näin voidaan parametrisoida muuttujien r ja θ avulla tason kaikki suorat [15, s.30]. Ku-
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vassa 4.6 on esitetty samalla säteellä r mutta eri kulmilla θ piirrettyjä suoria. Määritetään

seuraavaksi röntgenmuunnos edellä parametrisoitujen suorien avulla.

Määritelmä 7. ([15, s. 30, Yhtälö 56]) Funktioiden f ∈ Cc(R2) röntgenmuunnos If :

R× T1 → R määritellään seuraavasti

If(r, θ) =
∫︂
R
f(γr,θ(t))dt (4.6)

Lemma 13. ([15, s. 31, Yhtälö 57, Tehtävä 6.4.]) Röntgenmuunnoksen keskiarvo yli ym-

pyrän, jonka keskipiste on pisteessä x = (x1, x2), ja jonka säde on r määritellään seu-

raavasti

Ifx(r) =
1

2π

∫︂ 2π

0

If(x1 cos(θ) + x2 sin(θ) + r, θ)dθ (4.7)

Todistus. Olkoon ympyrän keskipisteX = (x1, x2), säde r ja kulma θ ∈ R/2πZ on mieli-

valtainen. OlkoonZ piste ympyrän kehällä, jossa normaali yksikkövektori on (cos(θ), sin(θ)).

Olkoon L pisteeseen Z piirretty tangentti.

Kuva 4.4. Tangentti L pisteessä Z

Kuvaan 4.4 on piirretty alkutilanne. Halutaan siis osoittaa, että integraali yli tangenttisuo-

ran L on muotoa

If(x1 cos(θ) + x2 sin(θ) + r, θ)

Tangentti L halutaan piirtää pisteeseen Z, piste Z = (z1, z2) voidaan määritellä

z1 = x1 + r cos(θ)

z2 = x2 + r sin(θ)

Pisteessä Z normaalivektori on n = (cos(θ), sin(θ)). Normaalivektoriin nähden kohtisuo-

rassa oleva vektori on w = (− sin(θ), cos(θ)). Käytetään vektoria w tangentin parametri-
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Kuva 4.5. Tangentin L lähin piste origosta Y

sointiin pisteessä Z

x(t) = x1 + r cos(θ)− t sin(θ)

y(t) = x2 + r sin(θ) + t cos(θ)

Tangenttisuora L halutaan yksikäsitteisyyden vuoksi parametrisoida pisteen Y avulla, jo-

ka on tangenttisuoran origoa lähinnä oleva piste. Tätä varten kuvaan 4.5 on piirretty tan-

gentille L normaali k, joka kulkee origon kautta. Normaalin ja tangentin leikkauspiste on

origoa lähinnä oleva piste Y . Normaalisuoran k ja x-akselin väliin jää sama kulma kuin

ympyrän pyörähdyskulma θ, sillä tangentin normaalisuuntavektori on aina sama ja sa-

massa kulmassa.

Jotta tangentti L voidaan parametrisoida pisteen Y avulla, voidaan ajatella, että piste Y

olisi origoon piirretyn ympyrän kehäpiste, jonka normaalivektori on sama (cos(θ), sin(θ)),

ja jonka säde on s.

Parametrisoidaan tangentin L normaali, joka on piirretty pisteeseen Y ja joka kulkee ori-

gon kautta. Sen suuntavektori on (cos(θ), sin(θ)), jolloin normaalisuoran parametrisointi

on muotoa

x(s) = cos(θ)s

y(s) = sin(θ)s

Selvitetään normaalin k ja tangentin L leikkauspiste Y yhtälöparilla⎧⎨⎩x(t) = x(s)

y(t) = y(s)
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johon sijoittamalla yhtälöt saadaan⎧⎨⎩x1 + r cos(θ)− t sin(θ) = cos(θ)s

yx2 + r sin(θ) + t cos(θ) = sin(θ)s

Ratkaistaan kumpikin yhtälö muuttujan t suhteen, jolloin saadaan seuraava yhtälö

x1 + r cos(θ)− s cos(θ)

sin(θ)
=
s sin(θ)− x2 − r sin(θ)

cos(θ)

Välivaiheiden kautta saadaan ratkaistua origossa olevan ympyrän säde s

s = x1 cos(θ) + x2 sin(θ) + r

Pisteessä Y tangentin L parametrisaatio saadaan muotoon

x(t) = cos(θ)s− t sin(θ)

y(t) = sin(θ)s+ t cos(θ)

ja sijoittamalla säteeseen s yllä saatu ratkaistu muoto

x(t) = cos(θ)(x1 cos(θ) + x2 sin(θ) + r)− t sin(θ)

y(t) = sin(θ)(x1 cos(θ) + x2 sin(θ) + r) + t cos(θ)

Eli parametrisoimalla tangentti L sen origoa lähimmän pisteen avulla saadaan röntgen-

muunnokseksi

If(s, θ) = If(x1 cos(θ) + x2 sin(θ) + r, θ)

Yhtälö (4.1) todella on funktion f röntgenmuunnoksen keskiarvo yli kaikkien ympyrän

tangenttisuorien yli [15, s.31].

Lemma 14. ([15, s. 31, Lemma 6.1.]) Jos f ∈ Cc(R2), x ∈ R2, ja r > 0, niin

Ifx(r) = 2

∫︂ ∞

r

fx(s)√
s2 − r2

ds

Lemmassa 14 saadaan yhteys funktion röntgenmuunnoksen ympyräkeskiarvon ja funk-

tion ympyräkeskiarvon välille.

Ennen kuin käydään läpi todistus lemmalle 14, esitellään lemman todistamiseen tarvitta-

via apulemmoja ja niiden todistuksia. Määritellään ensin funktio ψ, jota tullaan käyttämään

apuna suorien parametrisoinnissa.

Määritelmä 8. ([15, s. 31, Yhtälö 60]) Määritellään funktio ψ : [0,∞)×T1 → R2\D(0, r)
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seuraavasti

ψr(t, θ) = (r cos(θ)− t sin(θ), r sin(θ) + t cos(θ)) (4.8)

Funktio ψ(t, θ) muistuttaa suuresti funktiota γr,θ(t), joka määriteltiin aiemmin.

Kuva 4.6. Funktion γr,θ(t) muodostamia
suoria eri muuttujien r ja θ arvoilla

Kuva 4.7. Funktion ψ(t, θ) muodosta-
mia suoria eri kulmien arvoilla

Funktion γr,θ(t) määrittelyjoukko on koko R, jolloin muodotuu kuvan 4.6 mukaisia tan-

genttisuoria. Funktion ψ(t, θ) muuttujan t määrittelyjoukko on taas rajattu positiivisiin re-

aalilukuihin, jolloin muodostuu kuvan 4.7 mukaisia puolikkaita tangentteja.

Osoitetaan seuraavaksi funktion ψ(t, θ) hyödyllisiä ominaisuuksia, joita tullaan tarvitse-

maan myöhemmin lemman 14 todistuksessa apuna.

Lemma 15. ([15, s. 32, Tehtävä 6.6.]) Kuvaus ψ : [0,∞)× T1 → R2\D(0, r)

ψr(t, θ) = (r cos(θ)− t sin(θ), r sin(θ) + t cos(θ)) (4.9)

on bijektio.

Todistus. Aloitetaan osoittamalla, että 4.9 on injektio. Tulisi siis osoittaa, että jos ψr(t1, θ1) =

ψr(t2, θ2) niin t1 = t2 ja θ1 = θ2. Koska oletus on että ψr(t1, θ1) = ψr(t2, θ2) eli ne ku-

vautuvat samaksi pisteeksi, on silloin pisteiden etäisyys origosta oltava sama eli

|ψr(t1, θ1)|2 = |ψr(t2, θ2)|2

r2 + t21 = r2 + t22

t1 = t2

Tämän jälkeen tulisi osoittaa vielä että θ1 = θ2. Aloitetaan muodostamalla yhtälöt⎧⎨⎩r cos(θ1)− t1 sin(θ1) = r cos(θ2)− t2 sin(θ2)

r sin(θ1) + t1 cos(θ1) = r sin(θ2) + t2 cos(θ2)
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Sijoitetaan yhtälöihin tieto t1 = t2⎧⎨⎩r cos(θ1)− t1 sin(θ1) = r cos(θ2)− t1 sin(θ2)

r sin(θ1) + t1 cos(θ1) = r sin(θ2) + t1 cos(θ2)

Ratkaistaan kummastakin yhtälöstä muuttuja t1⎧⎨⎩t1 =
r cos(θ2)−r cos(θ1)
sin(θ2)−sin(θ1)

t1 =
r sin(θ2)−r sin(θ1)
cos(θ1)−cos(θ2)

nyt voidaan asettaa yhtälöt yhtä suuriksi ja sieventää

r cos(θ2)− r cos(θ1)

sin(θ2)− sin(θ1)
=
r sin(θ2)− r sin(θ1)

cos(θ1)− cos(θ2)

(sin(θ2)− sin(θ1))(sin(θ2)− sin(θ1)) = (cos(θ2)− cos(θ1))(cos(θ1)− cos(θ2))

sin2(θ2) + cos2(θ2) + sin2(θ1) + cos2(θ1) = 2 cos(θ2) cos(θ1) + 2 sin(θ2) sin(θ1)

1 = cos(θ2) cos(θ1) + sin(θ2) sin(θ1)

1 = cos(θ2 − θ1)

Nyt on siis oltava, että θ2 = θ1. Eli kuvaus ψr(t, θ) on injektio.

Seuraavaksi osoitetaan surjektiivisuus, eli tulisi osoittaa, että

∀ (x, y) ∈ R2\D(0, r) ∃ (t, θ) ∈ [0,∞)× T1

Kiinnitetään aluksi ympyrän säde r. On siis piste (x, y) tasossa R2\D(0, r). Koska piste

on parametrisoinnissa käytetyn apuympyrän ulkopuolella, voidaan piirtää tangentti apu-

ympyrälle, joka kulkee pisteen (x, y) kautta. Kuvaan 4.8 on piirretty tilanteesta havainnol-

listava kuva.

Merkitään pisteen (x, y) etäisyyttä origosta muuttujalla h. Etäisyys h pisteeseen (x, y) on

kulmassa α. Kuvasta 4.8 voidaan nähdä että

x = h cos(α)

y = h sin(α)

Kuvasta voidaan myös päätellä miten pisteen (x, y) etäisyys h, muuttuja t sekä ympyrän

säde r liittyvät toisiinsa. Kulman (α− θ) avulla voidaan muodostaa suhteet

r = h cos(α− θ)

t = h sin(α− θ)
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Kuva 4.8. Piste (x,y) ja siitä piirretty tangentti

Sijoitetaan nämä kuvauksen ψr(t, θ) yhtälöön. Aloitetaan x-koordinaatista:

r cos(θ)− t sin(θ) = h cos(α− θ) cos(θ)− h sin(α− θ) sin(θ)

= h cos(θ)[cos(α) cos(θ) + sin(α) sin(θ)]

− h sin(θ)[sin(α) cos(θ)− cos(α) sin(θ)]

= h[cos(α) cos2(θ) + cos(α) sin2(θ)

+ sin(α) cos(θ) sin(θ)− sin(α) sin(θ) cos(θ)]

= h cos(α)

Tehdään samoin y-koordinaatille

r sin(θ) + t cos(θ) = h cos(α− θ) sin(θ) + h sin(α− θ) cos(θ)

= h sin(θ)[cos(α) cos(θ) + sin(α) sin(θ)]

+ h cos(θ)[sin(α) cos(θ)− cos(α) sin(θ)]

= h[sin(θ) cos(α) cos(θ) + sin(α) sin2(θ)]

+ h[sin(α) cos2(θ)− cos(θ) cos(α) sin(θ)]

= h sin(α)

Nyt on siis löydetty muuttujat t ja θ siten että ψr(t, θ) = (h cos(α), h sin(α)) = (x, y).

On pystytty osoittamaan, että kuvaus ψr(t, θ) on injektio sekä surjektio, joten kuvaus on

myös bijektio.

Määritetään seuraavaksi funktion 4.9 Jacobin determinantti.

Lemma 16. ([15, s. 32, Tehtävä 6.7.]) Funktion 4.9 Jacobin determinantti on t.
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Todistus.

J(ψ(t, θ)) =

⎡⎣ ∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

⎤⎦ =

⎡⎣∂f1∂t ∂f1
∂θ

∂f2
∂t

∂f2
∂θ

⎤⎦ =

⎡⎣− sin(θ) −r sin(θ)− t cos(θ)

cos(θ) r cos(θ)− t sin(θ)

⎤⎦
Tämän jälkeen voidaan määrittää matriisin determinantti

det(J(ψ(t, θ))) =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓− sin(θ) −r sin(θ)− t cos(θ)

cos(θ) r cos(θ)− t sin(θ)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓

= − sin(θ)(r cos(θ)− t sin(θ))− cos(θ)(−r sin(θ)− t cos(θ))

= −r sin(θ) cos(θ) + t sin2(θ)) + r cos(θ) sin(θ) + t cos2(θ)

= t

Jotta lemman 14 todistusta saataisiin hieman yksinkertaisemmaksi, esitellään seuraa-

vaksi siirto-operaattori Ta, joka mahdollistaa funktioiden siirtämisen lähemmäs origoa ja

ympyrät voidaan pitää origossa [15, s. 32].

Määritelmä 9. ([15, s. 32, Tehtävä 6.5.]) Olkoon a ∈ R2. Määritetään siirto-operaattori

Ta : Cc(R2) → Cc(R2) seuraavasti

Taf(x) = f(x+ a)

Osoitetaan siirto-operaattorille kaksi tärkeää ominaisuutta.

Lemma 17. ([15, s. 32, Tehtävä 6.5.]) Siirto-operaattorille Ta : Cc(R2) → Cc(R2) pätee

fx(r) = Txf 0(r) (4.10)

sekä

Ifx(r) = ITxf 0(r) (4.11)

Todistus. Aloitetaan osoittamalla yhtälö 4.10 todeksi.

Txf 0(r) =
1

2π

∫︂ 2π

0

Txf(r cos(θ), r sin(θ)) dθ

=
1

2π

∫︂ 2π

0

f(r cos(θ) + x1, r sin(θ) + x2) dθ

= fx(r)
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Todetaan sitten yhtälö 4.11

ITxf 0(r) =
1

2π

∫︂ 2π

0

ITxf(r cos(θ), r sin(θ)) dθ

=
1

2π

∫︂ 2π

0

If(r cos(θ) + x1, r sin(θ) + x2) dθ

= Ifx(r)

Nyt kun apulauseet ja niiden todistukset ovat esitelty, voidaan käydä läpi todistus lemmalle

14. Määritelmän 9 ja operaattorin Ta ominaisuuksien takia riittää osoittaa 14 ympyrälle

origossa If 0(r) sen sijaan että todistettaisiin Ifx(r).

Lemman 14 todistus. Tämä todistus löytyy lähteestä [15, s. 32] ja tässä työssä todistuk-

sen välivaiheita on täydennetty.

If 0(r)
a
=

1

2π

∫︂ 2π

0

If(r, θ) dθ

b
=

1

2π

∫︂ 2π

0

∫︂
R
f(r cos(θ)− t sin(θ), r sin(θ) + t cos(θ)) dt dθ

c
=

1

π

∫︂
T1

∫︂ ∞

0

f(r cos(θ)− t sin(θ), r sin(θ) + t cos(θ))
t

t
dt dθ

d
=

1

π

∫︂
[0,∞)×T1

f(ψr(t, θ))√︁
|ψr(t, θ)|2 − r2

t dt dθ

e
=

1

π

∫︂
R2\D(0,r)

f(x)√︁
|x|2 − r2

dx

f
=

1

π

∫︂ ∞

r

(︃∫︂ 2π

0

f(s cos(β), s sin(β))√
s2 − r2

dβ

)︃
s ds

g
= 2

∫︂ ∞

r

f 0(s)√
s2 − r2

s ds

Käydään integraalin sieveneminen lemman 14 mukaiseen muotoon kohta kohdalta. Koh-

dassa a on kirjoitettu määritelmän 13 mukaan röntgenmuunnoksen ympyräkeskiarvo.

Kohdassa b on avattu vielä röntgenmuunnos niin kuin se on määritelty 7.

Jotta integraalin sieventäminen olisi selkeämpää, kirjoitetaan kohtien b ja c väliin avaa-

via välivaiheita. Kohdassa b integroidaan koko tangenttisuoran ϕ(t, θ) = (r cos(θ) −
t sin(θ), r sin(θ)+ t cos(θ)) yli, joka on määritelty seuraavasti ϕ(t, θ) : (−∞,∞)×T1 →
R2\D(0, r). Tämä tangenttisuora voidaan jakaa suoran positiiviseen ja negatiiviseen

osaan kohdasta t = 0, eli pisteestä, johon tangentti on piirretty. Määritelmässä 8 on mää-

ritelty tämän tangenttisuoran ϕ(t, θ) positiivinen osa ja negatiivinen osa voidaan määri-

tellä seuraavasti ψr− : (−∞, 0] × T1 → R2\D(0, r) ja funktio on sama kuin positiivisen
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osan ψr−(t, θ) = (r cos(θ) − t sin(θ), r sin(θ) + t cos(θ)). Näiden kahden tangenttisuo-

ran osan avulla voidaan alkuperäinen integraali yli koko tangentin jakaa kahteen osaan

seuraavalla tavalla

If 0(r) =
1

2π

∫︂ 2π

0

∫︂
R
f(r cos(θ)− t sin(θ), r sin(θ) + t cos(θ)) dt dθ

=
1

2π

∫︂ 2π

0

(︃∫︂ 0

−∞
f(r cos(θ)− t sin(θ), r sin(θ) + t cos(θ)) dt

+

∫︂ ∞

0

f(r cos(θ)− t sin(θ), r sin(θ) + t cos(θ)) dt

)︃
dθ

Liitteessä A on osoitettu, että integraalit yli tangentin positiivisen ja negatiivisen osan ovat

samat, joten voidaan kirjoittaa, että

If 0(r) =
1

2π

∫︂ 2π

0

∫︂
R
f(r cos(θ)− t sin(θ), r sin(θ) + t cos(θ)) dt dθ

=
2

2π

∫︂ 2π

0

∫︂ ∞

0

f(r cos(θ)− t sin(θ), r sin(θ) + t cos(θ)) dt dθ

=
1

π

∫︂ 2π

0

∫︂ ∞

0

f(r cos(θ)− t sin(θ), r sin(θ) + t cos(θ)) dt dθ

Tästä eteenpäin riittää siis tutkia integraalia vain tangentin positiivisen osan yli.

Jotta päästäisiin yhtälössä haluttuun lemman 14 mukaiseen muotoon, halutaan kohdassa

c integraaliin mukaan muuttuja t ja se saadaan kertomalla ja jakamalla muuttujalla t.

Kohdassa d on laskettu seuraavasti funktion ψr(t, θ) määritelmästä

|ψr(t, θ)|2 = (r cos(θ)− t sin(θ))2 + (r sin(θ) + t cos(θ))2

= r2 + t2

josta edelleen halutaan yhtälö muuttujalle t.

t =
√︁
|ψr(t, θ)|2 − r2

Kohdassa e on tehty muuttujanvaihdos. Käytetään kirjassa [38, s. 132] esitettyä ja jo

kerran käytettyä muuttujanvaihdoskaavaa∫︂
Ω

f(x)dx =

∫︂
ψ−1(Ω)

f(ψr(t, θ))| det(J(ψr(t, θ)))| dt dθ

mutta tällä kertaa oikealta vasemmalle. On sanottu, että x = ψr(t, θ) ja lemmassa 16

osoitettiin että funktion ψr(t, θ) Jacobin determinantti on t. Muuttujanvaihdoksen myötä
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myös integroimisrajat vaihtuvat funktion ψr(t, θ) mukaisesti [0,∞)× T1 → R2\D(0, r).

Kohdassa f on tehty uusi muuttujan vaihto. Muuttuja x on määritelty napakoordinaat-

tien avulla, siten että s on tasossa olevan pisteen x etäisyys origosta ja β on ”säteen” s

kierrähdyskulma. Tällöin x = (s cos(β), s sin(β)) ja |x|2 = s2. Edelleen

det(J(x)) = s cos(β)2 + s sin(β)2 = s

Koska muuttujan x tilalle sijoitettu funktio on kahden muuttujan funktio, tulee uutta in-

tegroimisyhtälöä integroida kummankin uuden muuttujan suhteen, joten saadaan

dx = det(J(x))dβ ds

= s dβ ds

Koska piste x voi sijoittua mihin tahansa avaruudessa R2\D(0, r), saa kierrähdyskulma

β arvoja väliltä [0, 2π] ja pisteen x etäisyys origosta voi vaihdella välillä (r,∞).

Kohdassa f voidaan havaita integraalilausekkeesta osa tutusta ympyräkeskiarvon yh-

tälöstä 6. Jotta integraalilausekkeeseen saataisiin ympyräkeskiarvon kerroin 1
2π

täytyy

lauseketta kertoa 2
2
. Kohdassa g keskiarvon kaava on korvattu merkinnällä f 0(s).

On siis pystytty osoittamaan, että funktion Röntgenmuunnoksen ympyräkeskiarvo pysty-

tään määrittämään funktion ympyräkeskiarvon avulla. Sen lisäksi vertaamalla lemmaa 14

ja Abel-muunnoksen määritelmää 4.1, voidaan huomata, että [15, s.33]

Ifx(r) = Afx(r) (4.12)

Lemman 10 todistuksessa on osoitettu, että Abel-muunnokselle voidaan löytää vasen

käänteiskuvaus, jolloin lemman 1 mukaan Abel-muunnos on injektio. Funktio f oletettiin

kompaktisti kannetuksi, joten myös funktio fx(r) on kompaktisti kannettu.

Lemma 18. [15, s. 33, ex. 6.9.] Jos f : R2 → R on jatkuva, niin limr→0 fx(r) = f(x).

Todistus. Määritelmän 6 mukaan funktion ympyräkeskiarvo fx(r) saadaan seuraavalla

kaavalla

fx(r) =
1

2π

∫︂ 2π

0

f(x1 + r cos(θ), x2 + r sin(θ))dθ
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Kun r → 0 saadaan integraaliksi

fx(r) =
1

2π

∫︂ 2π

0

f(x1, x2)dθ

=
1

2π

[︃
f(x1, x2) θ

]︃2π
0

= f(x1, x2)

Eli kun ympyräkeskiarvon sädettä pienentää, keskiarvon arvo kohdassa x suppenee funk-

tion arvoksi kyseisessä kohdassa.

Lause 3. Olkoon f ∈ Cc(R2). Jos If = 0 niin silloin f = 0.

Todistus. Todistus ei ole täysin suoraviivainen, tämän todistuksen rakenne on seuraava

If = 0 → Ifx(r) = 0 → fx(r) = 0 → f = 0

joten olkoon siis If = 0. Röntgenmuunnoksen ympyräkeskiarvo määriteltiin seuraavasti

Ifx(r) =
1

2π

∫︂ 2π

0

If(x1 cos(θ) + x2 sin(θ) + r, θ)dθ

Määritelmästä nähdään, että myös Ifx(r) = 0. Funktion ympyräkeskiarvo pystyttiin mää-

rittämään Abel-muunnoksen käänteismuunnoksen avulla seuraavasti

fx(r) = − 1

π

d

dr

∫︂ ∞

r

Ifx(s)
s
√︁
(s/r)2 − 1

ds (4.13)

Nyt kun Ifx(s) = 0, saadaan tästä että fx(r) = 0 kaikilla r ja x. Lemmassa 18 osoitet-

tiin, että limr→0 fx(r) = f(x), joten nyt f(x) = 0.

Röntgenmuunnos pystyttiin osoittamaan injektioksi Radonin inversiometodin avulla, jossa

työkaluina olivat funktion ympyräkeskiarvo sekä Abel-muunnos. Integroitavasta funktiosta

f tehtiin todistuksen aikana kaksi oletusta; funktio on jatkuva ja kompaktisti kannettu.

Tässä todistuksessa on tärkeää, että Abel-muunnos on injektio ja se pystyttiin osoit-

tamaan kappaleessa 4.1. Siinäkin oletettiin, että funktio h on jatkuva sekä kompaktisti

kannettu. Kompaktista kannosta oli suuresti hyötyä, sillä integroimisrajat pystyttiin vaihta-

maan äärettömästä äärellisiin arvoihin, jonka jälkeen pystyttiin käyttämään Fubinin lauset-

ta normaalisti.

Lemma 14 oli määritelty Ifx(r) eli röntgenmuunnoksen ympyräkeskiarvona yli ympyrän,
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jonka keskipiste on pisteessä x. Määritelmän 9 avulla riittikin osoittaa että

If 0(r) = 2

∫︂ ∞

r

f 0(s)√
s2 − r2

ds

Injektiotodistukseen tarvittavat osat on koottu lauseen 3 todistukseen.
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5. YHTEENVETO

Tässä työssä on onnistuttu osoittamaan kahdella eri tavalla röntgenmuunnoksen I injek-

tiivisyys. Kappaleessa 3 todistettiin toruspinnan avulla röntgenmuunnos injektioksi siten,

että osoitettiin, että jos funktion röngtenmuunnos on nolla, niin siitä seuraa, että myös

funktio on nolla. Torustodistuksessa määriteltiin toruspinnan röntgenmuunnos euklidisen

röntgenmuunnoksen avulla, joten kun pystyttiin osoittamaan röntgenmuunnos toruspin-

nalla injektioksi, niin saatiin myös euklidisen avaruuden röntgenmuunnoksen injektiivi-

syys. Todistuksen osat on koottu lauseen 2 todistukseen.

Kappaleessa 4 todistettiin injektiivisyys Radonin inversiometodin avulla. Myös tässä to-

distuksessa haluttiin osoittaa, että jos funktion röntgenmuunnos on nolla, niin siitä seuraa

että funktio on nolla. Radonin inversiometodissa keskeisessä osassa on Abel-muunnos,

joka osoitettiin niin ikään injektioksi ja pystytiin määrittämään Abel-muunnokselle vasen

käänteismuunnos. Röntgenmuunnoksen todistuksessa käytetään apuna funktion rönt-

genmuunnoksen ympyräkeskiarvoa, joka pystytään esittämään muodossa, jossa kysei-

nen ympyräkeskiarvo on sama kuin funktion ympyräkeskiarvon Abel-muunnos (yhtälö

4.12). Funktion ympyräkeskiarvo pystyttiin esittämään Abel-muunnoksen käänteismuun-

noksen avulla (yhtälö 4.13). Todistuksen osat on koottu lauseen 3 todistukseen.

Luentomonisteessa [15] on esitetty kuusi tapaa todistaa röntgenmuunnoksen injektiivi-

syys, joista kaksi käytiin läpi tarkemmin tässä työssä. Jos aihe kiinnostaa, muista todis-

tustavoista voi lukea luentomonisteesta [15].

Kuvantamisen inversio-ongelmassa halutaan selvittää funktio f , eli absorptiokerroinfunk-

tio viivaintegraaleistaan ja tässä työssä on osoitettu, että se on mahdollista. Tämän työn

tarkastelua voisi jatkaa siten, että määrittäisi röntgenmuunnoksen käänteismuunnoksen,

jonka jälkeen funktio f voitaisiin ratkaista.

Tässä työssä esitellyissä injektiotodistuksissa oletettiin, että kappale on pystytty kuvan-

tamaan jokaisesta suunnasta, eli että funktion f röntgenmuunnos tunnetaan jokaiselle

avaruuden suoralle. Tämä ei välttämättä aina käytännössä ole mahdollista ja jos dataa ei

ole saatavilla joka suunnasta, muuttuu inversio-ongelma ja funktion f määrittäminen in-

tegraaleistaan vaikeammaksi ja määrittäminen yksikäsitteisesti jopa mahdottomaksi. Tä-

män työn tarkastelua voisi laajentaa koskemaan myös tällaista osittaisen datan röntgen-

muunnosta. Samanlaista osittaisen datan tilannetta pohditaan esimerkiksi lähteessä [41,
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s. 265], jossa muunnoksena on röntgenmuunnoksen sukulainen, eli Radon muunnos.
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LIITE A: APUTULOS INTEGRAALIN JAKAMISEEN

KAHTIA

Lemman 14 todistuksessa jaettiin integraali tangenttisuoran negatiiviseen ja positiiviseen

osaan. Todistuksessa todettiin että positiivisen ja negatiivisen osan integraalit ovat samat

ja jatkettiin vain positiivisen osan tarkastelua. Osoitetaan tässä että integraali yli tangetti-

suoran positiivisen osan ja yli negatiivisen osan ovat samat.

Kuva A.1. Tangettisuoran jako positiiviseen ja negatiiviseen osaan.

Määritetään ensin uusi funktio ψr−(t, θ), jolla voidaan kattaa tangenttisuoran negatiivinen

osa. Funktio käytännössä on sama kuin funktio ψr(t, θ) mutta muutetaan määrittelyjouk-

koa. Olkoon ψr− : (−∞, 0]× T1 → R2\D(0, r). Funktion ψr− määritelmä on siis

ψr−(t, θ) = (r cos(θ)− t sin(θ), r sin(θ) + t cos(θ))

Merkitään tässä selvyyden vuoksi määritelmän 8 funktiota ψr+(t, θ), sillä se on tangent-

tisuoran positiivinen osa. Tehdään sama integraalilasku kuin lemman 14 todistuksessa

mutta tässä nyt koko tangenttisuoralle.
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1

2π

∫︂ 2π

0

∫︂
R
f(r cos(θ)− t sin(θ), r sin(θ) + t cos(θ))dt dθ

=
1

2π

∫︂ 2π

0

∫︂ ∞

−∞
f(r cos(θ)− t sin(θ), r sin(θ) + t cos(θ))dt dθ

=
1

2π

∫︂ 2π

0

∫︂ 0

−∞
f(r cos(θ)− t sin(θ), r sin(θ) + t cos(θ))dt dθ

+
1

2π

∫︂ 2π

0

∫︂ ∞

0

f(r cos(θ)− t sin(θ), r sin(θ) + t cos(θ))dt dθ

=
1

2π

∫︂ 2π

0

∫︂ 0

−∞
f(ψr−(t, θ))

t

t
dt dθ +

1

2π

∫︂ 2π

0

∫︂ ∞

0

f(ψr(t, θ))
t

t
dt dθ

=
1

2π

∫︂
(−∞,0]×T1

f(ψr−(t, θ)) t√︁
|ψr−(t, θ)|2 − r2

dt dθ +
1

2π

∫︂
[0,∞)×T1

f(ψr(t, θ)) t√︁
|ψr(t, θ)|2 − r2

dt dθ

=
1

2π

∫︂
R2\D(0,r)

f(y)√︁
|y|2 − r2

dy +
1

2π

∫︂
R2\D(0,r)

f(x)√︁
|x|2 − r2

dx

=
1

2π

∫︂ ∞

r

(︃∫︂ 2π

0

f(m cos(α),m sin(α))√
m2 − r2

mdα

)︃
dm

+
1

2π

∫︂ ∞

r

(︃∫︂ 2π

0

f(s cos(β), s sin(β))√
s2 − r2

sdβ

)︃
ds

Tässä mielenkiinto keskittyy yhtälön viimeiselle riville. Siitä voimme nähdä että integraalit

yli negatiivisen ja positiivisen osan ovat samat. On siis pystytty osoittamaan että integraa-

li yli koko tangettisuoran voidaan laskea määrittämällä esimerkiksi integraali yli suoran

positiivisen osan ψr+(t, θ) ja kertomalla täma kahdella.


	Taustaa
	Röntgensäteily
	Röntgenkuvantaminen
	Inversio-ongelma

	Röntgenmuunnos
	Injektiivisyystodistus toruspinnalla
	Torus
	Fourier-sarja
	Injektiivisyystodistus

	Radonin inversiometodi
	Abel-muunnos
	Injektiivisyystodistus Radonin inversiometodilla

	Yhteenveto
	Lähteet
	Aputulos integraalin jakamiseen kahtia

