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Téssé pro gradu -tutkielmassa tutustutaan Fourier-sarjoihin ja tutkitaan niiden suppe-
nemista. Fourier-sarjat on Joseph Fourierin 1800-luvun alussa kehittama tapa esittda
jaksollinen funkio sarjakehitelménd. Fourier-sarjoja kdytetdan monissa vérahtelyyn
liittyvissd sovelluksissa, joissa ilmi0 on jaksollinen ja sd@nnéllinen.

Tutkielman péétuloksina esitetdiin todistukset Fourier-sarjojen suppenemisesta
normin suhteen ja suppenemisesta pisteittdin. Tutkielman luvussa 2 maaéritelldin
Fourier-sarjat ja tutkitaan niiden lineaarisuutta. Luvussa 3.1 todistetaan Fourier-
sarjojen suppeneminen normin suhteen kayttden avuksi Besselin epdyhtilod ja Parse-
valin identiteettid. Luvussa 3.2 todistetaan Fourier-sarjan pisteittdinen suppeneminen
Dirichlet’n integraaliytimid ja Riemann-Lebesguen lemmaa hyodyntden. Luvussa 4
tutkitaan Fourier-sarjan derivaattaa ja sen suppenemista pintapuolisesti ja todetaan,
ettd Fourier-sarjan derivaatta suppenee.
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1 Johdanto

Jaksolliset aaltofunktiot olivat 1700-luvun matemaatikoiden kiinnostuksen kohtee-
na, ja niiden matemaattisia ominaisuuksia tutkivat esimerkiksi Leonard Euler ja Da-
niel Bernoulli. Ranskalainen fyysikko ja matemaatikko Joseph Fourier loi teoriansa
Fourier-sarjoista 1800-luvulla, ja julkaisi teoksensa Théorie analytique de la chaleur
vuonna 1822. [1]

Fourier-sarjat ovat tapa esittdd jaksollinen funktio sarjakehitelménd. Funktiota
f(t) = | cos(t)| vastaava Fourier-sarja on

F.S.[fl,=2 + Z( 1)’< k2) cos(2kt).

Eli funktio f(¢) = | cos(#)| voidaan ilmaista ddrettdmana summana

2 4 4 4
f() = - + i cos(2t) T5n cos(4t) + 35, cos(6t)...

Fourier-sarjoja kaytetddn esimerkiksi osittaisdifferentiaaliyhtidloiden ratkaisemi-
seen, virdhtelyyn liittyvissi sovelluksissa ja signaalinkésittelyssa.

Tamén tutkielman aiheena on tutkia Fourier-sarjojen suppenemista sekd normin
suhteen etti pisteittdin. Pro gradu-tutkielma mukailee Howellin Principles of Fourier
analysis -kirjan lukuja 8-15 [2]. Tutkielman luvussa 2 johdatellaan Fourier-sarjoihin
madrittelemalld niiden trigonometrinen ja eksponenttimuoto ja johtamalla niiden
vilinen yhteys kiyttden Eulerin kaavoja. Luvussa 2 todistetaan my6s Fourier-sarjojen
lineaarisuusominaisuus.

Luvussa 3 tutkitaan Fourier-sarjojen suppenemista ensin normin suhteen ja sitten
pisteittdin. Tutkielman pédétuloksina on ndiden ominaisuuksien todistaminen. Luvus-
sa 4 tutkitaan Fourier-sarjan derivaattaa ja sen suppenemista pintapuolisesti. Luvussa
todistetaan, ettd Fourier-sarjaa voi derivoida termeittdin ja ettd Fourier-sarjan deri-
vaatta suppenee.

Fourier-sarjoista voi siirtyd Fourier-muunnoksen pariin, joka on erdénlainen tapa
esittdd riittdvan sadnnollinen funktio sinimuotoisten funktioiden integraalina. Var-
sinkin erilaisia vérdhtelyyn ja jaksollisuuteen perustuvia ilmioitd voidaan mitata ja
mallintaa tietokoneen ja Fourier-muunnoksen avulla. Esimerkiksi erilaisten aineiden
tunnistamiseen kiytetddn infrapunaspektroskopiaa, missi kiytetdan hyvéksi Fourier-
muunnosta. Fourier-muunnoksen avulla mallinnetaan infrapunavalon absorptoitu-
mista atomien vilisiin sidoksiin [3].

Tidmaén tyon lukijalta edellytetddn analyysin perusasioiden hallintaa.



2 Fourier-sarjojen perusominaisuuksia

Téssd luvussa midritellddn Fourier-sarjat. Luku mukailee Howellin Principles of
Fourier Analysis-kirjan lukuja 8-12 [2].
Ensin mééritellddn, millainen on jaksollinen funktio [4].

Mairitelma 1. Funktio on jaksollinen, jos funktiolla on olemassa p siten, ettd

f(t+p)=f(1)
kaikillat € R

Jos reaalifunktio f on jaksollinen, jaksossaan jatkuva, ja jaksossaan Riemann-
integroituva, se voidaan esittdd Fourier-sarjana.

Mairitelma 2. Olkoon f : R — R jaksollinen paloittain jatkuva funktio, jonka
Jjakson pituus on p. Olkoon wy = f—). Silloin funktiota f vastaava Fourier-sarja

F.S[fli=ao0+ Z ay cos(2rwyt) + Z by sin(2mwyt)
k=1 k=1

(o]
=ap+ Z(ak cos(2nwyt) + by sin(2rwit)),
k=1
missd

p
ap = I%O/f(t)dt

p
ay = 2 / f(t) cos(Qnwyt) dt
P 0

p
by = 2 / f(t) sin(2rwyt) dt.
P 0

Tatd madritelmaa 2 kutsutaan joskus sinimuotoiseksi Fourier-sarjaksi. Sinimuo-
toisen Fourier-sarjan esityksen rinnalla kiytetdan myos eksponenttimuotoista Fourier-
sarjaa.

Maaritelma 3. Olkoon f jaksollinen, paloittain jatkuva funktio, jonka jakson pituus
on p. Olkoon wy = 1%. Télloin funktion f Fourier-sarja

(o)

FS[fli= ), cxe™,

k:—OO

missd ¢y on vakio

p
1 .
cp=— / f(t)e—lZmukt dt
P 0



Eksponenttimuotoinen sarja on yksinkertaisempi kayttdd joissakin fysiikan so-
velluksissa. Johdetaan nididen kahden muodon vilinen yhteys. Kdyttdmalld Eulerin
kaavasta seuraavia identiteetteja

e'v 4+ e e

Cosw = T,sinw =

saadaan sinimuotoisesta Fourier-sarjasta

£(t) = ap + Z(ak cos(2mwyt) + by sin(2rwit))

k=1

© eZﬂwkt + e—i27rwkt ei27rwkt _ e—i27rwkt
=aop+ Z(ak > + by T )

k=1

Ottamalla yhteinen tekijd saadaan sarja muotoon

N d ib N ay +ib
k— 0k ; k k
f(t) — a0+Z 5 ezZﬂwkt+Z 5 e 127rwkt.
k:l k=1
Merkitdan, etta
co = aop
ap — ibk
="
ay + ibk
Ck=—7F1
2
kun k£ on kokonaisluku.
Sijoittamalla ndma aiempaan yhtdloon saadaan
(o] (o) (o]
f(t) =co+ Z Ckeﬂmukt + Z c_ke—z27rwkt — Z ckeﬂﬂwkt,
kzl k:] k:—oo

joka on maéritelmén 3 mukaan eksponenttimuotoinen Fourier-sarja.
Tarkastellaan vield ay, by ja ¢y vilistd yhteytta. Maaritelmén 2 mukaan

p
ay = 2 / f(t) cos(2rwyt) dt
u 0

p
by = 2 / f(2) sin(2rwyt) dt.
P 0



Sijoitetaan ndma cy:n yhtidloon ja saadaan, ettad
ay —iby

Ck = )

p p
= %[1% 0/ f(t) cos(Qrwyt) dt — I%O/f(t) sin(2rwyt) dt]
p
= ! / f(t) cos(Qrwyit) — sin(2rwyt) dt
P 0

p
1 .
= = / f(t)e 2™kt gy,
P 0

Eli eksponenttimuotoisen mééritelmén 3 mukaisen Fourier-sarjan vakiokertoimet
¢y on ilmaistavissa sinimuotoisen miiritelmén 2 mukaisen Fourier-sarjan kertoimien
ag ja by avulla. [5, luku 2.5]

Tarkastellaan seuraavaksi muutamia esimerkkeja.

Esimerkki 4. Mairitetdian funktiolle f(#) = | cos(¢)| sinimuotoinen Fourier-sarja.
Kuvassa 2.1 on piirrettyna funktion kuvaaja.

Kuva 2.1. Funktion f(7) = | cos(z)| kuvaaja.

Funktio f(¢) = | cos(#)| on jaksollinen funktio, jonka jakson pituus p = 7. Silloin
siis wy = % Kun —% <t < %, niin
J(2) = |cos(1)| = cos(2),
javililla 7 <t <nm
f(t) =|cos(t)| = —cos(r).
Madritelldin ensin Fourier-sarjan kertoimet:
7

P
1 1 1 . x . T 2
a=- 0/ f(r)dt = - / cos(r) dt = ;(SID(E) - sm(—z)) =

T

N



Ja kayttdmalla Fourier-sarjan miiritelmad saadaan

P
2
4 2k
ar = —/f(t) cos(ZZE 1) dr
P p

%
4 2k
= —/ |cos(t)|cos(Lt) dt
n n
0

N

4
= ;/cos(t)cos(Zkt) dt
0
:%/%[cos[(1+2k)t]+cos[(1—2k)t]]dt
0
_2 in(l1 2k” ! in([1 Zkﬂ
‘E[1+2ksm([ +2k1) + g sin(lL = 2k 3]

Tdma saadaan vield sievennettyd, kun

sin([1 % 2k]g = sin(% + kn) = cos(xkn) = (=1)*.
Bl 2 1 1 4
= — —1 k D — —1 k = _1 k .
w= T Y T )] R yEN

Kosini on parillinen funktio, joten funktion f(¢) = |cos(¢)| Fourier-sarjassa ei
ole sini-termeji . Silloin siis funktion f Fourier-sarja on

cos(2kt)

[ee] 2 Lol
F.S.[fli=ao+ ;ak cos(2mwyt) = —+ kzz;(_l)kﬂ(l e

Kuvissa 2.2, 2.3, ja 2.4 on piirretty Fourier-sarjan ensimmadisen 3, 10 ja 20 jdsenen

Kuva 2.2. Funktion f(f) = |cos(f)| kuvaaja punaisella, funktion

Fourier-sarjan ensimmadisten kolmen jdsenen osasumma oranssilla.

osasummat.



Kuva 2.3. Kymmenen ensimmdisen jdsenen osasumma.

Kuva 2.4. 20 ensimmadisen jdsenen osasumma.

Esimerkki 5. Funktiolle f(¢) = | sin(#)| Fourier-sarja muodostetaan samalla tavalla.
Funktion jakson pituus on p = n, jolloin wy = f—r Eksponenttimuotoinen Fourier-
sarja on

o [e9)

FS[f]t — Z ckei2ﬂ'wkt — Z CkeiZkt
k=—o00 k=—00
missi i
1 . —i2kt 2
=— | sin(t)e "M dt = ——.
Ck n/ in(t)e 7(1 - 4k2)
0

Eli saadaan

F.S. = SEE—.——
[£]; k:Z_OO TS
Esimerkki 6. Etumerkkifunktio sgn(x) on ohjelmointia varten kehitetty funktio,
joka saa arvon 1, jos x > 0, ja arvon —1 jos x < 0. Funktio siis kertoo sydtteen

etumerkin.

Tille funktiolle patee kaava

sgn(x) = i,x # 0.
x|
Tehdéidn etumerkkifunktion avulla paloittain jatkuva funktio f, jonka jakson pituus
p=m,eli
f(1) =sgn(0), |t| <=



Kuva 2.5. Etumerkkifunktion f = sgn(x) kuvaaja, kun funktion jakson
pituus on 7.

ja
f(t+2m) = f(2).

Kuvassa 2.5 on piirretty etumerkkifunktion kuvaaja.
Sen Fourier-sarja on

Pl =2y

k=1

1 sin((2k — 1)1).

Kuvissa 2.6, 2.7 ja 2.8 on piirretty Fourier-sarjan 3, 10 ja 20 ensimmadisen jdsenen

2

Kuva 2.6. Etumerkkifunktion Fourier-sarjan kolmen ensimmaéisen jése-
nen osasumma.

osasumman kuvaajat.

2.1 Fourier-sarjan lineaarisuus

Fourier-sarjojen suppenemista tarkastellessa tulevissa luvuissa kiytetdan hyviksi
Fourier-sarjojen lineaarisuutta. Eli funktioiden lineaarikombinaation Fourier-sarja

saadaan yksittdisten funktioiden Fourier-sarjojen lineaarikombinaationa.

Lause 7 (Lineaarisuus). Olkoot f,,,n = 1,2,3, ..., N, jaksollisia ja paloittain jatkuvia

10



-2

Kuva 2.7. Etumerkkifunktion 10 ensimmadisen jasenen osasumma.

&

-2

Kuva 2.8. Etumerkkifunktion 20 ensimmadisen jdsenen osasumma.
funktioita, joilla on sama jaksonpituus. Olkoot a,, vakioitan =1,2,3, ..., N. Silloin

N N
Za’nfn] = ZanF-S~[fn]t~
n=1 t  n=l

Todistus. Olkoot g ja h paloittain jatkuvia jaksollisia funktioita, joiden Fourier-sarjat
ovat

F.S.

F.S.[gl; =ag + Z [af cos(2rwit) + bf sin(2rwyr) |
k=1

ja
F.S.[h]; = ag + Z [aZ cos(2mwyt) + bZ sin(27m)kt)] .
k=1

Olkoon f = vyg + Ah, jossa y ja A ovat vakioita. Todistetaan siis ensin, ettd seuraavat
identiteetit patevit:

a(J)C :ya§+/lag,
a{ :yai+/1a2ja
f—  p8 h
by =vyb, + Aby.

11



Tarkastellaan ensin lukua ag : Méairitelman 2 mukaan

p
1
al = > / £(2) dt
0

ja sijoittamalla f = yg + Ah ja ottamalla vakiokertoimet integraalin eteen saadaan

p p p
a‘g:]%O/(yg(t)+/1h(t))dt=y]l)/g(t)dt+/1]l)/h(t)dt

0 0
ja médritelmad uudelleen kiyttden

f_

8 h
a, =vya,+A1a.

Samalla tavalla

p
al = 1% 0/ £(1) cos(2rawyt) dt
’ p
_2 / ((yg(t) + Ah(t)) cos(2rawt)) di
P 0
p p
:%/yg(t)cos(Zﬂwkt) dt+%//lh(t) cos(2mwyt)) dt
P 0 P 0

p p
2 2
=y— / g(t) cos(Qrwyt) dt + A— / h(t) cos(2nwyt)) dt
p p
0

0
— 8
=vya; + day,.

Ja kerroin b{ = ybi + Abz saadaan samoin.
Naytetdin sitten, ettd

F.S.[yg+h],=vyF.S.|g]; + F.S.[h];.

Siis ettd

F.S.[yg +hl; = (yag + al) + Z[(yai +al) cos(2mwyt) + (yb5 + b7 sin(2rwyt)]
k=1

= y[a + Z [a cos(2rwyt) + bS sin(2rwi)]]

+[af + ) laj cos(2nwyt) + by sin(2rw1)]]
0 k k

k=1

12



Lause 8 (Skaalaus). Olkoon f paloittain jatkuva ja jaksollinen funktio, jonka jakson
pituus on p, ja Fourier-sarja on

F.S[f]l = ao+ ) (ak cos(2mwyt) + by sin(2rwyt))
k=1

Jos funktio g(t) = f(at) jollain a > 0, niin g on paloittain jatkuva ja jaksollinen
funktio, jonka jakson pituus on p’ = § (Téstd seuraa, ettd o) = z% = qwg.)
Funktion g(t) Fourier-sarja on silloin

F.S[gll;=ao+ Z(ak cos(2nwit) + by sin(2nwi 1))
k=1

Taajuus ja jaksonpituus muuttuvat, mutta muuten funktion f ominaisuudet saily-
vit, eli sen kertoimet ay ja by ovat samat.

Todistus. Olkoon f paloittain jatkuva ja jaksollinen funktio, jonka jakson pituus on
p, ja Fourier-sarja on

F.S[f]]; = ao + Z(ak cos(2nwit) + by sin(2rwit)).
k=1

Olkoon paloittain jatkuva ja jaksollinen funktio g(¢#) = f(at) jollain @ > 0, ja sen
jakson pituus on p’ = g Silloin siis w) = £ = aw.

Koska funktio g on jatkuva ja jaksollinen, voidaan siitd muodostaa Fourier-sarja.
Silloin

F.S[gll:=ao+ Z(ak cos(2rnwyiat) + by sin(2rwiat))
k=1

jonka kertoimet ovat

»
a, = % / f(at) cos2rwiat) dt

P 0

ja
p,

b, = %/f(at) sin2rwyat) dt.

0

Mairiteltiin aiemmin, ettd awy = a);{, joten

F.S[gll; = ao + Z(ak cos(2rw) 1) + by sin(27w)1)).
k=1

Tarkastellaan lukua a;(:

’

p
2
a, = 17 / f(at) cos(rawyt) dt.
0

13



Sijoitetaan at = x, jolloin a dt = dx, ja integraalin yléaraja p’ = 5 muuttuu p:ksi.
Saadaan siis

,_
ak_

IS N

p p

/ f(x) cos(27w)kx)l dx = 2 / f(x)cos(Qrwyx) dx
a p

0 0

eli @) = ay. Kertoimet b} = by saadaan samalla tavalla.

14



3 Fourier-sarjan suppeneminen

Tassé luvussa tarkastellaan Fourier-sarjan suppenemista ensin funktion normin suh-
teen ja sitten pisteittdin. Luku mukailee Howellin [2] kirjan lukuja 13 ja 14.

3.1 Fourier-sarjan suppeneminen normin suhteen

Vektoreilla normi on mddritelty ||v|| = +/v-v. Normi voidaan muodostaa my0s
funktioille. Madritellaan funktion normi sisdtulon kautta.

Miiéritelmi 9 (Sisétulo). Olkoon f ja g paloittain jatkuvia funktioita ja [, B] jokin
ddrellinen reaalilukuvdli. Silloin funktioiden f ja g sisdtulo on

B
(flg) = / F(ng" (1) dr,

missd g*(t) on funktion arvoa g(t) vastaava kompleksikonjugaatti eli liittoluku. Jos
funktio g on reaalinen vililld [a, B], funktioden f ja g sisdtulo on

B
(flg) = / F(0g(1) dr.

Miaéritelmé 10 (Funktion normi). Olkoon f funktio ja [a, 8] jokin funktion vili.

Funktion normi on
£ = VL,

mikd tarkoittaa, ettd

/2

B 1/2 B 1
171 = / Ffr @0 di| = / O di

Tdstd médritelméstd seuraa, ettd funktion normi || f|| > O aina, jos funktio f on
jatkuva ja nollasta eroava vililla [«, 8].

Esimerkki 11. Olkoon vili [a, 8] = [0, p], missd p on miki tahansa positiivinen
reaaliluku. Silloin vakiofunktion 1 normi on

V4 p

I = /|1|de :/x:p.

0 0
Funktioiden sisétulolle on voimassa Cauchy-Schwarzin epdyhtilo [6].

Lause 12 (Cauchy-Schwarzin epéyhtéld funktioiden sisdtulolle). Olkoon f ja g
paloittain vililld |a, B] jatkuvia funktioita. Silloin

(Kl < WAl

15



Madritellddn sitten, mitd Fourier-sarjan suppenemisella normin suhteen tarkoite-
taan.

Mairitelmi 13. Olkoon f jaksollinen, paloittain jatkuva funktio, jonka jakson pituus
on p ja sen Fourier-sarja

o0

F.S.[f]: = Z cre! POkt

k=00

Sanotaan, ettd Fourier-sarja suppenee funktion f normin suhteen, jos

N
lim || f(¢) - § cre K| = 0.
N—oco
M——c0 k=M

Normin suhteen suppenemisen todistaminen etenee lemmojen avulla. Tarkastel-
laan ensin paloittain sileédn ja jaksollisen funktion Fourier-sarjan suppenemista nor-
min suhteen.Tavoitteena on todistaa sopivien tulosten avulla, ettid paloittain jatkuvan
ja jaksollisen funktion Fourier-sarja suppenee normin suhteen.

Merkitiaan ensin, etti

N

F(t)= > cxe™ M = Eyn(1).

k=M
Voidaan siis kirjoittaa médritelmén 13 yhtdlé muotoon
lim ||[Eyy(8)] =0.
N—>oo
M——c0

Ja kayttdmalla funktion normin maéritelmad 10 voidaan kirjoittaa ylemmat yhtalot
muodossa

2
N
Nl_l)rg / f() - Z creOR | dr =0
M_)_oojakm k=M
ja sama vdhén lyhyemmin
th [Eyn ()] dt=0
M_>_°°jaksa

Tarkastellaan sitten Fourier-sarjan itseistd (engl. absolute) suppenemista kéytta-
mailld niditd merkintitapoja.

Lemma 14. Jatkuvan, paloittain siledn ja jaksollisen funktion Fourier-sarja suppe-
nee funktion normin suhteen.

Todistus. Olkoon f jatkuva, paloittain siled ja jaksollinen funktio. Howellin lauseen
13.7 [2, lause 13.7] perusteella on olemassa sellainen vakio B, ettid

|[Epyn ()] <

1 1
——+—|B
JiM| VN

16



kaikiller € Rja M,N € Z siten,etti M <0 < N.

Silloin
2
lim / |Eyn(0)* < Jim / L
MN
%_—)) —00; M—> —00; V \/_
jakso jakso
2
=0-p=0
T [\/ W
missd p on jakson pituus. O

Tarkastellaan sitten maaritelméan 13 normia

N 2

f(l) _ Z Ckei27rwkt

k=M

b

ja merkitdin Zk v Cke2™ @kl = S (1) Saadaan
If = SolI* = <F = S51F = $p)
=1y = fI1Sp) = (Splf) +(S¢lSy)

Sijoitetaan S tilalle alkuperdinen summa ja tarkastellaan yhtidlon termejé. Silloin
siis

LY = NAIP,
N . N . N .
(FISEY = (F1 Y exe™ 0y = 3" cr(fle™ )y = 3" i (exlle™™ | )
k=M k=M k=M
N
= D lerPlle P,
k=M

N N
(S = (1807 = O lexPlle™™ )" = 37 Jex Pl
k=M k=M

N N N
(S7ISp) = (D cxe™ M| Y cpe Oty = 3 feylle |17
k=M k=M k=M

Sijoitetaan erikseen lasketut termit ja saadaan

N 2

‘f(t) _ Ckeizﬂ'wkt
k=M

N N
2 211,02 2 211,02 2
= 1A = > lerlPlle™ 2 = 3 Jei2lle™™ ||
k=M k=M
N
+ ) lexlPlle P
k=M
N
2 211,02 2
=[I£17 = ) lexPlle™ ]
k=M

N
=P =p D lel®
k=M

17



Mairitelmén 13 mukaan Fourier-sarja suppenee normin suhteen, jos funktion ja
sen Fourier-sarjan osasummien erotusten normit ldhestyvét nollaa. Eli kun

N
Jim <||f||2—p;4|ck|2> = 0.

M——c0

Muotoillaan téstd lause, joka yhtédpitdvin ehdon sille, ettd jaksollisen, paloittain
jatkuvan funktion f Fourier-sarja suppenee normin suhteen.

Lause 15. Olkoon f jaksollinen, paloittain jatkuva funktio, jonka Fourier-sarja on

o0

F.S.[f]: = Z cre Mt

k:—OO

Fourier-sarja suppenee funktion f normin suhteen jos ja vain jos

p Y el =171
k=—oc0

Lauseen todistamisessa kaytetddn avuksi Besselin epayhtilod, Cauchy-Schwarzin
epdyhtilod ja Parsevalin identiteettid.

Lause 16 (Besselin epidyhtilo Fourier-sarjalle). Olkoon f jaksollinen ja paloittain
Jjatkuva funktio, jonka jakson pituus on p, ja jonka Fourier-sarja on

o)

F.S.[fl: = Z cre! Tkt
k=—c0
Silloin
- 1
Yleb s [ irwr
k=—00 p
Jjakso

Todistus. Olkoon f integroituva vililla [-p/2, p/2] ja

p/2
/ f()*dt < o,
-p/2
ja sen Fourier-sarja
F.S.[f]: = Z cre! ekt
k:—OO
Ennen lemmaa laskettiin auki, etti
2

N .
”f(l) _ Z Ck6127rwkt

k=M

N
=lIFIP=p D lel”
k=M

18



Tiedetddn myos funktion normin méadritelmén 10 perusteella, ettd

N 2

f(l) _ Z Ckei2ﬂwkt

k=M

>0,

joten
N
2 2
p D lel® < IIAI1%
k=M

Kun jaetaan vield yhtilo puolittain jakson pituudella p, saadaan

A 1
D lerl < <l
k=M p

O

Lause 17 (Parsevalin identiteetti). Olkoot f ja g kaksi paloittain jatkuvaa, jaksollista
Jfunktiota, joiden jakson pituus on sama p. Olkoon niiden funktioiden Fourier-sarjat

(o)

FSIfli= ) fue®™™ ja FSlgli= ) g™,

k=—o00 k=—00
Oletetaan lisdksi, ettd g on jatkuva ja paloittain siled. Silloin
1.
> sk
k=—00

suppenee itseisesti ja

(fly=p ). fisk

k:—OO

Todistus. Besselin epdyhtilo (lause 16) perusteella tiedetddn, ettd

(o] 1 . [ 1
DUIAE <R Ga D el < — gl
k=—o0 p k=—c0 p

Cauchy-Schwarzin epayhtélon ([2, Theorem 4.8]) perusteella voidaan arvioida, etta

1
2

PRTHERIRAIFY s(z |fk|2) (Z |gk|2) < Sl 1Higl
k=—o0 k=—c0 k=—00

k=—o00

miki todistaa siis itseisen suppenemisen.
Nyt jokaiselle M,N € ZjaM <0 < N on

N
Enn(t) = g(1) = ) gre™™ .
k=M
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Koska g on oletuksen mukaan jatkuva ja paloittain siled, niin lemman 14 perusteella
tiedetddn, ettd ||Epn|| — 0 kun (M, N) — (—o0, 00) (Eli Eyyn ldhestyy nollaa, kun
M lahestyy —oo ja N ldhestyy oo.) Cauchy-Schwarzin epéyhtélon perusteella (lause
12)

- KAEun)| < Lme LFHIEmw]] =0

M——c0 M——co
mutta
N Py
<f|EMN> = / f(t)(g(t) _ Z gkethukt)* dt
jakso k=M
N .
= / f(t)g*(t) dt — Z g;: / f(t)e—IZHwkt dt
Jjakso k=M jakso
N
= (fle) = D &ipfe.
k=M
Silloin

N
(f18) = (fIEmn) +p Y fis;
k=M

ja kun kéytetddn edellistd yhtédlod, saadaan

N o0
(flg) = lim <f|EMN>+pk;4fkgz =0+pl; fig;

M——c0

O

Kuten on ldhteessi [2, p. 170] todetaan, lauseesta 17 voidaan poistaa oletus siitd,
ettd g on jatkuva ja paloittain siled. Kun valitaan g = f lauseessa 17, saadaan Besselin
yhtalo.

Seuraus 18 (Besselin yhtélo). Olkoon f paloittain jatkuva ja jaksollinen funktio,
Jjonka Fourier-sarja on

oo

F.S.[f]: = Z cre Okt

k=—00

Silloin

(3.1) 1A =p D lexl.

k=—00

Ja niilld voidaan siis todistaa lause 15, eli paloittain jatkuvan ja jaksollisen
funktion Fourier-sarja suppenee normin suhteen.

Lauseen 15 todistus. Olkoon f jaksollinen, paloittain jatkuva funktio, jonka Fourier-
sarja on

[00)

F.S.[f]: = Z cre! Tkt

k=—00
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Mairitelmén 13 perusteella Fourier-sarja suppenee normin suhteen jos

2

Hf(t) _ Z Ckei27rwkt — 0’

k:—DO

eli jos

AP =p > el =0.

k:—OO

Besselin epdyhtilon perusteella tiedetiin, ettid

= 1
D el < =lI£I1P
k=—o00 p

ja Parsevalin identiteetin avulla saadaan seurauksena Besselin yhtdlo (3.1), jolloin

= 1
Dl = < lIAI1%
p

k:—OO

Siis jaksollisen ja paloittain jatkuvan funktion f Fourier-sarja suppenee normin
suhteen. |

3.2 Fourier-sarjan pisteittiinen suppeneminen

Tésséd osiossa todistetaan, ettd Fourier-sarja suppenee pisteittdin kohti funktiota f
sopivilla lisdoletuksilla.

Lause 19. Olkoon f jaksollinen ja paloittain jatkuva ja sen Fourier-sarja

o0

F.S[f]le = Z cre' P,

k:—OO

Oletetaan, ettd funktio f on myos paloittain siled vililld [a, b] ja ty on mielivaltainen
piste samalta vdliltd.

Silloin
1. jos f(t) on jatkuva pisteessdi to, niin sarja F.S[ f]|;, suppenee ja

(o)

D ke = f(1).

k:—OO

2. jos f(t) on epdjatkuva pisteessd to, niin
> 1
lim qﬂwW:—meﬁﬂJMfﬁ).
2 15

N—oo Tl

k=—N

Todistetaan pisteittdinen suppeneminen tarkastelemalla ensin muutamaa lemmaa.
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Mairitelma 20. Geometrisen sarjan osasumma voidaan laskea kdyttimdlld kaavaa

ZN: Xk _ XM _XN+1
= 1-x 7

missd M ja N ovat mitkd tahansa kokonaisluvut siten, ettd M < N ja X on mikd
tahansa kompleksiluku paitsi 1 tai O.

Aputulos 21. Sijoittamalla geometrisen sarjan osasumman kaavaan X:n tilalle
e~ % saadaan

N —iMyx —i(N+1)yx
Z e—ikyx — € —€
1 —eirx
k=M

Yhtdilo pitdd paikkansa kaikilla muilla yx arvoilla, paitsi kun yx = 2nn, missdn € Z.
Sijoittamalla M = —N, kdyttdamdlld geometrisen sarjan osasumman kaavaa ja
sinin ominaisuuksien perusteella saadaan

N N N-1
Z ezkyx — Z elkyx + Z e—t(k+1)yx
k=—N k=0 k=0

1 — ei(N+1)yx 1 - e—iNyx

- + -
1= e 1= e

Lemma 22. Olkoon p > 0 ja M ja N kokonaislukuja siten, etti M < 0 < N. Olkoon

y=% ja
P
2[ N
/ Z el dx =p
= Li=m
2
sekd
Or n : TN »
ikyx _ ikyx _
/ Z e dx—/ Z e dx >
k=—N | o Lk=—N

P
2

Todistus. Tarkastellaan integraalia termeittéin. Siis

.y
e x| dx = / e Rrx g
k=M k=M

Zp Zp
2 2

[S{pe]

Integroidaan ja sijoitetaan y = zp—”, jolloin

SIS

ik 2sin(ykp/2)  psin(rk)
e " dx = = =p
vk nk

P
2

22



Lemma 23 (Riemann-Lebesgue). Olkoon p > 0 ja oletetaan ettd g on paloittain

Jatkuva funktio vililli =, %.Olkoon y = 27” ja k kokonaisluku. Silloin

r
2

lim g(x)e ¥ =0
k— %00

Zp
2

Todistus. Oletetaan ettd g on jaksossaan jatkuva ja integroituva funktio, jonka jakson
pituus on p. Merkitidin

g(x)e ™ dx = ¢

\ S

P
Ea
Besselin epdyhtidlon 16 perusteella

(o)

2 2
> el < lgl? < o

k=—00

eli ¢, nelididen summa on &darellinen. Silloin ¢; — 0, kun k — oo.
O

Miiéritelmé 24 (Dirichlet'n ydin). Olkoon p > 0 ja M ja N kaksi kokonaislukua
siten, ettd M < N. Niitd vastaava Dirichlet’n ydin

N
1 ;
DM,N(X) - _ § e—lZﬂwkx’
pk=M

missd wy, = %

Leevi Annala on pro gradu -tutkielmassaan [8] luvussa 2.2 todistanut Dirichlet'n
ytimelle eri ominaisuuksia, joita tissi ei kdyda lapi.
Valitaan y = 27”, ja sijoitetaan se Dirichlet’n ytimen yhtédloon ja saadaan

N
1 :
Dyn(x)=— 3 e
p k=M

Aputuloksen 21 avulla saadaan, ettd

e—iMyx _ e—i(N+l)yx e—i2ﬂwa _ e—iZmuN +1*

D = - = -
M,N(X) p[l — e_lyx] p[l _ e—zZnunx]

Oletetaan, ettd M < 0 < N. Silloin Lemman 22 perusteella

p/2
/ DM,N(X) dx =1

-p/2
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ja

0 p/2 |
/ D_N,N(x) dx = / D_N,N(x) dx = 5
-p/2 0

Dirichlet’n ytimet ovat Fourier-sarjan pisteittdisen suppenemisen todistamisessa
olennaisia, koska jokainen Fourier-sarjan osasumma voidaan ilmaista funktion f
siirron ja Dirichlet’n ytimen tulon integraalina. Todistetaan tdméa seuraavaksi.

Lemma 25. Olkoon f jaksollinen, ja jaksossaan jatkuva funktio, jonka jakson pituus
on p. Silloin
0 p/2
Z cre'PreRlo = / f(to+x)Dy n(x) dx.
ke -p/2
Todistus. Olkoon f jaksollinen ja jaksossaan jatkuva funktio, jonka

(o)

F.S[f]: = Z cre Ot

k:—OO

Milli tahansa kokonaisluvulla & ja funktion f arvolla zg

to+p/2
Ckeiankto — l / f(T)e—izim)kT dr eiankto
P
to—p/2
to+p/2
— l / f(T)e—iZHQ)k(T—to) dT
p
to—p/2
: p/2
=— / F (0 + x)e 2Ok gy,
p
-p/2
Saadaan siis
© o p/2
Z Ckeiziw)kl‘() — Z - / f(t() +x)e—i27rwkx dx
k=—o0 k=—o00 p
-p/2
p/2 | &
= / — Z £ (2o + x)e 2O dx
p k=—00
-p/2
p/2 _—
= / Flag+x) = > 7| gy,
p K e—oo
-p/2

Integraalin loppuosa on Dirichlet'n ydin (mééritelméd 24), eli voidaaan kirjoittaa
yhtél6 uudelleen muotoon

. p/2
Z Ckei27rwkto — / f(to +X)DM,N(X) dx.
k=—00

-r/2
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O

Kéytetddn tatd juuri todistettua lemmaa hyodyksi ja todistetaan seuraavat kaksi
lemmaa kerralla.

Lemma 26. Olkoon f jaksollinen ja paloittain jatkuva funktio, jonka Fourier-sarja
on

(o)

F.S.[f]: = Z crel Okt

k:—OO

Olkoon to mikd tahansa piste, jossa f(t) on jatkuva. Silloin kaikille kokonaisluvuille
M < 0 < N pdtee

p/2

N .
Y e = [ [fla0+2) = Fu0)1Du) di+ S ().

k=M
-p/2

Lemma 27. Olkoon f jaksollinen ja paloittain jatkuva funktio, jonka Fourier-sarja
on

oo

F.S.[f]: = Z cre! Tkt

k=—c0
Olkoon tg reaaliluku, ja
fy = lim f(to+x)

ja
fo = lim f(1o+x).
x—0*

Silloin, kun N on mikd tahansa positiivinen kokonaisluku,

N p/2

Z CkeiZmukto — / [f(to +x) — f(x)]D_N,N(x) dx + %[fo_ + fJ],
k=N -p/2
missd
| Jo kunx <0
folx) = {f(;’ kun x > 0.

Todistus. Todistetaan kaksi edellistd lemmaa kerralla.
Olkoon fy(x), fy ja f; kuten lemmassa 27 on midritelty. Silloin

p/2 p/2
[ rtoxpuserac= [ 1o+ - 500+ H01Dw (o) ds
-p/2 -p/2
p/2 p/2
= [ 40 - Dun ds+ [ o)D)
-p/2 -p/2
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Jos f on jatkuva pisteessd 19, f = f(to) = fy, ja fo(x) = f(to) kaikilla x.
Mairitelmén 24 mukaan Dirichlet’n ytimen arvo on 1 télld vililli. Milla tahansa
M < 0 < N, kun M, N ovat kokonanaislukuja, saadaan etti

p/2 p/2 p/2
/ F(t0 4+ X)Dagn(x) dx = / Lf (f0+x) — £ (1) Dty () dx + (1) / Dy () d.
-p/2 -p/2 -p/2
p/2
- / Lf (f0 +x) — f(10)] Dag.y(x) dx + £ (10).
-p/2

Jos taas funktion f ei oleteta olevan jatkuva ja M = —N, jaetaan integraalin jakso
puoliksi, ja tarkastellaan pistettd 7y sekd oikealta ettd vasemmalta puolelta. Silloin
madritelmén 24 ja lemman 25 perusteella

p/2 p/2
/ Flto +2)D—y .y (x) dx = / Lf(to +) — ()1 Dy (x) dx
-p/2 -p/2
0 p/2
+ / fO_D_N,N(x) dx+/f(;LD_N,N(x) dx
-p/2 0
p/2 .
= [ U0+ = FD-vw ) dr+ 317 + 51
-p/2

O

Ja nyt péistiddn todistamaan néilld aputuloksilla lause 19. Eli todistetaan etti
jaksollisen ja paloittain jatkuvan funktion Fourier-sarja suppenee pisteittéin.

Lauseen 19 todistus. Olkoon f jaksollinen, paloittain jatkuva reaalifunktio, joka on
vililld (a, B) siled. Olkoon ty piste tilld vililld. Ja

fy = Him f(t0+x)

ja
f0+ = lin01+f(t0 + Xx).
ja
fo kunx <0
fox) =170,
Jo kunx > 0.

Jos f(tp) on jatkuva pisteessi t, niin fo(x) = f(#9) sekd oikealta ettd vasemmalta
lahestyttdessa.

Olkoon M < 0 < N kokonaislukuja, ja Dy y niitd vastaava Dirichletin ydin
funktiolle f, ja

o0

F.S[f]: = Z cre! Tkt

k:—OO
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Todistetaan siis, etti

r/2
Jim [ 170+ = fo()1Da(x) dx =0
M—)—oo_p/z

Tutkitaan ensin integraalia. Dirichlet’'n ytimen mééaritelmén 24 ja aputuloksen 21
perusteella

r[2 r/2 e—iMyx _ e—i(N+1)yx
[ o+ 0 - onpunedr= [ 140 - w1l s
-p/2 -p/2
p/2 p/2
— ll? / g(x)e—iMyx _ % / g(x)e—i(NH)yx dx
-p/2 -p/2

S (to+x)—fo(x) _

missd y = 7” jag(x) = —— =%

Eli todistetaan, etti

p/2
lim / g(x)e ™ dx = 0.

k—=+o00

-p/2

Riemann-Lebesguen lemman 23 perusteella yhtdlo pitdd paikkansa, jos g on paloit-
tain jatkuva vililla (—p/2, p/2). Joten osoitetaan etti

f(to+x) = fo(x)

1 —eirx

g(x) =

on jatkuva talla valilla.
Tarkastellaan nimittdjai

: 2 2
- =1- cos(—ﬂx) +isin(—ﬂx).
p p

Nimittéjd on siis nollasta eroava ja jatkuva kaikilla x arvoilla, kun —p/2 < x < 0 tai
0 < x < p/2. Silloin siis on olemassa &darellisini raja-arvot

Jim g(x)ja lim g(x),
ja ainoat epgjatkuvuuskohdat ovat x = 0 tai kun f(¢y + x) on hyppy.

Tarkastellaan funktion g epdjatkuvuuskohtaa kun x = 0. Varmistetaan, ettd sekin
on hyppy. Osoitetaan siis, ettd oikealta ja vasemmalta ldahestyttdessd g:n raja-arvot
ovat ddrellisia.

Oikealta ldhestyttdessd raja-arvo on siis

lim ¢(x) = lim St +x) — folx)

x—0+ x—0+ 1 —eirx

27



Osoittaja ja nimittdjd lahestyvit nollaa, ja koska f on paloittain siled, voidaan kayttaa
I’Hopitalin sddntoa. Silloin

flto+x) = folx) D[ f(to+x) = fo(x)]

li = i . = li .
xg})l+g(X) xir{)l+ 1 —e™ xir{)l+ D [1 - e—lyx]
_ f'(to +x)
= 1um ——F

x—0+ iye‘i”

1
= — lim f'(fo+x).
1y x—0+

Vastaavasti .
lim g(x) = — lim f’(¢9p +x)
x—0- 1y x—0-

Koska f(¢) on paloittain siled , vasemmalta ja oikealta ldhestyttdessa [ () raja-
arvot kohdassa ¢ = #( ovat olemassa dérellisind. Silloin my0s g(x) raja-arvot oikealta
ja vasemmalta ovat olemassa addrellisind kun x = 0. O
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4 Fourier-sarjan derivaatta ja sen suppene-
minen

Téssd luvussa tutkitaan Fourier-sarjan derivaattaa ja sen suppenemista. Luku mukai-
lee Howellin kirjan [2] kappaletta 15.

4.1 Derivaatta

Maaritelma 28. Olkoon f jaksollinen ja paloittain siled funktio, jonka Fourier-sarja
Jja derivaatan Fourier-sarja ovat

oo

FS[f][: Z CkeiZ”‘”ktF.S.[f’],: Z dkeinrwkt
k=—c0

k=—oc0

missd wy = k/p, kun p on jakson pituus. Ja niiden vakiot ¢y ja dy ovat
. p
Ck=— / f(r)e 2l gy
p
0
ja
. p
dk - _ / f/(t)e—l?ﬂ'wktdt
P 0

Lemma 29. Olkoon f jatkuva, paloittain siled ja jaksollinen funktio, jonka jakson
pituus on p ja

F.S.[f]: = Z cpe ekt
k=—c0
Silloin -
F.S.[f']:= 2rwyc e O =
k:z—oo p k=—c0

" 00
s kckeﬂﬂ'wkt

Todistus. Kun f on jatkuva ja paloittain siled funktio, voidaan kayttdd osittaisin-
tegrointia ja saadaan dy muotoon

p
1 .
dk = ;/f’(l)e_lznwktdf
0

p
= f(D)e |0~ / f(0)[-i2rwre™ > d1
0

= [f(p)e™ 7P — £(0)e’] +i2nwycy.

Funktion f jaksollisuuden ja jatkuvuuden vuoksi

f(p)e P — £(0)e’ = f(0)e™™ ~ f(0) =0
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jolloin yhtilo sievenee
i2nk

dy = 2nwicy = Cr

O

Lause 30. Olkoon f jaksollinen, paloittain jatkuva ja siled funktio, jonka jakson
pituus on p. Olkoon sen Fourier-sarja

oo

FS[f]l: = Z ce T,

k=—o00

Jos derivaatta ' on myos paloittain siled, niin

0]

Z kckelQﬂwkt

k=—oc0

suppenee kaikilla t arvoilla, joilla " on jatkuva. Ja paloittain jatkuvilla funktioilla

oo oo

d ~ i2n ,
f’(l‘) — - Ckeﬂmukt - = kckeﬂﬂwkt
Z dt | ] P £

k:—oo =—00

Todistus. Funktio f on paloittain siled, joten myos sen derivaatta f’ on paloittain
jatkuva. Kappaleessa 3 todistettiin jaksollisen ja paloittain jatkuvan funktion suppe-
neminen pisteittdin (lause 19). |

Esimerkki 31. Tutkitaan funktion f () = | sin(z)| derivaattaa.
Funktion jakson pituus p = m, jolloin w = % Funktion eksponenttimuotoinen
Fourier-sarja on muodostettu esimerkissa 5, ja se on

oo

2 .
F.S.|f]: = kZ meﬂkt

Funktio f on jaksossaan jatkuva ja derivoituva kaikkialla muualla paitsi vilin
padtepisteissi, ja sen derivaatta f” on paloittain jatkuva ja derivoituva. (f/(¢) = cos(t)
kun |t| < 7) Silloin

o d 2 , = idkt
(1) = - 2kt [ _ i2kt
;@ k;w di [ﬂ(1—4k2)€ ] k;g 21— 4k ¢

Fourier-sarjan derivaatan suppenemisen seurauksena on, etti sopiville funktioille
voidaan muodostaa Fourier-sarjan korkeamman asteen derivaatta, eli derivoida n
kertaa.

Seuraus 32 (Korkeamman asteen derivaatta). Olkoon f jaksollinen ja jatkuva funk-
tio, jakson pituus p ja Fourier-sarja

o0

Z cke’z”“’"t.

k=—o00
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Oletetaan, ettd on olemassa positiivinen kokonaisluku m, ja funktio f on (m —1)
kertaa derivoituva ja "=V on jatkuva ja paloittain siled. Silloin

(o]
Z kmckeinm)kt
k=—o00

suppenee kaikilla t:n arvoilla, joilla '™ on jatkuva. Funktio on paloittain jatkuva,
joten

o0

fm(t) — Z ;l:; [Ckei27rwkl — (127[) Z kmC ezankt

k=—o00

4.2 Derivaatta ja suppeneminen

Tutkitaan derivaatan Fourier-sarjan suppenemista. Seuraavan lauseen todistamista
varten on hyodyllistd tutkia Fourier-sarjan vakiotermejd cj ja derivaatan Fourier-
sarjan vakiotermejd dy.

Aputulos 33. Olkoon f jaksollinen ja paloittain siled funktio, jonka Fourier-sarja
Jja derivaatan Fourier-sarja ovat

o0

F.S.[fl:= Z cke R E S [ = Z dy e 2Tkt

k=—oc0 k=—0c0

missd wy = k/p.
Lemman 29 perusteella

ja
do = 270

co=0.
Kun otetaan yhtdlostd puolittain itseisarvo ja ratkaistaan se cy suhteen, saadaan

el = —L—|dyl.
k|27

Ja mddritelmdn 28 avulla saadaan arvioitua, ettd

V4
1 .
il = |- / F(0)e 2 gy
0

p p
1 ’ —2nwit 1 ’
— Kldt = — d
pO/If(t)e s pO/If(t)lt

Ja sijoittamalla tdmd tulos aiempaan yhtdiloon, saadaan ettd

p
L[
el < oz [ 1rOlar
0

IA
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Tatd aputulosta hyodyntiden todistetaan siis, ettd Fourier-sarjan derivaatta suppe-
nee.

Lause 34. Olkoon f jaksollinen funktio, jonka jakson pituus on p ja

o0

F.S.[f]: = Z cre POk,

k=—o00

Oletetaan, ettdi funktio f on paloittain siled ja jatkuva, ja olkoon

B=L [ IrwPan”

jakso
Silloin
1. Sarja 3.} _, ck suppenee itseisesti ja jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle
N pditee
_fl |C | . B
o< —
k=—00 \/N
ja

i lck| < \/%

k=N+1

2. Fourier-sarja suppenee tasaisesti funktion f suhteen, ja kaikille reaaliarvoi-
sille t ja kaikille kokonaisluvuille M ja N pditee

N

£ = ) exe™ | <

k=—M

1 1
an—n]B

Todistus. Todistetaan ensin lauseen ensimmiinen osa. Molemmat raja-arvot ovat
samanlaisia, joten riittdd todistaa toiselle.

Olkoon N positiivinen kokonaisluku.

Cauchy-Schwarzin epdyhtédlon 12 perusteella

X P p v | P, lup < 2,172
D= ) sl == > ldd ==Y 20 1dl)
k=N+1 k=N+1 2k 2n k=N+1 k 2n k=N+1 k k=N+1

Integraalitestin perusteella

k=N+1

> 1 I 1
> s mtey
N

sarja suppenee.
Tarkastellaan dy Besselin epdyhtidlon 16 avulla, ja saadaan

i |dy|* < i |dk|zg]l? / |/ (1)|%dt.

k=N+1 k=N+1 jakso
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Sijoittamalla yhtédlon loppuosa aiempaan yhtdloon voidaan arvioida, ettd

[ee)

12 NP
k:ZN+1|Ck|_2 (N) (= /|f(t)|dt) _

_](lkS()

Huomataan, ettid yhtdlon vasemmalla puolella on vakio B. Saadaan siis, etta

o

1 B
4.1) lek] < (=)?B=—.

Todistetaan sitten lauseen jalkimmaiinen osa.

Funktio f on jatkuva ja paloittain siled, joten voidaan kayttdd jo edellisessd
luvussa todistettua lausetta 19, jonka mukaan funktio f suppenee pisteittidin kaikilla
t:n arvoilla. Joten

N N
|f(t)— Z c ezZmuktl _| Z Ch ez2ﬂwkt Z Ckei27rwkt|
k=—M k=— k=—M
-M-1
:l Z Cr ethwkt+ Z ckethuktl
k=N+1
—M-1 [
< Z |C elZﬂwk[|+ Z |C zZmuktl
k=—co0 k=N+1
-M-1 oo

[
[

Kiytetddn yhtdloa 4.1 summan arvioimiseen, ja saadaan etti
N

_ 2rnwit B B :[ 1 1 ]
£ (1) k;Mcke <t |t R
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5 Yhteenveto

Luvussa 2 maidriteltiin Fourier-sarjojen trigonometrinen ja eksponenttimuoto seka
todistettiin Fourier-sarjojen lineaarisuus. Lineaarisuutta kéytettiin hyviaksi myohem-
min luvussa 3, kun todistettiin Fourier-sarjan suppeneminen pisteittdin.

Tamén pro gradu-tutkielman paituloksina todistettiin Fourier-sarjojen suppene-
minen sekd normin suhteen ettd pisteittdin. Tédssd tutkielmassa puhutaan vain sup-
penemisesta normin suhteen kuten Howellin teoksessa [2], mutta monissa muissa
lahteissd puhutaan sen sijaan L2-normin suhteen suppenemisesta [1] [7] .

Luvun 3 Fourier-sarjan pisteittdisen suppenemisen todistamisessa kaytettiin Di-
richlet’'n ydinti ja sen ominaisuuksia.

J. Peter Lejeune-Dirichlet tutki ja todisti paloittain siledn funktion Fourier-sarjan
suppenemisen pisteittdin. Muutamaa vuosikymmentd myohemmin Lipot Fejer kiyt-
ti Cesdro-summautuvuutta Fourier-sarjojen suppenemisen tutkimisessa, ja muodosti
vield vahvemman todistuksen pisteittdin suppenemisesta. [1] Jatkolukemisena kan-
nattaakin tutkia Fejer-ytimid sekd Abel- ja Cesaro-summautuvuutta Fourier-sarjojen
kautta esimerkiksi Sanna Vihdmdéen pro gradu -tutkielmasta Fourier-sarjoista ja
-muunnoksesta [9].

Anders Vretbladin kirjassa Fourier Analysis and Its Applications [1] on lisdd
Dirichletin ja Fejerin todistuksista ja Fourier-analyysin historian kehittymisté, seka
esimerkkejd Fourier-sarjojen kidytannon sovelluksista. Vretbladin kirjassa on myos
oivia harjoitustehtivia.

Fourier-sarjojen suppenemista tutkittaessa on havaittu Gibbsin ilmi6 , eli funktion
epdjatkuvuuskohtia ldahestyttdessi Fourier-sarjan osasummat eroavat funktiosta noin
9% ylos- ja alaspdin. Tahédn ilmioon voi tutustua niin Vertbladin [1, s. 93] ettd
Howellin [2, luku 13.2] teoksista, ja varsinkin fysiikan ja tekniikan sovelluksissa se
otetaan huomioon. Luvun 2 esimerkin 5 kuvissa ilmi6 on néihtéavissa.

Tassd tutkielmassa kiytiin pédpiirteittdin 1dpi Howellin Principles of Fourier
Analysis -kirjan luvut 8-15 [2], ja kirjassaan Howell jatkaa Fourier-muunnokseen.
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