
Jordanin normaalimuoto

Jaakko Kirsilä

LuK-tutkielma
Jyväskylän yliopisto

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevät 2020

Sisältö

1 Johdanto 1

2 Todistus 2

3 Esimerkkilaskuja 9



1 Johdanto

Tässä työssä sovitaan aluksi, että V on n-ulotteinen kompleksinen vekto-
riavaruus. Lisäksi olkoon A on kompleksinen n × n matriisi. Tämän työn
päätulosta 1.2 voidaan pitää matriisin diagonalisoituvuuden yleistyksenä.
Tämän vuoksi onkin luontevaa tutustua matriisin diagonalisoituvuuteen
ennen tämän varsinaisen päätuloksen esittelyä.

Määritelmä 1.1. n × n matriisi A on diagonalisoituva, jos on olemassa kään-
tyvä n × n matriisi C siten, että

C−1AC = D,

missä D on muotoa

D =


λ1

. . .
λn


oleva diagonaalimatriisi. Tässä λ1, . . . , λn ovat matriisin A ominaisarvoja.

Huomioitavaa kuitenkin on, että kaikki matriisit eivät suinkaan ole dia-
gonalisoituvia.

Esimerkki 1. Esimerkiksi matriisi A =
(
3 1
0 3

)
ei ole diagonalisoituva. Mat-

riisilla A on yksi ominaisarvo λ = 3, jonka algebrallinen kertaluku on kaksi.

Tällöin jos matriisi A olisi diagonalisoituva, niin D =
(
3 0
0 3

)
. Lisäksi olisi

olemassa kääntyvä matriisi C siten, että C−1AC = D. Kuitenkin, mikäli ope-
roimme yllä olevaa yhtälöä vasemmalta matriisilla C ja oikealta matriisilla
C−1, niin saadaan

CC−1ACC−1 = CDC−1

=⇒ A = CDC−1

= C
(
3 0
0 3

)
C−1

= C(3I)C−1

= 3CIC−1

= 3CC−1

= 3I

=

(
3 0
0 3

)
= D , A.
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Siispä sopivaa matriisia C ei ole olemassa eli matriisi A ei ole diagonalisoi-
tuva.

Vaikka kaikkia matriiseja ei voida diagonalisoida, niin jossain mielessä
kuitenkin kaikkien matriisien kohdalla päästään hyvin lähelle. Tämän työn
päätulos Lause 1.2 selventää, mitä tämä lähelle pääseminen tässä konteks-
tissa tarkoittaa.

Lause 1.2. Jokaiselle n × n matriisille A on olemassa kääntyvä n × n matriisi T
siten, että

T−1AT = J,

missä J on muotoa

(1) J =


J1

. . .
Jm


oleva lohkomatriisi. Tämän lohkomatriisin jokainen lohko on muotoa

Ji = λI +N =


λ 1 0

. . .
. . .
. . . 1

0 λ

 ,
missä λ on matriisin A ominaisarvo, I on yksikkömatriisi ja N on matriisi, jossa
päälävistäjän yläpuolella olevalla lävistäjällä on ykkösiä ja muualla nollia.

Verrattaessa Määritelmän 1.1 tulosta Lauseen 1.2 tulokseen huomataan,
että yleistettäessä Määritelmän 1.1 tulos kaikille matriiseille, matriisi D ei
olekaan enää tässä tapauksessa diagonaalimatriisi. Diagonaalimatriisin si-
jaan saadaan muotoa J oleva matriisi, jonka päälävistäjällä on kuitenkin
edelleen matriisin A ominaisarvot. Tätä muotoa (1) olevaa matriisia J sa-
notaan Jordanin normaalimuodoksi. Lauseen 1.2 mukaan on olemassa ava-
ruuden Cn kanta, jossa matriisia A vastaa matriisi J.

2 Todistus

Ennen varsinaista Lauseen 1.2 todistamista esitellään muutama tarvittava
määritelmä ja lemma.

Määritelmä 2.1. Olkoon L : V 7→ V lineaarikuvaus. Jos vektorille v ∈ V \ {0}
ja luvulle λ ∈ C pätee

(2) Lv = λv,

niin luku λ on kuvauksen L ominaisarvo ja vektori v siihen liittyvä ominais-
vektori. Yhtälöä (2) sanotaan ominaisarvoyhtälöksi.
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Huomautus 2.2. Ominaisarvoyhtälöstä Lv = λv saadaan

Lv − λv = 0
=⇒ (L − λI)v = 0, v , 0
=⇒ v ∈ ker(L − λI).

Tällöin avaruuden V aliavaruus ker(L − λI) koostuu ominaisarvoon λ liit-
tyvistä ominaisvektoreista ja nollavektorista.

Määritelmä 2.3. Olkoon L : V 7→ V lineaarikuvaus ja λ sen ominaisarvo.
Aliavaruutta ker(L − λI) sanotaan ominaisarvoa λ vastaavaksi ominaisava-
ruudeksi.

Määritelmä 2.4. Olkoon L : V 7→ V lineaarikuvaus. Tällöin joukkoa
range L = {Lv : v ∈ V} kutsutaan kuvauksen L arvojoukoksi.

Määritelmä 2.5. Olkoon V1 , . . . ,Vk kompleksisen vektoriavaruuden V ali-
avaruuksia. Sanotaan, että V on aliavaruuksien V1 , . . . ,Vk suora summa,
jos jokainen vektori v ∈ V voidaan kirjoittaa yksikäsitteisenä summana

v = v1 + v2 + · · · + vk,

missä v j ∈ V j ja j = 1, . . . , k. Suoralle summalle käytetään merkintää

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vk.

Määritelmä 2.6. Olkoon V kompleksinen vektoriavaruus ja W sen aliava-
ruus. Lisäksi olkoon L : V 7→ V lineaarikuvaus. Aliavaruutta W sanotaan
invariantiksi kuvauksen L suhteen, jos

v ∈W ⇒ Lv ∈W.

Lause 2.7. On olemassa luvut m1, . . . ,mk siten, että

V = ker(A − λ1I)m1 ⊕ · · · ⊕ ker(A − λkI)mk .

Tässä jokainen ker(A − λ jI)m j on invariantti kuvauksen A suhteen ja luvut
λ1, . . . , λk ovat matriisin A ominaisarvoja.

Lauseesta 2.7 todistamme vain joukkojen ker(A − λ jI)m j invariantiutta
koskevan kohdan. Lauseen todistuksen voi kokonaisuudessaan lukea Erik
Wahlénin artikkelista The Jordan Normal Form [1].

Lemma 2.8. Olkoon λ ∈ C ja m ∈ N. Tällöin ker(A − λI)m on invariantti
kuvauksen A suhteen.
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Todistus. Olkoon x ∈ ker(A − λI)m. Tällöin (A − λI)mx = 0. Tulisi näyttää,
että Ax ∈ ker(A − λI)m eli (A − λI)mAx = 0. Lasketaan

(A − λI)mAx = (A − λI)m(Ax − λIx + λIx)

= (A − λI)(A − λI)m−1(Ax − λIx + λIx)

= (A − λI)[(A − λI)m−1(Ax − λIx) + (A − λI)m−1(λIx)]

= (A − λI)[(A − λI)m−1(A − λI)x + (A − λI)m−1(λIx)]

= (A − λI)[(A − λI)mx︸       ︷︷       ︸
= 0

+(A − λI)m−1(λIx)]

= (A − λI)(A − λI)m−1(λIx)
= (A − λI)m(λIx)
= λI (A − λI)mx︸       ︷︷       ︸

= 0

= 0.

Siispä ker(A − λI)m on invariantti kuvauksen A suhteen. �

Määritelmä 2.9. Aliavaruutta ker(A−λ jI)m j sanotaan ominaisarvoa λ j vas-
taavaksi yleistetyksi omainaisavaruudeksi ja nollasta poikkeavaa vektoria v ∈
ker(A − λ jI)m j yleistetyksi ominaisvektoriksi.

Todistetaan seuraavaksi Lause 1.2 siten, että rajoitutaan yleistettyyn
ominaisavaruuteen W = ker(A−λ jI)m j . Tällöin voidaan olettaa, että matrii-
silla A on vain yksi ominaisarvo λ. Ideana on, että voimme tämän jälkeen
käyttää Lauseen 2.7 tulosta ja laajentaa yksittäisten yleistettyjen ominaisa-
varuuksien avulla todistuksen koko avaruuteen V.

Lauseen 1.2 todistus. Jaetaan todistus kahteen osaan, joista ensimmäisessä
oletetaan, että m on sama kuin avaruuden W dimensio eli m = n.

Olkoon N = A − λI ja m pienin kokonaisluku, jolle Nm = 0. Matriisia
N, jolla on ominaisuus Nm = 0, jollekkin kokonaisluvulle m, kutsutaan
nilpotentiksi.

Oletetaan, että m on sama kuin avaruuden W dimensio eli m = n. Täl-
löin on olemassa vektori u, jolle Nn−1u , 0. Tästä seuraa, että vektorit
u,Nu, . . . ,Nn−1u ovat lineaarisesti riippumattomia. Tämä nähdään laske-
malla. Oletetaan, että joillakin α j ∈ C, j ∈ {1, 2, . . . ,n}

(3) α1u + α2Nu + · · · + αnNn−1u = 0.
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Operoimalla tähän yhtälöön puolittain matriisilla Nn−1 saadaan

Nn−1(α1u + α2Nu + · · · + αnNn−1u) = Nn−10

=⇒ Nn−1(α1u) +Nn−1(α2Nu) + · · · +Nn−1(αnNn−1u) = 0

=⇒ α1Nn−1u + α2Nn−1(Nu) + · · · + αnNn−1(Nn−1u) = 0

=⇒ α1Nn−1u + α2 Nnu︸︷︷︸
= 0

+ · · · + αnNn−2( Nnu︸︷︷︸
= 0

) = 0

=⇒ α1 Nn−1u︸︷︷︸
, 0

= 0.

Nyt Nn−1u , 0, joten täytyy olla α1 = 0.
Toisaalta operoimalla yhtälöön (3) puolittain matriisilla Nn−2 saadaan

Nn−2(α1u + α2Nu + · · · + αnNn−1u) = Nn−20

=⇒ Nn−2(α1u) +Nn−2(α2Nu) + · · · +Nn−2(αnNn−1u) = 0

=⇒ α1Nn−2u + α2Nn−2(Nu) + · · · + αnNn−2(Nn−1u) = 0

=⇒ α1Nn−2u + α2Nn−1u + α3 Nnu︸︷︷︸
= 0

+ · · · + αnNn−3( Nnu︸︷︷︸
= 0

) = 0

=⇒ α1︸︷︷︸
= 0

Nn−2u + α2Nn−1u = 0

=⇒ α2 Nn−1u︸︷︷︸
, 0

= 0

=⇒ α2 = 0.

Samaa päättelyä jatkamalla huomataan, että α j = 0 kaikilla j. Siten vektorit
u,Nu, . . . ,Nn−1u ovat lineaarisesti riippumattomia. Tällöin ne muodostavat
avaruuden W kannan {Nn−1u, . . . ,Nu,u}. Lisäksi matriisi N on tässä kan-
nassa muotoa

N =


0 1 0

. . .
. . .
. . . 1

0 0

 .
Tämä nähdään, jos samaistetaan kantavektorit Nn−1u, . . . ,Nu,u avaruuden
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C
n kantavektoreiden kanssa seuraavasti:

Nn−1u =e1 = (1, 0, . . . , 0)

Nn−2u =e2 = (0, 1, 0, . . . , 0)
...

Nu =en−1 = (0, . . . , 0, 1, 0)
u =en = (0, . . . , 0, 1).

Tällöin nähdään, että

N(en) = N(u) =


0 1 0

. . .
. . .
. . . 1

0 0



0
...
0
1

 = (0, . . . , 0, 1, 0) = en−1,

N(en−1) = N(Nu) =


0 1 0

. . .
. . .
. . . 1

0 0




0
...
0
1
0


= (0, . . . 0, 1, 0, 0) = en−2,

...

N(e2) = N(Nn−2u) =


0 1 0

. . .
. . .
. . . 1

0 0




0
1
0
...
0


= (1, 0, . . . , 0) = e1.

Joten nähdään, että matriisi N kuvaa kantavektorit oikein.
Yleisesti joukkoa nollasta poikkeavia vektoreita u,Nu, . . . ,Nl−1u, joille

Nlu = 0, kutsutaan Jordanin ketjuksi.
Seuraavaksi todistetaan Lause 1.2 tapauksessa, jossa m < n. Tarkoitukse-

na on näyttää, että on olemassa avaruuden W kanta, joka koostuu Jordanin
ketjuista. Tämän todistamiseen käytetään apuna induktiota.

Jos avaruuden W dimensio n = 1, niin lauseen väite pätee. Tällöin
nimittäin matriisii A on valmiiksi Jordanin normaalimuodossa eli A = J.
Lisäksi kannanvaihtomatriisiksi T käy identtinen matriisi I.

Oletetaan induktio-oletuksena, että väite pätee kaikille dimensiota n
pienemmille avaruuksille, kun n ≥ 2. Oletetaan myös, että dim W = n.
Nyt kuvaus N on nilpotentti eli se ei ole injektio, jolloin dimensiolauseen
nojalla dim(range N) < n. Induktio-oletuksen nojalla on olemassa Jordanin
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ketjuista muodostuva avaruuden range N kanta

ui ,Nui , . . . ,Nli−1ui , i = 1, . . . , k.

Jokaiselle ui voidaan löytää vi ∈ W siten että Nvi = ui, sillä ui ∈ range N.
Tällöin jokainen avaruuden range N kannan Jordanin ketjua voidaan laa-
jetaan yhdellä vektorilla. Nämä uudet laajennetut Jordanin ketjut ovat siis
muotoa

vi ,Nvi ,N2vi, . . . ,Nlivi , i = 1, . . . , k.

Ideana on, että laajentamalla Jordanin ketjuja voimme lopulta samalla laa-
jentaa olemassa olevan avaruuden range N kannan koko avaruuden W kan-
naksi. Tämä kuitenkin edellyttää sitä, että näin syntyneiden laajennettujen
Jordanin ketjujen vektorit ovat edelleen lineaarisesti riippumattomia. Ol-
koon siis

k∑
i=1

li∑
j=0

αi, j N j vi = 0.

Operoimalla puolittain matriisilla N saadaan

(4)
k∑

i=1

li∑
j=0

αi, j N j+1 vi = 0.

Nyt kuitenkin Nvi = ui eli

k∑
i=1

li∑
j=0

αi, j N j+1 vi =

k∑
i=1

li−1∑
j=0

αi, j N j ui = 0.

Induktio-oletuksen nojalla vektorit N jui, joissa i = 1, . . . , k ja j = 0, . . . , li − 1
muodostavat alkuperäisen kannan, joten ne ovat lineaarisesti riippumatto-
mia. Tällöin täytyy olla

(5) αi, j = 0, kun 1 ≤ i ≤ k ja 0 ≤ j ≤ li − 1.

Yhtälöstä (4) jää siis jäljelle vielä termit, joissa j = li eli

k∑
i=1

αi,li Nli vi = 0.

Vastaavasti tässä

k∑
i=1

αi,li Nli vi =

k∑
i=1

αi,li Nli−1 ui = 0.
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Edelleen induktio-oletuksen nojalla vektorit Nli−1ui = 0, joissa i = 1, . . . , k
ovat lineaarisesti riippumattomia. Siispä kertoimille

(6) αi,li = 0, kun i ≤ i ≤ k.

Yhdistämällä kohdat (5) ja (6) saadaan, että kaikille kertoimille

αi, j = 0, kun 1 ≤ i ≤ k ja 0 ≤ j ≤ li.

Siispä vektorit

(7) vi ,Nvi ,N2vi, . . . ,Nlivi , i = 1, . . . , k

ovat lineaarisesti riippumattomia.
Nämä kohdan (7) lineaarisesti riippumattomat vektorit voidaan laajen-

taa avaruuden W kannaksi mahdollisesti lisäämällä vektorit {w̃1, . . . , w̃K}.
Nyt kaikille i pätee Nw̃i ∈ ker N, joten on olemassa kohdan (7) kantavek-
toreiden muodostamat vektorit ŵi, joille Nw̃i = Nŵi. Tällöin on olemassa
vektorit wi = w̃i − ŵi ∈ ker N, koska Nwi = N(w̃i − ŵi) = Nw̃i −Nŵi = 0. Nyt
siis muodostuneet vektorit wi ovat myös Jordanin ketjuja. Ne ovat nimit-
täin yhden vektorin muodostamia Jordanin ketjuja, sillä Nwi = 0 kaikille i.
Siispä vektorit

(8) vi ,Nvi ,N2vi, . . . ,Nlivi,w1, . . . ,wK , i = 1, . . . , k

muodostavat Jordanin ketjuista koostuvan avaruuden W kannan. Näyte-
tään vielä, että näin todella on eli kohdan (8) vektorit ovat lineaarisesti
riippumattomia. Olkoon siis

k∑
i=1

li∑
j=0

αi, j N j vi +

K∑
q=1

βq wq = 0

k∑
i=1

li∑
j=0

αi, j N j vi +

K∑
q=1

βq (w̃q − ŵq) = 0

k∑
i=1

li∑
j=0

αi, j N j vi +

K∑
q=1

βq w̃q −

K∑
q=1

βq ŵq = 0.(9)

Nyt voimme kirjoittaa vektorit ŵq kohdan (7) vektoreiden avulla seuraavasti

ŵq =

k∑
i=1

li∑
j=0

γ
q
i, j N j vi.
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Tällöin siis kohdan (9) lauseke voidaan kirjoittaa muotoon

k∑
i=1

li∑
j=0

αi, j N j vi +

K∑
q=1

βq w̃q −

K∑
q=1

βq

 k∑
i=1

li∑
j=0

γ
q
i, j N j vi

 = 0

k∑
i=1

li∑
j=0

αi, j −

K∑
q=1

βq γ
q
i, j

 N j vi +

K∑
q=1

βq w̃q = 0.

Vektorit w̃q valittiin aiemmin täydentämään kohdan (7) vektorit kannaksi,
joten vektorit w̃q ovat lineaarisesti riippumattomia. Tällöin kertoimille βq =
0 kaikilla q. Nyt siis tarkasteltaessa uudelleen lauseketta

k∑
i=1

li∑
j=0

αi, j N j vi +

K∑
q=1

βq wq = 0

tiedämme, että kertoimet βq = 0 kaikilla q. Lisäksi olemme jo aiemmin
näyttäneet, että kertoimet αi, j = 0 kaikilla i ja j. Siispä kohdan (8) vektorit
todella ovat lineaarisesti riippumattomia.

Kuten jo edellä mainittiin, niin voimme nyt käyttää Lauseen 2.7 tulos-
ta merkitsemällä käyttämäämme yleistettyä ominaisavaruutta W = W1 =
ker(A−λ1I)m1 . Tämän jälkeen matriisin A muihin ominaisarvoihinλ2, . . . , λk
liittyvissä yleistetyissä ominaisavaruuksissa W2 = ker(A − λ1I)m1 , . . . ,Wk =
ker(A−λkI)mk voidaan vastaavalla tavalla soveltaa edellä tehtyä todistusta.
Tällöin Lauseen 2.7 tuloksen mukaan

V = ker(A − λ1I)m1 ⊕ · · · ⊕ ker(A − λkI)mk

=W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wk,

joten yleistetyt ominaisavaruudet W1,W2, . . . ,Wk virittävät avaruuden V.
Siispä näiden yleistettyjen ominaisavaruuksien kannat muodostavat yh-
dessä avaruuden V kannan.

Kannanvaihtomatriisin T sarakkeet muodostuvat avaruuden V Jorda-
nin ketjuista koostuvan uuden kannan kantavektoreista. Tällöin matriisin T
sarakkeiden järjestys vaikuttaa matriisin J lohkojen järjestykseen. Matriisin
A Jordanin normaalimuotoa oleva matriisi J on kuitenkin lohkojen järjes-
tystä lukuunottamatta yksikäsitteinen. Tämä tarkoittaa sitä, että matriisin
J lohkojen J1, J2, . . . , Jn lukumäärä ja koko ovat yksikäsitteisiä. Lisäksi mat-
riisin J lohkojen lukumäärä on sama kuin kannan Jordanin ketjujen luku-
määrä. Tällöin on tärkeää huomata, että samaan ominaisarvoon voi liittyä
useampi erillinen lohko. �

3 Esimerkkilaskuja

Lasketaan seuraavaksi pari esimerkkiä matriisin Jordanin normaalimuodon
määrittämisestä.
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Esimerkki 2. Otetaan ensimmäiseksi esimerkiksi jo aiemmin Esimerkissä

1 ollut matriisi A =
(
3 1
0 3

)
. Tässä tapauksessa Lauseen 1.2 mukaisia mah-

dollisuuksia matriisin A Jordanin normaalimuodolle on kaksi. Joko matriisi(
3 1
0 3

)
eli matriisi A itse tai matriisi

(
3 0
0 3

)
. Huomataan kuitenkin että mikä-

li Jordanin normaalimuoto olisi matriisi
(
3 0
0 3

)
, niin tällöin matriisi A olisi

diagonalisoituva. Tiedämme kuitenkin jo ennestään, että matriisi A ei ole
diagonalisoituva. Tällöin matriisi A on siis jo valmiiksi Jordanin normaali-
muodossa. Matriisiksi T käy identtinen matriisi I.

Esimerkki 3. Määritä matriisin A Jordanin normaalimuoto, kun

A =


4 −1 0 −1 1
1 2 0 −4 4
2 −2 1 −7 8
1 −1 −1 4 −1
1 −1 −1 −2 5

 .
Matriisin A karakteristinen polynomi on

|A − λI| = −λ5 + 16 λ4
− 97 λ3 + 282 λ2

− 396 λ + 216

= (6 − λ)(2 − λ)2(3 − λ)2.

Tällöin matriisin A ominaisarvot ovat λ1 = 6, λ2 = 2 ja λ3 = 3. Omi-
naisarvojen algebralliset monikerrat eli karakteristisen polynomin juurten
monikerrat ovat a1 = 1, a2 = 2 ja a3 = 2.

Tässä vaiheessa on tärkeää huomata, että ominaisarvon λi algebrallinen
monikerta ai kertoo kuinka monta kertaa kyseinen ominaisarvo λi esiintyy
matriisin J diagonaalilla. Toisaalta ominaisarvon λi geometrinen monikerta
gi eli ominaisarvaruuden ker(A−λiI) dimensio kertoo kuinka moneen eril-
liseen lohkoon kukin ominaisarvo λi jakaantuu matriisin J diagonaalilla.
Voimme siis jo algebrallisten monikertojen avulla päätellä, että ominaisar-
vo λ1 = 6 esiintyy vain kerran, ominaisarvo λ2 = 2 kahdesti ja ominaisarvo
λ3 = 3 myös kahdesti. Tämän vuoksi matriisin A Jordanin normaalimuotoa
oleva matriisi J voi Lauseen 1.2 mukaan olla lohkojen J1, J2, . . . , Jm järjestystä
huomioimatta neljää mahdollista eri muotoa, jotka ovat



3 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 6 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2


,



3 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 6 0 0
0 0 0
0 0 0

2 1
0 2


,



0 0 03 1
0 3 0 0 0
0 0 6 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2


tai



0 0 03 1
0 3 0 0 0
0 0 6 0 0
0 0 0
0 0 0

2 1
0 2


.
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Seuraavaksi täytyy selvittää kuinka moneen erilliseen lohkoon ominai-
sarvot λ2 = 2 ja λ3 = 3 jakaantuvat eli täytyy selvittää näiden ominai-
sarvojen geometriset monikerrat. Tässä on hyvä huomata, että ominaisar-
von λ1 = 6 algebrallinen monikerta on a1 = 1, joten se jää diagonaalilla
automaattisesti vain yhteen omaan lohkoonsa. Ominaisarvojen λ2 = 2 ja
λ3 = 3 algebralliset monikerrat voidaan selvittää laskemalla kunkin omi-
naisarvon ominaisavaruuden dimensiot. Tämän laskun esittäminen jäte-
tään tässä työssä kuitenkin välistä ja todetaan vain, että dim ker(A− 2I) = 1
ja vastaavasti dim ker(A − 3I) = 1. Jolloin ominaisarvot λ2 = 2 ja λ3 = 3 ja-
kaantuvat molemmat vain yhteen lohkoon. Näin ollen matriisin A Jordanin
normaalimuotoa oleva matriisi on lohkojen järjestystä huomioimatta

J =



0 0 03 1
0 3 0 0 0
0 0 6 0 0
0 0 0
0 0 0

2 1
0 2


.

Lohkojen J1 =

(
3 1
0 3

)
, J2 = (6) ja J3 =

(
2 1
0 2

)
järjestys vaikuttaa ainoastaan

kannanvaihtomatriisin T sarakkeiden järjestykseen. Matriisin T sarakkeet
ovat uuden kannan kantavektoreita. Nämä voidaan selvittää määrittämällä
kunkin ominaisavaruuden virittäjävektorit. Tämä määritys on melko työ-
lästä, joten se jätetään tässä työssä tekemättä. Tässä tapauksessa matriisiksi
T kelpaa esimerkiksi matriisi

T =


1 2 0 0 0
1 1 1 0 0
0 1 1 1 0
0 0 −1 1 1
1 0 0 1 1

 .
Halutessaan voi laskemalla varmistua, että tällöin todella Lauseen 1.2 mu-
kaisesti T−1AT = J.

Aiheesta löytyy lisää luettavaa ja sovellutuksia teoksen [2] internetissä
löytyvästä lisäkappaleesta 9 nimeltä Canonical Forms. Internetissä on myös
matriisin Jordanin normaalimuodon määrittämiseen tehtyjä apuvälineitä
kuten esimerkiksi internetsivuilta [3] ja [4] löytyvät laskurit.
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