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1 Johdanto

Téssd tydssd sovitaan aluksi, ettd V on n-ulotteinen kompleksinen vekto-
riavaruus. Lisdksi olkoon A on kompleksinen n X n matriisi. Tdmén tyon
pdédtulosta 1.2 voidaan pitdd matriisin diagonalisoituvuuden yleistyksend.
Tamén vuoksi onkin luontevaa tutustua matriisin diagonalisoituvuuteen
ennen timan varsinaisen padtuloksen esittelya.

Mairitelmad 1.1. n X n matriisi A on diagonalisoituva, jos on olemassa kdan-
tyvd n X n matriisi C siten, ettd

C'AC =D,

missd D on muotoa

oleva diagonaalimatriisi. Tdssd Ay, ..., A, ovat matriisin A ominaisarvoja.

Huomioitavaa kuitenkin on, ettd kaikki matriisit eivit suinkaan ole dia-
gonalisoituvia.

g ;’ ei ole diagonalisoituva. Mat-
riisilla A on yksi ominaisarvo A = 3, jonka algebrallinen kertaluku on kaksi.

T&lloin jos matriisi A olisi diagonalisoituva, niin D = (?) g) Lisaksi olisi

olemassa kddntyva matriisi C siten, ettd C1AC = D. Kuitenkin, mikali ope-
roimme ylld olevaa yhtdloda vasemmalta matriisilla C ja oikealta matriisilla
C~! niin saadaan

Esimerkki 1. Esimerkiksi matriisi A =

cc'Aacc™t =cpc!
= A=CDC!
-<fp §e
= C(3nC™
= 3CIC!
=3CC!
= 3]
_ (3 0)
0 3

=D # A.



Siispd sopivaa matriisia C ei ole olemassa eli matriisi A ei ole diagonalisoi-
tuva.

Vaikka kaikkia matriiseja ei voida diagonalisoida, niin jossain mielessa
kuitenkin kaikkien matriisien kohdalla paastaan hyvin lahelle. Taman tyon
paatulos Lause 1.2 selventdd, mitad tama ldhelle padseminen tdssd konteks-
tissa tarkoittaa.

Lause 1.2. Jokaiselle n X n matriisille A on olemassa kiintyvii n X n matriisi T
siten, etti

T'AT =],
missd | on muotoa
J1
(1) J=
Jm

oleva lohkomatriisi. Tiamdn lohkomatriisin jokainen lohko on muotoa

Al 0

Ji=AI+N = o,
S
0 A

missid A on matriisin A ominaisarvo, I on yksikkomatriisi ja N on matriisi, jossa
pdadldvistijin ylipuolella olevalla livistdjillid on ykkosid ja muualla nollia.

Verrattaessa Mdaritelméan 1.1 tulosta Lauseen 1.2 tulokseen huomataan,
ettd yleistettdessd Maaritelman 1.1 tulos kaikille matriiseille, matriisi D ei
olekaan endd tdssa tapauksessa diagonaalimatriisi. Diagonaalimatriisin si-
jaan saadaan muotoa | oleva matriisi, jonka pddldvistdjdlla on kuitenkin
edelleen matriisin A ominaisarvot. Tatd muotoa (1) olevaa matriisia | sa-
notaan Jordanin normaalimuodoksi. Lauseen 1.2 mukaan on olemassa ava-
ruuden C" kanta, jossa matriisia A vastaa matriisi J.

2 Todistus

Ennen varsinaista Lauseen 1.2 todistamista esitelladn muutama tarvittava
madritelma ja lemma.

Maiiritelmi 2.1. Olkoon L: V — V lineaarikuvaus. Jos vektorille v € V' \ {0}
jaluvulle A € C pétee

(2) Lv = Av,

niin luku A on kuvauksen L ominaisarvo ja vektori v siihen liittyva ominais-
vektori. Yhtdlod (2) sanotaan ominaisarvoyhtaloksi.
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Huomautus 2.2. Ominaisarvoyhtilostd Lv = Av saadaan

Lv—Av=0
= (L-Av=0,0v#0
= v € ker(L — Al).

Tall6in avaruuden V aliavaruus ker(L — AI) koostuu ominaisarvoon A liit-
tyvistd ominaisvektoreista ja nollavektorista.

Mairitelma 2.3. Olkoon L: V + V lineaarikuvaus ja A sen ominaisarvo.
Aliavaruutta ker(L — Al) sanotaan ominaisarvoa A vastaavaksi ominaisava-
ruudeksi.

Mairitelmd 2.4. Olkoon L: V + V lineaarikuvaus. Talloin joukkoa
range L = {Lv : v € V} kutsutaan kuvauksen L arvojoukoksi.

Miiritelma 2.5. Olkoon V7, ..., Vi kompleksisen vektoriavaruuden V ali-
avaruuksia. Sanotaan, ettd V on aliavaruuksien V1, ..., V} suora summa,
jos jokainen vektori v € V voidaan kirjoittaa yksikésitteisend summana

V=01 + 04+ T,
missd v; € Vj jaj=1, ...,k Suoralle summalle kidytetdan merkintda
V=VieV,®- - oV

Mairitelma 2.6. Olkoon V kompleksinen vektoriavaruus ja W sen aliava-
ruus. Lisdksi olkoon L: V + V lineaarikuvaus. Aliavaruutta W sanotaan
invariantiksi kuvauksen L suhteen, jos

veW=LveW
Lause 2.7. On olemassa luvut my, . .., my siten, etti
V=ker(A-MD)"&---®ker(A — Apl)"™.

Tissii jokainen ker(A — A;I)™ on invariantti kuvauksen A suhteen ja luovut
A1, ..., Ak ovat matriisin A ominaisarvoja.

Lauseesta 2.7 todistamme vain joukkojen ker(A — A;I)"™/ invariantiutta
koskevan kohdan. Lauseen todistuksen voi kokonaisuudessaan lukea Erik
Wahlénin artikkelista The Jordan Normal Form [1].

Lemma 2.8. Olkoon A € C ja m € N. Talloin ker(A — AI)™ on invariantti
kuvauksen A suhteen.



Todistus. Olkoon x € ker(A — AI)™. Talloin (A — AI)"x = 0. Tulisi ndyttaa,
ettd Ax € ker(A — AD)" eli (A — AI)"Ax = 0. Lasketaan

(A—AD)"Ax = (A - AD"™(Ax — Alx + Alx)
= (A — AD)(A = A" Y(Ax — AIx + Alx)
= (A - AD[(A = AD)™ Y (Ax — AIx) + (A — A" Y(ALx)]
= (A - AD[(A - AD)" YA — ADx + (A — A" 1(AIx)]

= (A - AD[(A — AD)"x +(A — A)"(AIx)]
N———
=0

= (A — AI)(A — A" (ALy)
= (A — AI)"™(ALx)
= A (A - AD)"x

N’

=0

= 0.

Siispd ker(A — AI)™ on invariantti kuvauksen A suhteen. O

Mairitelmd 2.9. Aliavaruutta ker(A — A;I)"/ sanotaan ominaisarvoa A; vas-
taavaksi yleistetyksi omainaisavaruudeksi ja nollasta poikkeavaa vektoria v €
ker(A — A;I)™ yleistetyksi ominaisvektoriksi.

Todistetaan seuraavaksi Lause 1.2 siten, ettd rajoitutaan yleistettyyn
ominaisavaruuteen W = ker(A — A;1)"/. Téll6in voidaan olettaa, ettd matrii-
silla A on vain yksi ominaisarvo A. Ideana on, ettd voimme tamaén jdlkeen
kayttda Lauseen 2.7 tulosta ja laajentaa yksittédisten yleistettyjen ominaisa-
varuuksien avulla todistuksen koko avaruuteen V.

Lauseen 1.2 todistus. Jaetaan todistus kahteen osaan, joista ensimmadisessa
oletetaan, ettd m on sama kuin avaruuden W dimensio eli m = n.

Olkoon N = A — Al ja m pienin kokonaisluku, jolle N = 0. Matriisia
N, jolla on ominaisuus N = 0, jollekkin kokonaisluvulle m, kutsutaan
nilpotentiksi.

Oletetaan, ettd m on sama kuin avaruuden W dimensio eli m = n. Tal-
16in on olemassa vektori u, jolle N1y # 0. Tastd seuraa, ettd vektorit
u,Nu, ..., N1y ovat lineaarisesti riippumattomia. Tamd ndhddan laske-
malla. Oletetaan, ettd joillakin a; € C, j € {1,2,...,n}

(3) i+ apNu + -+ a,N" 1y = 0.



Operoimalla tdhidn yhtdloon puolittain matriisilla N*~! saadaan

N"Yaqu + aoNu + - - + a,N"1u) = N7 10
= N" Y aqu) + N HaoNu) + -+ N Ha,N"u) =0
= a;N" '+ apN"Y(Nu) + -+ + a, NI (N 1u) = 0

= N u+a, N'u +-- +a,N"2(N"u) =0

S~ S~
=0 =0
= a; N"u =0.
———
#0

Nyt N""u # 0, joten taytyy olla a; = 0.
Toisaalta operoimalla yhtdloon (3) puolittain matriisilla N"~2 saadaan
N"2(aqu + aoNu + - -+ + a,N" 1) = N 20
= N"2(aqu) + N 2(apNu) + - - + N 2(a,N"'u) = 0
= aiN"2u + aoN"2(Nu) + - - - + a,N"2(N" 1) = 0

= N 2u+aoN"Yu+as N'u +---+a,N'"3(N'u)=0

S~ S~
=0 =0
= a; N 2u+aN"u=0
——

=0
= N lu=0

\\/_/

£0

— p = 0.

Samaa péattelyd jatkamalla huomataan, ettd a; = 0 kaikilla j. Siten vektorit
u,Nu, ..., N1y ovat lineaarisesti riippumattomia. Tall6in ne muodostavat
avaruuden W kannan {N"lu,...,Nu,u}. Lisiksi matriisi N on tdssi kan-
nassa muotoa

0 1 0

N = .
1
0 0

Tama ndhdddn, jos samaistetaan kantavektorit N n=ly ...,Nu,u avaruuden



C" kantavektoreiden kanssa seuraavasti:

Nl =e; =(1,0,...,0)
N2y =, = (0,1,0,...,0)

Nu =e,—1 =(0,...,0,1,0)
u=e,=1(0,...,0,1).

Talloin ndhdaan, etta

0 1 0\ /0
Ney=Nw=| " | [=0...,0,1,0 = ey,
.
0 o)1
0 1 0)(°
Ne,1)=N®Nw = ~  |lo|=0,...0,1,0,0) = ey,
Ik
0 /|0
0 1 0)(0
1
N(e2) = N(N"2u) = 01=(1,0,...,0) = e1.
1
0 /|0

Joten ndhd&in, ettd matriisi N kuvaa kantavektorit oikein.

Yleisesti joukkoa nollasta poikkeavia vektoreita u, Nu, ... N1y, joille
N'u = 0, kutsutaan Jordanin ketjuksi.

Seuraavaksi todistetaan Lause 1.2 tapauksessa, jossa m < n. Tarkoitukse-
na on ndyttdd, ettd on olemassa avaruuden W kanta, joka koostuu Jordanin
ketjuista. Taméan todistamiseen kdytetddn apuna induktiota.

Jos avaruuden W dimensio n = 1, niin lauseen vdite pétee. Talldin
nimittdin matriisii A on valmiiksi Jordanin normaalimuodossa eli A = J.
Lisédksi kannanvaihtomatriisiksi T kdy identtinen matriisi I.

Oletetaan induktio-oletuksena, ettd viite patee kaikille dimensiota n
pienemmille avaruuksille, kun n > 2. Oletetaan myos, ettd dimW = n.
Nyt kuvaus N on nilpotentti eli se ei ole injektio, jolloin dimensiolauseen
nojalla dim(range N) < n. Induktio-oletuksen nojalla on olemassa Jordanin



ketjuista muodostuva avaruuden range N kanta
3 . li—l . ;i —
u;,Nu;,..., N u;, i=1,...,k

Jokaiselle u; voidaan 1oytdd v; € W siten ettd Nv; = u;, silld u; € rangeN.
Télloin jokainen avaruuden range N kannan Jordanin ketjua voidaan laa-
jetaan yhdelld vektorilla. Namd uudet laajennetut Jordanin ketjut ovat siis
muotoa

v;,Nv;, N%v;, ..., Nliv;, i=1,...,k

Ideana on, ettd laajentamalla Jordanin ketjuja voimme lopulta samalla laa-
jentaa olemassa olevan avaruuden range N kannan koko avaruuden W kan-
naksi. Tama kuitenkin edellyttéa sitd, ettd ndin syntyneiden laajennettujen
Jordanin ketjujen vektorit ovat edelleen lineaarisesti riippumattomia. Ol-

koon siis
koL

OLZ',]' N/ 0; = 0.
i=1 j=0

Operoimalla puolittain matriisilla N saadaan

k
(4) Z [Xi,]'Nj+1 Ui = 0.

kL k Li-1
Z a,]N]10i=ZZa”N u; =0
i=1 j=0 i=1 j=0

Induktio-oletuksen nojalla vektorit Niy;, joissai=1,...,kjaj=0,...,l; -1
muodostavat alkuperdisen kannan, joten ne ovat lineaarisesti riippumatto-
mia. Talloin taytyy olla

(5) a;j =0, kun1<i<kja0<j<I[;-1.

Yhtilosta (4) jaa siis jaljelle vield termit, joissa j = [; eli

Vastaavasti tdssa



Edelleen induktio-oletuksen nojalla vektorit N i1y, = 0, joissai=1,...,k
ovat lineaarisesti riippumattomia. Siispa kertoimille

(6) ai;, =0, kuni<i<k.

Yhdistamallda kohdat (5) ja (6) saadaan, ettd kaikille kertoimille
a;j =0, kunl1<i<kja0<j<lI.

Siispd vektorit

(7) vi,Nvi,szi,...,Nl"vi, i=1,...,k

ovat lineaarisesti riippumattomia.

Nama kohdan (7) lineaarisesti riippumattomat vektorit voidaan laajen-
taa avaruuden W kannaksi mahdollisesti lisdamalla vektorit {@4, ..., Wk}.
Nyt kaikille i patee N@; € ker N, joten on olemassa kohdan (7) kantavek-
toreiden muodostamat vektorit @;, joille N@; = Nw;. Talloin on olemassa
vektorit w; = W; — W; € ker N, koska Nw; = N(@; — ;) = NW; — Nw; = 0. Nyt
siis muodostuneet vektorit w; ovat myos Jordanin ketjuja. Ne ovat nimit-
tdin yhden vektorin muodostamia Jordanin ketjuja, silld Nw; = 0 kaikille i.
Siispd vektorit

2 I; .
(8) v;,Nv; ,N“v;,...,Niv;,wy,..., Wk, i=1,...,k

muodostavat Jordanin ketjuista koostuvan avaruuden W kannan. Néyte-
tdan vield, ettd ndin todella on eli kohdan (8) vektorit ovat lineaarisesti
riippumattomia. Olkoon siis

li

a; N101+Zﬁqwq—

j=0 g=1

ol

a; i Niv; + Zﬁq (@, — W) = 0
]':0 q:l

aij ]Uz+Zﬁqwq Zﬁq Wy = 0.

Nyt voimme kirjoittaa vektorit @, kohdan (7) vektoreiden avulla seuraavasti

—

©)

Zkl
i=1
Zk:
i=1
i
i=1

j=0



Télloin siis kohdan (9) lauseke voidaan kirjoittaa muotoon

kI K kol
2.2, fwzﬁqwq 2| L LN e =
i=1 j=0 q=1 q=1 i=1 j=0
k I; K
q j -
)N CTR WA NERS WAL
i=1 j=0 g=1 q=1

Vektorit @, valittiin aiemmin tdydentdméén kohdan (7) vektorit kannaksi,
joten vektorit @, ovat lineaarisesti riippumattomia. Tall6in kertoimille 8; =
0 kaikilla g. Nyt siis tarkasteltaessa uudelleen lauseketta

li

Zk: ;)] ]vl+Zﬁqwq—0

i=1 j=0

tieddimme, ettd kertoimet f;, = 0 kaikilla g. Liséksi olemme jo aiemmin
nédyttdneet, ettd kertoimet a;; = 0 kaikilla 7 ja j. Siispd kohdan (8) vektorit
todella ovat lineaarisesti riippumattomia.

Kuten jo edelld mainittiin, niin voimme nyt kdyttad Lauseen 2.7 tulos-
ta merkitsemalld kdyttimaamme yleistettyd ominaisavaruutta W = W; =
ker(A—A4I)™. Tamaén jalkeen matriisin A muihin ominaisarvoihin A, ..., Ax
liittyvissd yleistetyissda ominaisavaruuksissa W, = ker(A — A )™, ..., Wi =
ker(A — AI)™ voidaan vastaavalla tavalla soveltaa edelld tehtyéa todistusta.
Télloin Lauseen 2.7 tuloksen mukaan

V =ker(A— )" @ - @ ker(A — A"
=W @Wo@---@W,,

joten yleistetyt ominaisavaruudet Wy, Wy, ..., Wy virittdvat avaruuden V.
Siispd ndiden yleistettyjen ominaisavaruuksien kannat muodostavat yh-
dessd avaruuden V kannan.

Kannanvaihtomatriisin T sarakkeet muodostuvat avaruuden V Jorda-
nin ketjuista koostuvan uuden kannan kantavektoreista. Talloin matriisin T
sarakkeiden jarjestys vaikuttaa matriisin | lohkojen jarjestykseen. Matriisin
A Jordanin normaalimuotoa oleva matriisi | on kuitenkin lohkojen jarjes-
tystd lukuunottamatta yksikéasitteinen. Tama tarkoittaa sitd, ettd matriisin
J lohkojen [i, J, ..., ], lukumaééra ja koko ovat yksikésitteisid. Lisdksi mat-
riisin | lohkojen lukumééra on sama kuin kannan Jordanin ketjujen luku-
madrd. Talloin on tarkedd huomata, ettd samaan ominaisarvoon voi liittya
useampi erillinen lohko. |

3 Esimerkkilaskuja

Lasketaan seuraavaksi pari esimerkkid matriisin Jordanin normaalimuodon
madrittamisesta.



Esimerkki 2. Otetaan ensimmadiseksi esimerkiksi jo aiemmin Esimerkissa

1 ollut matriisi A = . Tassé tapauksessa Lauseen 1.2 mukaisia mah-

1
0 3
dollisuuksia matriisin A Jordanin normaalimuodolle on kaksi. Joko matriisi

1

(g 3) eli matriisi A itse tai matriisi (g g) Huomataan kuitenkin ettd mika-
0 3/

diagonalisoituva. Tieddmme kuitenkin jo ennestddn, ettd matriisi A ei ole

diagonalisoituva. Tédlloin matriisi A on siis jo valmiiksi Jordanin normaali-

muodossa. Matriisiksi T kdy identtinen matriisi I.

li Jordanin normaalimuoto olisi matriisi ( ) niin talloin matriisi A olisi

Esimerkki 3. Mé&aritd matriisin A Jordanin normaalimuoto, kun

4 -1 0 -1 1
1 2 0 -4 4
A=12 -2 1 -7 8
1 -1 -1 4 -1
1 -1 -1 -2 5

Matriisin A karakteristinen polynomi on

A=Al = =A% +16 A* =97 A3 + 282 A2 =396 A + 216
=(6-1)2-1)>B-1)>2

T&lloin matriisin A ominaisarvot ovat A; = 6, A, = 2 ja A3 = 3. Omi-
naisarvojen algebralliset monikerrat eli karakteristisen polynomin juurten
monikerrat ovata; =1,a; = 2jaaz = 2.

Téssd vaiheessa on tarkedd huomata, ettd ominaisarvon A; algebrallinen
monikerta a; kertoo kuinka monta kertaa kyseinen ominaisarvo A; esiintyy
matriisin | diagonaalilla. Toisaalta ominaisarvon A; geometrinen monikerta
gi eli ominaisarvaruuden ker(A — A;I) dimensio kertoo kuinka moneen eril-
liseen lohkoon kukin ominaisarvo A; jakaantuu matriisin | diagonaalilla.
Voimme siis jo algebrallisten monikertojen avulla pééatelld, ettd ominaisar-
vo A1 = 6 esiintyy vain kerran, ominaisarvo A, = 2 kahdesti ja ominaisarvo
Az = 3 my0s kahdesti. Tamé&n vuoksi matriisin A Jordanin normaalimuotoa
oleva matriisi ] voi Lauseen 1.2 mukaan olla lohkojen |1, J2, . . ., [ jarjestysta
huomioimatta neljad mahdollista eri muotoa, jotka ovat

(3o oo0o0)(3]ooo0o 3 1/0 0 0 3 1/0 0 0
0/3]0 0 0 0o[3]o 0 0 0 3/00 0 0 3/00 0
0o0l/6lo 0], |0ool6loolf, |0 o][6loolw|ool6lo o
00o0/[2]0 00021 00o0/[2]0 000[21
000 o0[2))looofo2 000 0[2] 000[02
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Seuraavaksi taytyy selvittdd kuinka moneen erilliseen lohkoon ominai-
sarvot A = 2 ja A3 = 3 jakaantuvat eli taytyy selvittdd ndiden ominai-
sarvojen geometriset monikerrat. Tassd on hyvd huomata, ettd ominaisar-
von Ay = 6 algebrallinen monikerta on a4; = 1, joten se jda diagonaalilla
automaattisesti vain yhteen omaan lohkoonsa. Ominaisarvojen A; = 2 ja
Az = 3 algebralliset monikerrat voidaan selvittdd laskemalla kunkin omi-
naisarvon ominaisavaruuden dimensiot. Tdmén laskun esittiminen jdte-
tdan tassa tyossa kuitenkin vélistd ja todetaan vain, ettd dim ker(A —2I) =1
ja vastaavasti dim ker(A — 3I) = 1. Jolloin ominaisarvot A, = 2ja A3 = 3 ja-
kaantuvat molemmat vain yhteen lohkoon. Ndin ollen matriisin A Jordanin
normaalimuotoa oleva matriisi on lohkojen jérjestystd huomioimatta

310 00
0 3]0 00
J={0 0|6[({0 O
0 0021
0 0 0|0 2

Lohkojen J; = (g ;), Jo=(6)jaJz = (g ;) jarjestys vaikuttaa ainoastaan

kannanvaihtomatriisin T sarakkeiden jarjestykseen. Matriisin T sarakkeet
ovat uuden kannan kantavektoreita. Nama voidaan selvittdd maarittamalla
kunkin ominaisavaruuden virittdjavektorit. Tdamad maaritys on melko tyo-
lastd, joten se jatetddn tdssd tyossd tekemattd. Tassd tapauksessa matriisiksi
T kelpaa esimerkiksi matriisi

12 0 00
11 1 00
T=101 1 1 0}.
00 -1 11
10 0 11

Halutessaan voi laskemalla varmistua, etti tdlloin todella Lauseen 1.2 mu-
kaisesti T~'AT = J.

Aiheesta 10ytyy lisdd luettavaa ja sovellutuksia teoksen [2] internetissa
loytyvastd lisdkappaleesta 9 nimelta Canonical Forms. Internetissd on myos
matriisin Jordanin normaalimuodon maéérittdmiseen tehtyjd apuviélineita
kuten esimerkiksi internetsivuilta [3] ja [4] l0ytyvit laskurit.
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