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Isodiametrinen ja isoperimetrinen epäyhtälö

Tuomas Särkijärvi

Tiivistelmä. Tämä tutkielma käsittelee isodiametristä epäyhtälöä, sekä isoperi-
metristä epäyhtälöä. Tutkielmassa käydään läpi hieman epäyhtälöiden alkuperää,
muotoilaan epäyhtälöt, sekä esitetään niille todistukset. Todistuksista nähdään, et-
tä ympyrällä on suurin pinta-ala niistä tason kappleista, joille on ennalta määritelty
halkaisija tai piiri.

1. Johdanto

Tässä tutkielmassa esitellään isodiametrinen ja isoperimetrinen epäyhtälö, sekä
esitetään näille epäyhtälöille perustellut todistukset. Isodiametrisen epäyhtälön ta-
pauksessa, niistä tason joukoista, joille on ennalta määrätty halkaisija, on ympyräl-
lä suurin pinta-ala. Vastaavasti isoperimetrisen epäyhtälön tapauksessa, niistä tason
joukoista, jotka ennalta määrätyn pituinen piiri sulkee sisäänsä, on ympyrällä suurin
pinta-ala. Näistä epäyhtälöistä isodiametrinen epäyhtälö on hieman yksinkertaisem-
pi ja kenties selvempi, kun taas isoperimetrinen epäyhtälö hieman monimutkaisempi
ja siten enemmän tutkittu. Vaikka kyseessä ovat jo melko tunnetut matemaattiset
ongelmat, tutkitaan näitä epäyhtälöitä ja niiden sovelluksia edelleen aktiivisesti [6].

Epäyhtälöiden yhteys on nähtävissä ympyrän tapauksessa helposti. Ympyrän tie-
detty piiri L voidaan ilmaista säteen r avulla L = 2πr. Kun sijoitetaan tämä isope-
rimetriseen epäyhtälöön 4πA ≤ L2, missä A on kappaleen pinta-ala tasossa, saadaan
yksinkertaisella epäyhtälön manipuloinnilla A ≤ πr2, joka on puolestaan isodiametri-
nen epäyhtälö.

Kiinnostus tutkielman epäyhtälöitä kohtaan heräsi aiheen ja erityisesti isoperi-
metrisen epäyhtälön historiaa tarkastelemalla. Isoperimetrinen ongelma esiintyy kir-
jallisuudessa esimerkiksi antiikin Roomassa vaikuttaneen runoilija Vergiliuksen runo-
kokoelmassa Aeneis. Pohjoisessa Afrikassa sijaitsevan Karthagon kaupungin perus-
tamiseen liittyvän legendan mukaan, kuningatar Dido sai rantauduttuaan Afrikan
rannikolle itselleen maata yhtä paljon kuin hän saisi yhdellä härän nahalla rajattua.
Dido viipaloi nahan erittäin ohuiksi soiroiksi ja sitoi soirot yhdeksi pitkäksi nauhak-
si. Tällä nauhalla hän rajasi puoliympyrän muotoisen alueen, joka rajoittui mereen,
rajaten siis mahdollisimman suuren alueen maata itselleen ja siten ratkaisten isoperi-
metrisen epäyhtälön ongelman. Tälle paikalle on myöhemmin perustettu Karthagon
kaupunki, jonka ensimmäinen kuningatar Dido oli. Tästä seurauksena isoperimetristä
epäyhtälöä on kutsuttu matemaatikkojen keskuudessa nimellä ”Dido’s Problem” [7].
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Erityisesti isoperimetrisestä epäyhtälöstä ja sen historiasta löytyy hyvin tietoa.
Antiikin kreikkalaiset hyvin pitkälti ratkaisivat isoperimetrisen ongelman, kun kerto-
man mukaan kreikkalainen matemaatikko Zenodorus osoitti, että saman piirin omaa-
vista kappaleista ympyrällä on suurempi pinta-ala, kuin milllään säännöllisellä mo-
nikulmiolla.Tämän todistuksen kulku on nähtävissä lähteessä [8, 528-530]. Valitetta-
vasti hänen alkuperäiset työnsä aiheeseen liittyen ovat kadonneet aikojen saatossa,
mutta tietoa on saatu tuotua nykypäiviin saakka kirjallisuudessa.

Varsinaiselle isoperimetriselle epäyhtälölle on esitetty lukuisia todistuksia vuosien
saatossa, mutta varsinaisille todistuksille loi pohjaa sveitsiläinen matemaatikko Jakob
Steiner. Hän esitti vuosina 1838-1942 jopa viisi erilaista todistusta epäyhtälölle, joskin
näistä mikään ei ollut täydellinen todistus [8, 532-536][9, 4-5]. Ensimmäisen varsinai-
sen todistuksen kehitti Karl Weierstrass vuonna 1879 käyttäen variaatiolaskentaa hy-
väkseen. Samaa menetelmää käyttäen todistettiin myös isoperimetrisen epäyhtälön
laajennus tasoa korkeampiin ulottuvuuksiin.[9, 5-6] Tämän jälkeen epäyhtälölle on
siis esitetty lukuisia erilaisia todistuksia käyttäen eri menetelmiä, tässä tutkielmassa
esitellään yksi näistä todistuksista.
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2. Isodiametrinen epäyhtälö

2.1. Isodiametrinen epäyhtälö kaksiulotteisessa tasossa. Isodiametrisen
epäyhtälön mukaan niistä joukoista, joille on ennalta määrätty jokin halkaisija, ym-
pyrällä on suurin pinta-ala. Joukon halkaisija on määritelty kahden kyseisen joukon
reunalla sijaitsevan pisteen etäisyyden supremumina eli pienimpänä ylärajana. Iso-
diametrinen epäyhtälö kaikessa yksinkertaisuudessaan:

A ≤ 1

4
πd2.

Usein yhtälö nähdään myös muodossa

A ≤ πr2,

missä A on alueen pinta-ala ja joukon säde r = d
2
, kun d on joukon halkaisija.

Lause 1. Jokaiselle konveksille rajoitetulle tasojoukolle pätee, kun joukon rajoit-
tama pinta-ala on A ja kun joukolle on määritelty halkaisija d,

A ≤ 1

4
πd2. (1)

Määritelmä 1. Joukko on konveksi, kun jokainen sen kahden alkion välinen
jana sisältyy joukkoon.

Kuva 1. Joukko asetettuna koordinaatistoon.

Lauseen 1 todistusta varten, tarvitsemme seuraavan aputuloksen.

Lemma 2. Laskiessamme joukon pinta-alaa, saamme pinta-alan kaavan muotoon

A =
1

2

∫ π

0

f(θ)2dθ.

Todistetaan tämä aputulos seuraavaksi.
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Lemman 2 todistus. Olkoon joukotA jaB siten, ettäA = {(r cos θ, r sin θ); 0 ≤
r ≤ f(θ), 0 ≤ θ ≤ π} ja B = {(r, θ); 0 ≤ r ≤ f(θ), 0 ≤ θ ≤ π}. Tällöin joukon A
pinta-ala saadaan ∫

A

1dxdy,

josta edelleen muuttujanvaihtolauseella∫
A

1dxdy =

∫
B

1 · |J |drdθ =

∫
B

rdrdθ.

Tästä saadaan integroimalla∫
B

rdrdθ =

∫ π

0

∫ f(θ)

0

rdrdθ =

∫ π

0

1

2
f(θ)2 =

1

2

∫ π

0

f(θ)2.

Näin saatiin todistettua Lemma 2. �

Lauseen 1 todistus. Kuva 1 on yhdessä todistuksen idean kanssa peräisin läh-
teestä [2]. Isodiametrisen epäyhtälön todistuksessa riittää tarkastella konvekseja jouk-
koja, sillä jos joukko ei ole konveksi, sen pinta-ala ei pienene tai halkaisija kasva. Kun
kappale on konveksi, voimme käyttää polaarikoordinaatteja. Kuten kuvasta 1 näh-
dään, siirretään konveksi joukko kaksiulotteisen tason koordinaatistossa siten, että
origo on sen reunalla ja joukko sisältyy ylempään puolitasoon. Nyt käyttämällä po-
laarikoordinaatteja saamme

r ≤ f(θ), 0 ≤ θ ≤ π.

Jolloin kappaleen pinta-alalle pätee

A =
1

2

∫ π

0

f(θ)2dθ.

Edelleen jakamalla integraali osiin ja suorittamalla muuttujanvaihto, saadaan näin
integraali

A =
1

2

∫ π
2

0

(f(θ)2 + f(θ +
1

2
π)2)dθ.

Nyt huomataan, että saamamme integrandi on kuvassa 1 esiintyvä kappaleen hal-
kaisja otettuna neliöjuuren sisälle. Määritelmän mukaan kolmion hypotenuusa ei voi
kuitenkaan olla suurempi kuin halkaisija d, joten

(f(θ)2 + f(θ +
1

2
π)2) ≤ d2.

Tästä seuraa

A ≤ π(
d

2
)2.

Näin saimme halutun lopputuloksen ja lauseen 1 todistus on valmis. �
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2.2. Esimerkkejä. Tarkastellaan seuraavaksi isodiametrisen epäyhtälön toimi-
vuus säännöllisille monikulmiolle. Yksinkertaisimpien tapausten kuten tasasivuisen
kolmion ja neliön pinta-alan lisäksi tarkastellaan myös epäyhtälön pätevyys säännöl-
lisen n-kulmion tapauksessa. Kun n kasvaa riittävän suureksi, päästään hyvin lähelle
ympyrän pinta-alaa.

• Isodiametrinen epäyhtälö kolmiolle, kun tasasivuisen kolmion sivun pituus on
a ja kolmion korkeusjanan pituus on h. Tasasivuisen kolmion tilanteessa, iso-
diametrisessä epäyhtälössä oleva halkaisija d vastaa kolmion sivun pituutta,
eli d = a. Tällöin kolmion pinta-alalle Akolmio pätee

Akolmio =
a
√
3a
2

2
=

√
3a2

4
.

Nyt voidaan kirjoittaa isodiametrinen epäyhtälö muotoon

Akolmio =

√
3a2

4
≤ π(

a

2
)2

ja tästä edelleen supistamalla
√

3 ≤ π.

Aikaisemmin opitun perusteella tiedetään, että likiarvo π ≈ 3.141, joten
saatu epäyhtälö on tosi.
• Isodiametrinen epäyhtälö säännölliselle nelikulmiolle, eli neliölle, kun sivun

pituus on a ja nelikulmion halkaisija d. Nelikulmion pinta-ala saadaan

Anelikulmio = a · a = a2.

Nyt kun nelikulmion halkaisijalle

d =
√

2a,

voidaan muodostaa isodiametrinen epäyhtälö seuraavasti

Anelikulmio = a2 ≤ π(

√
2a

2
)2.

Tästä edelleen supistamalla saadaan

2 ≤ π.

Myös tämä epäyhtälö on aikaisemman tiedon perusteella tosi.
• Tarkastellaan vielä n-kulmion tapaus, joka on näistä esimerkeistä mielenkiin-

toisin, sillä n-kulmion muoto on hyvin lähellä ympyrää, kun n kasvaa koh-
ti ääretöntä. Jaetaan n-kulmio n:ään yhtä suureen tasakylkiseen kolmioon,
siten, että kolmon kannan leveys on a, sivun pituus d/2 ja keskuskulman
suuruus α = 2π/n. Tässä kohtaa oletetaan, että n on parillinen. Jos n oli-
si pariton, voisi d olla suurempi, kuin joukon halkaisija. Nyt voidaan laskea
yksittäisen pienen kolmion pinta-ala

Akolmio = (
d

2
)2 sin

α

2
cos

α

2
.

Nyt koska tiedetään, että trigonometrisille funktioille pätee

sin 2α = 2 sinα cosα,
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voidaan kirjoittaa

Akolmio =
(d
2
)2

2
sinα.

Koko n-kulmiolle saadaan näin ollen lauseke

An = n · AKolmio =
n · (d

2
)2

2
sinα =

π(d
2
)2 · sin 2π

n
2π
n

.

Olkoon nyt t = 2π/n. Tällöin

π(d
2
)2 · sin t
t

.

Huomataan, että
sin t

t
< 1,

jolloin isodiametrinen epäyhtälö kirjoitetaan muotoon

π(d
2
)2 · sin t
t

< π(
d

2
)2.

Kun n-kulmion kulmien määrää kasvatetaan kohti ääretöntä eli n → ∞,
tällöin t → 0. Koska t → 0, niin sin t

t
→ 1. Tällöin myös epäyhtälö on hyvin

lähellä yhtäsuuruutta ja voidaan kirjoittaa

An =
π(d

2
)2 · sin t
t

≤ π(
d

2
)2.

Saatu lopputulos vastaa yhtälöä (1), joten n-kulmioille lopulta pätee paril-
lisilla n isodiametrinen epäyhtälö, kun n kasvaa rajatta kohti ääretöntä.

3. Isoperimetrinen epäyhtälö

3.1. Isoperimetrinen epäyhtälö kaksiulotteisessa tasossa. Isoperimetrisen
epäyhtälön mukaan niistä kaikista tason joukoista, jotka ennalta määrätyn pituinen
käyrä sulkee sisäänsä, ympyrällä on suurin pinta-ala. Kuten johdannossa mainittiin,
tämä lause on tunnettu jo antiikin Kreikassa, mutta varsinainen todistus tälle lauseel-
le saatiin vasta 1800-luvulla. Lukuisten olemassaolevien todistusten joukosta, tässä
tutkielmassa keskitytään tarkastelemaan epäyhtälöä Adolf Hurwitzin esittämän to-
distuksen [3] kautta. Tässä tapauksessa riittää tarkastella sellaisia joukkoja, joiden
käyrät ovat paloittain C1 eli suljetut käyrät ovat jatkuvasti differentoituvia.

Lause 3 (Isoperimetrinen epäyhtälö). Olkoon nyt γ jokin kaksiulotteisen tason
suljettu käyrä. Tällöin käyrän γ sisäänsä rajaaman alueen pinta-ala on A = A(int(γ))
ja alueen piiri L = L(γ). Tästä saadaan isoperimetrinen epäyhtälö

4πA ≤ L2. (2)

Epäyhtälössä yhtäsuuruus on voimasssa jos ja vain jos suljetun käyrän γ sisäänsä
rajaama alue on ympyrä.

Todistaaksemme isoperimetrisen epäyhtälön, tarvitsemme muutamia hyödyllisiä
aputuloksia liittyen käyrien analyysiin. Aputulokset esitetään sellaisinaan ja ne ole-
tetaan tunnetuiksi.
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Lemma 4. Olkoon γ(t) = (x(t), y(t)) käyrä siten, että [a, b]→ R2. Tällöin käyrän
pituus saadaan laskettua käyttäen yhtälöä [5, Määritelmä 2.2].

L(γ) =

∫ b

a

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt. (3)

Jos γ(t) on käyrä siten, että [0, π] → R2 ja kun ilmoitetaan γ(t) polaarikoordi-
naattien r(t) ja θ(t) avulla, saadaan käyrän γ pituus laskettua yhtälöstä

L(γ) =

∫ π

0

√(
dr

dt

)2

+ r2
(
dθ

dt

)2

dt. (4)

Tämä saadaan siis yhtälöstä (3) muuttujanvaihdolla, kun x = r cos(θ) ja y = r sin(θ).

Lemma 5. Käyrän γ rajaaman alueen pinta-ala saadaan yhtälöstä

A(Int(γ)) =
1

2

∫ π

0

r(t)2
dθ

dt
dt. (5)

Kuten voidaan huomata, on tämä hyvin samankaltainen kuin aikaisemmin tutkiel-
massa todistettu Lemma 2.

Lemma 6. Cauchy-Schwarzin epäyhtälöstä integraaleille huomataan, että integroi-
tuvien funktioiden f, g : [0, π]→ R integraalien neliöille pätee(∫ π

0

f(t)g(t)dt

)2

≤
∫ π

0

f(t)2dt

∫ π

0

g(t)2dt. (6)

Tässä epäyhtälön yhtäsuuruus on voimassa jos ja vain jos g on f :n moninkerta. Yh-
tälö on erikoistapaus Hölderin epäyhtälöstä, mikä on esitetty Tero Kilpeläisen kurssi-
monisteessa Mitta- ja integraaliteoria [4, Lause 10.3] mitallisille funktioille.

Määritelmä 7. Olkoon γ : [a, b] → R2 tason käyrä. Tällöin käyrän energia
voidaan määritellä seuraavasti

E(γ) :=
1

2

∫ b

a

(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt =
1

2

∫ b

a

(
dr

dt

)2

+ r2
(
dθ

dt

)2

dt (7)

Tästä voidaan huomata, kuinka samankaltaiset käyrän pituuden määritelmä (4) ja
käyrän energian määritelmä (7) ovat verrattuna toisiinsa. Toisin kuin käyrän pituuden
tapauksessa, käyrän energia riippuu siitä, kuinka käyrä parametrisoidaan. Tätä varten
meidän täytyy sopia yleisesti, kuinka käyriä parametrisoidaan.

Määritelmä 8. Käyrän γ normaali eli standardi parametrisointi on sellainen,
missä muuttujan vaihteluväli on [0, π].

Tästä saadaan muotoiltua epäyhtälö käyrän pituuden ja käyrän energian määri-
telmien välille.

Lemma 9. Olkoon nyt γ jokin standardisti parametrisoitu käyrä. Tällöin

L(γ)2 ≤ 2πE(γ),

epäyhtälön yhtäsuuruuden ollessa voimassa jos ja vain jos muuttuja on käyrän kaa-
renpituuden moninkerta.
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Lisäksi huomataan, että yhteys isoperimetriseen epäyhtälöön löytyy käyrän ener-
gian yhteydestä käyrän sulkeman alueen pinta-alaan.

Todistetaan vielä tämä aputulos.

Lemman 9 todistus. Käyttämällä Lemmaa 6 eli havaintoa Cauchy-Schwarzin
epäyhtälöstä tiedetään, että(∫ π

0

f(t)g(t)dt

)2

≤
∫ π

0

f(t)2dt

∫ π

0

g(t)2dt.

Nyt voidaan asettaa funktiot siten, että f(t) = 1 ja g(t) =

√(
dx
dt

)2
+
(
dy
dt

)2
dt. Tar-

kastellaan Cauchy-Schwarzin epäyhtälön puolia erikseen, sekä käytetään tietoa Lem-
masta 4 ja Määritelmästä 7, saadaan(∫ π

0

f(t)g(t)dt

)2

=

∫ π

0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt

2

= L(γ)2

ja ∫ π

0

f(t)2dt

∫ π

0

g(t)2dt = π

∫ π

0

(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt = 2πE(γ).

Edelleen Lemmaa 4 ja Määritelmää 7 käyttäen yhdessä Lemman 6 kanssa, saadaan
lopulta epäyhtälön haluttu muoto

L(γ)2 ≤ 2πE(γ).

�

Lemma 10. Olkoon nyt γ suljettu käyrä, joka on normaalisti parametrisoitu. Täl-
löin

2A(Int(γ)) ≤ E(γ),

missä epäyhtälön yhtäsuuruus on voimassa jos ja vain jos käyrä γ on ympyrä.

Todistaaksemme Lemman 10, tarvitsemme vielä yhden aputuloksen.

Lemma 11. (Wirtingerin epäyhtälö) Olkoon f : [0, π] → R paloittain C1 funktio
siten, että f(0) = f(π) = 0. Tällöin meillä on∫ π

0

f ′(t)2dt ≥
∫ π

0

f(t)2dt,

missä epäyhtälön yhtäsuuruus on voimassa jos ja vain jos f(t) on sin(t):n moninkerta.
Epäyhtälö on esitetty todistuksineen lähteessä [3, Lemma 7].

Todistetaan tämän avulla Lemma 10.

Lemman 10 todistus. Käyttämällä yhtälöitä (5) ja (7) saadaan

E(γ)− 2A(Int(γ)) =
1

2

∫ π

0

((
dr

dt

)2

+ r2
(
dθ

dt

)2

− 2r2
dθ

dt

)
dt.

Kun tarkastellaan yhtälön oikeaa puolta ja täydennetään se neliöksi, saadaan

1

2

∫ π

0

r2
(
dθ

dt
− 1

)2

dt+
1

2

∫ π

0

((
dr

dt

)2

− r2
)
dt.
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Tässä ensimmäinen termi on neliönä epänegatiivinen. Toinen termi on Wirtingerin
epäyhtälön (Lemma 11) perusteella myöskin epänegatiivinen. Tämä saadaan perus-
teltua sillä, että kyseessä on suljettu käyrä, jolloin voimme valita polaarikoordinaat-
tien nollakohdaksi γ(0) = γ(π). Saadaksemme yhtäsuuruuden, on oltava dθ

dt
= 1 ja

r(t) on tällöin sin(t):n moninkerta. Näistä saadaan yhdessä r = a sin(θ+ φ), mikä on
ympyrän polaarinen esitysmuoto. �

Nyt saadaan todistettua isoperimetrinen epäyhtälö.

Lauseen 3 todistus. Valitaan normaali parametrisointi käyrälle γ siten, että se
on myös käyränpituuden monikerta. Näin saadaan Lemman 9 yhtäsuuruus pitämään
paikkaansa. Nyt siis Lemmojen 9 ja 10 nojalla tiedetään, että

A(Int(γ)) ≤ 1

2
E(γ) =

1

4π
L(γ)2.

Tällöin epäyhtälön yhtäsuuruus on voimassa jos ja vain jos käyrä on ympyrä. �

3.2. Esimerkkejä. Tarkastellaan seuraavaksi isoperimetrisen epäyhtälön toimi-
vuus säännöllisille monikulmiolle. Yksinkertaisimpien tapausten kuten tasasivuisen
kolmion ja neliön pinta-alan lisäksi tarkastellaan myös epäyhtälön pätevyys säännöl-
lisen n-kulmion tapauksessa. Kun n kasvaa riittävän suureksi, päästään hyvin lähelle
ympyrän pinta-alaa.

• Tasasivuiselle kolmioille isoperimetrinen epäyhtälö muodostuu seuraavasti.
Olkoon a kolmion sivun pituus, jolloin piiri L = 3a. Kolmion pinta-ala Akolmio
saadaan laskettua kuten isodiametrisen epäyhtälön esimerkeissä, käyttäen
Pythagoraan lausetta suorakulmaisille kolmioille.

Akolmio =
a
√
3a
2

2
=

√
3a2

4
.

Nyt voidaan isoperimetrinen epäyhtälö 4πA ≤ L2 muotoilla sijoituksen myö-
tä

4π

√
3a2

4
≤ (3a)2.

Tästä saadaan lopulta yhtälön manipuloinnilla

π ≤
√

27.

Aikaisemmin opitun perusteella tiedetään, että likiarvo π ≈ 3.141 ja laske-
malla likiarvo

√
27 ≈ 5.196, joten saatu epäyhtälö on tosi.

• Vastaavasti saadaan isoperimetrinen epäyhtälö muotoiltua säännölliselle ne-
likulmiolle. Olkoon säännöllinen nelikulmio tässä esimerkissä neliö, jonka si-
vunpituus on a. Tällöin neliön piiri L = 4a ja neliön pinta-alaksi saadaan
a · a = a2. Kun sijoitetaan nämä isoperimetriseen epäyhtälöön, saadaan

4πa2 ≤ (4a)2.

Tästä saadaan supistamalla

π ≤ 16

4
= 4.

Nyt siis π ≈ 3.141 < 4, joten myös tämä epäyhtälö on tosi.
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• Edelleen isoperimetrisen epäyhtälön tilannetta voidaan tarkastella säännöl-
liselle n-kulmiolle. Kun n kasvaa kohti ääretöntä, lähestyy säännöllinen n-
kulmio muodoltaan ympyrää. Jaetaan n-kulmio yhtä moneen pienempään
tasakylkiseen kolmioon siten, että muodostuneiden kolmioiden kannan pi-
tuus on a, korkeusjanan pituus on h ja sivun pituus r. Tällöin yhden pienen
kolmion pinta-ala saadaan laskettua suorakulmaisen kolmion ominaisuuksia
hyödyntämällä, kun tiedetään, että keskuskulman eli pienen kolmion huip-
pukulman suuruus on α = 2π/n. Näin ollen pienen kolmion pinta-ala

Akolmio =
a
2
· h
2

.

Ratkaistaan h, kun tiedetään, että r =
a
2

sin(π
n
)
. Hyödyntämällä lauseketta

r = h
sin(π

n
)
, saadaan

h =
a
2

cos(π
n
)

sin(π
n
)

=
a
2

tan(π
n
)
.

Nyt voidaan ratkaista yhden kolmion pinta-ala

Akolmio =
a ·

a
2

tan(π
n
)

2
=
a2

4
· 1

tan(π
n
)
.

Kun käytetään tätä kolmion pinta-alaa koko säännöllisen monikulmion pinta-
alan laskemiseen, saadaan

An = n · Akolmio =
na2

4 tan(π
n
)
.

Sijoitetaan nyt saatu An isoperimetriseen epäyhtälöön 4πA ≤ L2, missä L =
na on säännöllisen monikulmion piirin pituus.

4πAn
L2

=
4π · na2

4
· 1
tan(π

n
)

n2a2
=

π
n

tan(π
n
)
≤ 1.

Nyt kun n → ∞, niin π
n
→ 0. Tällöin tiedetään, että

π
n

tan(π
n
)
→ 1, koska vas-

taava raja-arvo x
tan(x)

→ 1, kun x→ 0. Näin ollen isoperimetrinen epäyhtälö

pätee myös säännöllisille n-kulmioille aikaisemmin kokeiltujen erikoistapaus-
ten eli neliön ja tasasivuisen kolmion lisäksi.
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