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Isodiametrinen ja isoperimetrinen epiyhtilo

Tuomas Sérkijarvi

TuvisTELMA. Tamé tutkielma késittelee isodiametristd epayhtdlod, seké isoperi-
metristd epayhtdlod. Tutkielmassa kdydéddan lapi hieman epdyhtéldiden alkuperé,
muotoilaan epéyhtélot, seké esitetéddn niille todistukset. Todistuksista ndhdéén, et-
td ympyrélld on suurin pinta-ala niistd tason kappleista, joille on ennalta méaritelty
halkaisija tai piiri.

1. Johdanto

Téassé tutkielmassa esitelldédn isodiametrinen ja isoperimetrinen epayhtéld, seké
esitetddn ndille epayhtéloille perustellut todistukset. Isodiametrisen epayhtédlon ta-
pauksessa, niistd tason joukoista, joille on ennalta méaratty halkaisija, on ympyrél-
14 suurin pinta-ala. Vastaavasti isoperimetrisen epéayhtilon tapauksessa, niisté tason
joukoista, jotka ennalta madratyn pituinen piiri sulkee sisdéinsé, on ympyralld suurin
pinta-ala. Naistd epayhtéloistd isodiametrinen epéayhtélé on hieman yksinkertaisem-
pi ja kenties selvempi, kun taas isoperimetrinen epédyhtialé hieman monimutkaisempi
ja siten enemman tutkittu. Vaikka kyseessd ovat jo melko tunnetut matemaattiset
ongelmat, tutkitaan néitd epayhtéloita ja niiden sovelluksia edelleen aktiivisesti [6].

Epéayhtéloiden yhteys on ndhtévissd ympyran tapauksessa helposti. Ympyréan tie-
detty piiri L voidaan ilmaista sédteen r avulla L = 27r. Kun sijoitetaan tdmé isope-
rimetriseen epiyhtdloon 4rA < L2, missd A on kappaleen pinta-ala tasossa, saadaan
yksinkertaisella epdyht#lén manipuloinnilla A < 772, joka on puolestaan isodiametri-
nen epayhtalo.

Kiinnostus tutkielman epéyhtéloitd kohtaan herési aiheen ja erityisesti isoperi-
metrisen epayhtdlon historiaa tarkastelemalla. Isoperimetrinen ongelma esiintyy kir-
jallisuudessa esimerkiksi antiikin Roomassa vaikuttaneen runoilija Vergiliuksen runo-
kokoelmassa Aeneis. Pohjoisessa Afrikassa sijaitsevan Karthagon kaupungin perus-
tamiseen liittyvan legendan mukaan, kuningatar Dido sai rantauduttuaan Afrikan
rannikolle itselleen maata yhté paljon kuin hén saisi yhdella hérdn nahalla rajattua.
Dido viipaloi nahan erittdin ohuiksi soiroiksi ja sitoi soirot yhdeksi pitkéksi nauhak-
si. Talld nauhalla hén rajasi puoliympyrin muotoisen alueen, joka rajoittui mereen,
rajaten siis mahdollisimman suuren alueen maata itselleen ja siten ratkaisten isoperi-
metrisen epayhtédlon ongelman. Télle paikalle on myohemmin perustettu Karthagon
kaupunki, jonka ensimméinen kuningatar Dido oli. Téstéa seurauksena isoperimetristé

epayhtalod on kutsuttu matemaatikkojen keskuudessa nimelld "Dido’s Problem” [7].
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Erityisesti isoperimetrisestid epéayhtalostd ja sen historiasta 16ytyy hyvin tietoa.
Antiikin kreikkalaiset hyvin pitkéalti ratkaisivat isoperimetrisen ongelman, kun kerto-
man mukaan kreikkalainen matemaatikko Zenodorus osoitti, ettd saman piirin omaa-
vista kappaleista ympyrilla on suurempi pinta-ala, kuin milllddn s&annolliselld mo-
nikulmiolla. Tamén todistuksen kulku on néhtavissi lahteessa [8, 528-530]. Valitetta-
vasti hdnen alkuperéiset tyonsa aiheeseen liittyen ovat kadonneet aikojen saatossa,
mutta tietoa on saatu tuotua nykypéiviin saakka kirjallisuudessa.

Varsinaiselle isoperimetriselle epéayhtélolle on esitetty lukuisia todistuksia vuosien
saatossa, mutta varsinaisille todistuksille loi pohjaa sveitsildinen matemaatikko Jakob
Steiner. Han esitti vuosina 1838-1942 jopa viisi erilaista todistusta epayhtélolle, joskin
néistd mikadn ei ollut tdydellinen todistus [8, 532-536][9, 4-5]. Ensimmaisen varsinai-
sen todistuksen kehitti Karl Weierstrass vuonna 1879 kéyttéden variaatiolaskentaa hy-
vikseen. Samaa menetelméad kayttden todistettiin myos isoperimetrisen epéayhtélon
laajennus tasoa korkeampiin ulottuvuuksiin.[9, 5-6] Témén jilkeen epdyhtélolle on
siis esitetty lukuisia erilaisia todistuksia kiyttéden eri menetelmié, tissa tutkielmassa
esitelladn yksi néista todistuksista.
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2. Isodiametrinen epayhtilo

2.1. Isodiametrinen epiyhtild kaksiulotteisessa tasossa. Isodiametrisen
epayhtédlon mukaan niistd joukoista, joille on ennalta maérétty jokin halkaisija, ym-
pyrélld on suurin pinta-ala. Joukon halkaisija on mé&éritelty kahden kyseisen joukon
reunalla sijaitsevan pisteen etdisyyden supremumina eli pienimpéné ylirajana. Iso-
diametrinen epéayhtélo kaikessa yksinkertaisuudessaan:

1
A< Zmd?.
<7
Usein yhtélo ndhddan myos muodossa
A < mr?,
missd A on alueen pinta-ala ja joukon séide r = %l, kun d on joukon halkaisija.
LAUSE 1. Jokaiselle konveksille rajoitetulle tasojoukolle pdtee, kun joukon rajoit-
tama pinta-ala on A ja kun joukolle on mddritelty halkaisija d,
L

MAARITELMA 1. Joukko on konveksi, kun jokainen sen kahden alkion vilinen
jana siséltyy joukkoon.

Kuva 1. Joukko asetettuna koordinaatistoon.

Lauseen 1 todistusta varten, tarvitsemme seuraavan aputuloksen.

LEMMA 2. Laskiessamme joukon pinta-alaa, saamme pinta-alan kaavan muotoon

1 T
A= 5/0 £(0)2d0.

Todistetaan timd aputulos seuraavakst.
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LEMMAN 2 TODISTUS. Olkoon joukot A ja B siten, ettd A = {(r cosf,rsinf);0 <
r < f(0),0 <0 <7}jaB=A{(r0);0<r<f(#),0<60<nr} Talléin joukon A

pinta-ala saadaan
/ ldxdy,
A

josta edelleen muuttujanvaihtolauseella

/1dxdy:/1-|J|drd0:/rdrd9.
A B B

Téastéd saadaan integroimalla

/B’rdrdﬁz/oﬂ/of(a)rdrdﬁz/Oﬂ%f(ﬁ)Qzé/oﬂf(Q)Q.

Nain saatiin todistettua Lemma 2. O

LAUSEEN 1 TODISTUS. Kuva 1 on yhdesséd todistuksen idean kanssa peréisin l&h-
teestd [2]. Isodiametrisen epayhtélon todistuksessa riittaa tarkastella konvekseja jouk-
koja, silla jos joukko ei ole konveksi, sen pinta-ala ei pienene tai halkaisija kasva. Kun
kappale on konveksi, voimme kéayttda polaarikoordinaatteja. Kuten kuvasta 1 néh-
déan, siirretddan konveksi joukko kaksiulotteisen tason koordinaatistossa siten, etté
origo on sen reunalla ja joukko sisdltyy ylempéén puolitasoon. Nyt kayttamalld po-
laarikoordinaatteja saamme

r < f(0), 0<o<m.

Jolloin kappaleen pinta-alalle pétee

LT e
A_2/0 F£(0)2d0.

Edelleen jakamalla integraali osiin ja suorittamalla muuttujanvaihto, saadaan néin
integraali

A= %/j(f(@f O+ %w)%de.

Nyt huomataan, ettd saamamme integrandi on kuvassa 1 esiintyvé kappaleen hal-
kaisja otettuna neli6juuren sisélle. Madritelman mukaan kolmion hypotenuusa ei voi
kuitenkaan olla suurempi kuin halkaisija d, joten

(FO + £(6+ 3m)?) <
Tésté seuraa
ds

Néin saimme halutun lopputuloksen ja lauseen 1 todistus on valmis. 0



ISODIAMETRINEN JA ISOPERIMETRINEN EPAYHTALO 5

2.2. Esimerkkeji. Tarkastellaan seuraavaksi isodiametrisen epédyhtalon toimi-
vuus sddnnollisille monikulmiolle. Yksinkertaisimpien tapausten kuten tasasivuisen
kolmion ja nelion pinta-alan liséksi tarkastellaan myo6s epayhtdlon patevyys saannol-
lisen n-kulmion tapauksessa. Kun n kasvaa riittdvéan suureksi, padstdan hyvin lahelle
ympyréin pinta-alaa.

e [sodiametrinen epéyhtélo kolmiolle, kun tasasivuisen kolmion sivun pituus on
a ja kolmion korkeusjanan pituus on h. Tasasivuisen kolmion tilanteessa, iso-
diametrisesséd epayhtélossia oleva halkaisija d vastaa kolmion sivun pituutta,
eli d = a. Talloin kolmion pinta-alalle Agymio pétee
a¥3r /342
Akolmio = 9 = 4
Nyt voidaan kirjoittaa isodiametrinen epéayhtdlé muotoon
\/§a2 a
< 7(=)?
<)

Akalmio =
ja tastd edelleen supistamalla

\/§§7r.

Aikaisemmin opitun perusteella tiedetddn, ettd likiarvo m ~ 3.141, joten
saatu epayhtalo on tosi.
e [sodiametrinen epéayhtalo sdannélliselle nelikulmiolle, eli nelidlle, kun sivun
pituus on a ja nelikulmion halkaisija d. Nelikulmion pinta-ala saadaan
Anelikulmio =a-a=a.
Nyt kun nelikulmion halkaisijalle
d=+a,

voidaan muodostaa isodiametrinen epayhtalo seuraavasti

V2a

Anelikulmio = CL2 < 7T( 9 )2-

Tésta edelleen supistamalla saadaan
2 <.

Myés tama epayhtdld on aikaisemman tiedon perusteella tosi.

e Tarkastellaan vield n-kulmion tapaus, joka on néisté esimerkeistd mielenkiin-
toisin, silld n-kulmion muoto on hyvin ldhelld ympyraé, kun n kasvaa koh-
ti ddretonta. Jaetaan n-kulmio n:d&n yhtd suureen tasakylkiseen kolmioon,
siten, ettd kolmon kannan leveys on a, sivun pituus d/2 ja keskuskulman
suuruus « = 27 /n. Téssé kohtaa oletetaan, ettd n on parillinen. Jos n oli-
si pariton, voisi d olla suurempi, kuin joukon halkaisija. Nyt voidaan laskea
yksittdisen pienen kolmion pinta-ala

d Q@ «

Akolmio = (5)2 sin 5 COS 5

Nyt koska tiedetdén, ettd trigonometrisille funktioille pétee

sin 2ac = 2 sin a.cos
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voidaan kirjoittaa

d\2
_ \2/)
Alotmio = 5 sin .
Koko n-kulmiolle saadaan néin ollen lauseke
d\2 d\2 27
P '_n(z) o m(5)?sin T
n—"n Kolmio — S =

2

n

Olkoon nyt t = 27 /n. Télloin
m(£)? - sint
; :

Huomataan, etté
sint
R
jolloin isodiametrinen epédyhtéalo kirjoitetaan muotoon
d\2 | o
m(5)? - sint d.,
— < 7m(=)".
t (2)
Kun n-kulmion kulmien méérdé kasvatetaan kohti déretontd eli n — oo,
téallsin ¢ — 0. Koska ¢ — 0, niin # — 1. T&lloin myds epéyhtéls on hyvin
ldhelld yhtdsuuruutta ja voidaan kirjoittaa
d\2 | o
m(5)° - sint
—(2> < W(Si)Q.
t -2
Saatu lopputulos vastaa yhtélod (1), joten n-kulmioille lopulta péatee paril-
lisilla n isodiametrinen epayhtélo, kun n kasvaa rajatta kohti déretonta.

A, =

3. Isoperimetrinen epayhtilo

3.1. Isoperimetrinen epiyhtild kaksiulotteisessa tasossa. Isoperimetrisen
epayhtdlon mukaan niista kaikista tason joukoista, jotka ennalta médrdtyn pituinen
kéayra sulkee sisddnsd, ympyréalld on suurin pinta-ala. Kuten johdannossa mainittiin,
tdmé lause on tunnettu jo antiikin Kreikassa, mutta varsinainen todistus télle lauseel-
le saatiin vasta 1800-luvulla. Lukuisten olemassaolevien todistusten joukosta, téssé
tutkielmassa keskitytddn tarkastelemaan epéyhtilod Adolf Hurwitzin esittdmén to-
distuksen [3] kautta. Téssd tapauksessa riittad tarkastella sellaisia joukkoja, joiden
kiiyriit ovat paloittain C! eli suljetut kiyrit ovat jatkuvasti differentoituvia.

LAUSE 3 (Isoperimetrinen epayhtélo). Olkoon nyt v jokin kaksiulotteisen tason
suljettu kayrd. Talloin kdyrdn -y sisddnsd rajaaman alueen pinta-ala on A = A(int(7))
ja alueen piiri L = L(vy). Tastd saadaan isoperimetrinen epdyhtdld

AT A < L2 (2)
Epdyhtalossi yhtdsuuruus on voimasssa jos ja vain jos suljetun kdyrdn ~ sisddnsd
rajaama alue on ympyrd.

Todistaaksemme isoperimetrisen epéayhtélon, tarvitsemme muutamia hyoédyllisia
aputuloksia liittyen kéyrien analyysiin. Aputulokset esitetddn sellaisinaan ja ne ole-
tetaan tunnetuiksi.
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LEMMA 4. Olkoon ~(t) = (z(t),y(t)) kiyrd siten, etti [a,b] — R?. Tdlldin kiyrdin
pituus saadaan laskettua kdayttien yhtdlod [5, Maaritelma 2.2].

o [N@-@e o

Jos v(t) on kiyrd siten, ettd [0, 7] — R2 ja kun ilmoitetaan y(t) polaarikoordi-
naattien r(t) ja 0(t) avulla, saadaan kiyrdn -y pituus laskettua yhtdlostd

D= [ (&) e (DY n

Tamd saadaan siis yhtaldsta (3 muuttuyanvazhdolla kun x = rcos(0) jay = rsin(f).

LEMMA 5. Kdyrdin v rajaaman alueen pinta-ala saadaan yhtélostd

Attt = 5 [y G )

Kuten voidaan huomata, on tdmd hyvin samankaltainen kuin aikaisemmin tutkiel-
massa todistettu Lemma 2.

LEMMA 6. Cauchy-Schwarzin epdyhtdldstd integraaleille huomataan, ettd integroi-
tuvien funktioiden f, g : [0, 7] — R integraalien nelidille pdtee

( [ s t) < [ swri [ atrar (6)

Tdssd epdyhtdlon yhtisuuruus on voimassa jos ja vain jos g on f:m moninkerta. Yh-
talo on erikoistapaus Holderin epdyhtalostd, mikd on esitetty Tero Kilpeldisen kurssi-
monisteessa Mitta- ja integraaliteoria [4, Lause 10.3] mitallisille funktioille.

MAARITELMA 7. Olkoon 7 : [a,b] — R? tason kiiyrd. Télloin kiiyrdin energia

voidaan maaritelld seuraavasti
1 b (dx\?  [dy dr NS
oL (&) (et @ e @)

Téstéd voidaan huomata, kuinka samankaltaiset kiyréin pituuden mééritelmé (4) ja
kiyrin energian médritelmé (7) ovat verrattuna toisiinsa. Toisin kuin kéyrén pituuden
tapauksessa, kiyrén energia riippuu siitd, kuinka kdyra parametrisoidaan. Tata varten
meidén tdytyy sopia yleisesti, kuinka kayrid parametrisoidaan.

MAARITELMA 8. Kéyran v normaali eli standardi parametrisointi on sellainen,
misséd muuttujan vaihteluvéli on [0, 7].

Téastéd saadaan muotoiltua epayhtélo kdyran pituuden ja kdyrédn energian méadri-
telmien vélille.

LEMMA 9. Olkoon nyt v jokin standardisti parametrisoitu kayrd. Tdlloin
L(7)? < 2mE(y),

epayhtdlon yhtisuuruuden ollessa voimassa jos ja vain jos muuttuja on kdyrdn kaa-
renpituuden moninkerta.
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Liséksi huomataan, etté yhteys isoperimetriseen epéayhtédloon 16ytyy kdyran ener-
gian yhteydestéd kdyrdn sulkeman alueen pinta-alaan.
Todistetaan vield tdma aputulos.

LEMMAN 9 TODISTUS. Kéayttdmaélla Lemmaa 6 eli havaintoa Cauchy-Schwarzin
epayhtélosta tiedetéddn, etta

([ romo) < [ 1670 [

Nyt voidaan asettaa funktiot siten, ettd f(¢t) = 1 ja g(t) = (%)2 + (%)2dt. Tar-
kastellaan Cauchy-Schwarzin epayhtdlon puolia erikseen, seké kiytetddn tietoa Lem-
masta 4 ja Méaritelméstéd 7, saadaan

2

([ sswi) = { [/ \/ () ) =eor
/Ofr ey /Owg(t)zdt _ 7T/OTr (%)2 + (%)2@5 — 27 ().

Edelleen Lemmaa 4 ja Maaritelmaa 7 kdyttden yhdessd Lemman 6 kanssa, saadaan
lopulta epayhtalon haluttu muoto

L(7)? < 2mE(y).

ja

U

LEMMA 10. Olkoon nyt v suljettu kdyrd, joka on normaalisti parametrisoitu. Tadl-
loin
2A(Int(y)) < E(7),

missd epdayhtdlon yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain jos kdyrd v on ympyrd.
Todistaaksemme Lemman 10, tarvitsemme vield yhden aputuloksen.

LEMMA 11. (Wirtingerin epdyhtili) Olkoon f : [0,7] — R paloittain C' funktio
siten, etti f(0) = f(m) = 0. Tdlldin meilld on

/07r f(t)2dt > /07r f(t)%dt

missd epayhtalon yhtisuuruus on voimassa jos ja vain jos f(t) on sin(t):n moninkerta.
Epdyhtild on esitetty todistuksineen lihteessd [3, Lemma 7).

Todistetaan taman avulla Lemma 10.

LEMMAN 10 TopIisTus. Kayttamélla yhtdloitd (5) ja (7) saadaan

E(7) — 2A(Int (7)) = %/Oﬂ ((%)QHZ (%) pe 22(2) dt.

Kun tarkastellaan yhtélon oikeaa puolta ja tdydennetéddn se nelioksi, saadaan

1 (™ . /db 2 1 ™ [dr\?
- — 1) at+= ) =2 at
2/0r(dt ) +2/0 ((dt) T)



ISODIAMETRINEN JA ISOPERIMETRINEN EPAYHTALO 9

Téasséd ensimméinen termi on neliond epénegatiivinen. Toinen termi on Wirtingerin
epiayhtélon (Lemma 11) perusteella myoskin epanegatiivinen. TAmé saadaan perus-
teltua silla, ettd kyseessé on suljettu kéyra, jolloin voimme valita polaarikoordinaat-
tien nollakohdaksi v(0) = ~(m). Saadaksemme yhtésuuruuden, on oltava Z—f =1 ja
r(t) on télloin sin(t):n moninkerta. Néistd saadaan yhdessd r = asin(f + ¢), mikéd on
ympyran polaarinen esitysmuoto. U

Nyt saadaan todistettua isoperimetrinen epéayhtald.

LAUSEEN 3 TODISTUS. Valitaan normaali parametrisointi kdyriélle «y siten, etta se
on myo6s kidyranpituuden monikerta. Ndin saadaan Lemman 9 yhtédsuuruus pitdiméaéan
paikkaansa. Nyt siis Lemmojen 9 ja 10 nojalla tiedetéén, etté

Alnt()) < 2E(3) = L)

T 4r

Télloin epédyhtalon yhtédsuuruus on voimassa jos ja vain jos kidyrd on ympyra. O

3.2. Esimerkkeji. Tarkastellaan seuraavaksi isoperimetrisen epayhtalon toimi-
vuus sddnnollisille monikulmiolle. Yksinkertaisimpien tapausten kuten tasasivuisen
kolmion ja nelion pinta-alan liséksi tarkastellaan myo6s epayhtalon patevyys sdannol-
lisen n-kulmion tapauksessa. Kun n kasvaa riittdvéan suureksi, padstdan hyvin ldhelle
ympyrin pinta-alaa.

e Tasasivuiselle kolmioille isoperimetrinen epéyhtélé muodostuu seuraavasti.
Olkoon a kolmion sivun pituus, jolloin piiri L = 3a. Kolmion pinta-ala Ag.mio
saadaan laskettua kuten isodiametrisen epayhtélon esimerkeissé, kayttaen
Pythagoraan lausetta suorakulmaisille kolmioille.

A - a@ - V3a?
kolmio — 9 - 4 .
Nyt voidaan isoperimetrinen epéyhtild 4mA < L? muotoilla sijoituksen myo-
ta
3 2
4w \/:la < (3a)*.

Téasta saadaan lopulta yhtdlon manipuloinnilla
T < V27,

Aikaisemmin opitun perusteella tiedetéén, etté likiarvo 7 = 3.141 ja laske-
malla likiarvo v/27 ~ 5.196, joten saatu epéyht&lo on tosi.

e Vastaavasti saadaan isoperimetrinen epéayhtilo muotoiltua sdédnnolliselle ne-
likulmiolle. Olkoon sd&nnéllinen nelikulmio tédssé esimerkissé nelio, jonka si-
vunpituus on a. Téalloin nelién piiri L = 4a ja nelion pinta-alaksi saadaan
a-a = a®. Kun sijoitetaan niméi isoperimetriseen epiyhtiloon, saadaan

4ra’® < (4a)?.
Téstd saadaan supistamalla
16

<2 _y
=7

Nyt siis m ~ 3.141 < 4, joten my0s tama epayhtéld on tosi.
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e Edelleen isoperimetrisen epédyhtilon tilannetta voidaan tarkastella sdannol-
liselle n-kulmiolle. Kun n kasvaa kohti dédretdnté, ldhestyy sdénnollinen n-
kulmio muodoltaan ympyréda. Jaetaan n-kulmio yhtd moneen pienempéin
tasakylkiseen kolmioon siten, ettd muodostuneiden kolmioiden kannan pi-
tuus on a, korkeusjanan pituus on h ja sivun pituus r. T&lloin yhden pienen
kolmion pinta-ala saadaan laskettua suorakulmaisen kolmion ominaisuuksia
hyodyntamalla, kun tiedetdén, ettd keskuskulman eli pienen kolmion huip-
pukulman suuruus on « = 27 /n. Néin ollen pienen kolmion pinta-ala

a.p
Akolmio = QT
Ratkaistaan h, kun tiedetdén, ettd r = % Hyodyntamalla lauseketta
r= %, saadaan
S
sin(Z an(Z
n n

Nyt voidaan ratkaista yhden kolmion pinta-ala

tani(%) B a® 1

2 4 tan(%)’
Kun kéytetédan tata kolmion pinta-alaa koko sddnnoéllisen monikulmion pinta-
alan laskemiseen, saadaan

a[ .
Akolmio -

na?

An =1 Arotmio = ———.
n kolmio 4tan(%)

Sijoitetaan nyt saatu A, isoperimetriseen epiyhtdloon 4mA < L2, missd L =

na on sadnnollisen monikulmion piirin pituus.

4 . na? 1

4T A, _ "4 tan(X) _ - <1
L? n2a? tan(Z) —
Nyt kun n — oo, niin = — 0. Talloin tiedetéan, etté % — 1, koska vas-
taava raja-arvo —— — 1, kun x — 0. Néin ollen isoperimetrinen epéayhtilo

tan(z)
pitee myos saannollisille n-kulmioille aikaisemmin kokeiltujen erikoistapaus-

ten eli nelion ja tasasivuisen kolmion liséksi.
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