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1. Johdanto

Ramseyn teoria on osa kombinatoriikkaa, jossa matemaattisista rakenteista et-
sitddan jérjestyneitd eli homogeenisia osia. Ramseyn teorian kehittédjad on alunperin
Frank P. Ramsey (1903 — 1930), joka vuonna 1929 osoitti artikkelissaan [2], ettd Ram-
seyn luvut ovat olemassa. Samantapaisia aiheita on kuitenkin tutkittu aiemminkin.
Ramseyn julkaisun jdlkeen useat matemaatikot ovat olleet kiinnostuneita Ramseyn
teoriasta ja erityisesti Ramseyn luvuista. Ramseyn teorialle on useita eri matemaatti-
sia haaroja, joista téssé tyossd késitellddn verkkoteorian avulla méiriteltyd Ramseyn
lausetta sekéd Ramseyn lukuja. Ramsey todisti ensin alla olevan dérettémén Ramseyn
lauseen ja tdmén jilkeen hén osoitti dérellisen version, johon tésséd kandidaatintut-
kielmassa paneudutaan. Alla on lauseen viite alkuperiisessd muodossa.

Theorem A. Let I' be an infinite class, and p, and r positive integers;
and let all those sub-classes of I' which have exactly » members, or,
as we may say, let all r-combinations of the members of I be divided
in any manner into p mutually exclusive classes C; (i = 1,2, ..., ),
so that every r-combination is a member of one and only one Cj;
then, assuming the axiom of selection, I' must contain an infinite
sub-class A such that all the r-combinations of the members of A
belong to the same C;.[6]

Lauseen tekivét hiukan mydhemmin tunnetuksi matemaatikot Paul Erdos ja Geor-
ge Szekeres vuonna 1935. [3] He sovelsivat Ramseyn tulosta kombinatoriseen on-
gelmaan. Ramsey itse oli soveltanut lausettaan omaan tutkimusalaansa, logiikkaan.
Ramseyn teorialla on edelleen paljon sovelluskohteita logiikan tutkimuksessa. Gra-
ham, Rothschild ja Spencer esittelevit kirjassaan [4] mielenkiintoisia kehitystuloksia
Ramseyn teoriasta. Vuosien mittaan aihetta on laajennettu ja erityisesti Ramseyn
lukujen tutkimuksen ja tietotekniikan avulla luvuille on pystytty méarittdméadan yhé
tarkempia arvoja 2000-luvulla. Tutkijat ovat kuitenkin pettyneitéd siihen, etté edes
kaikille pienille Ramseyn luvuille ei olla pystytty maarittaméin tarkkoja arvoja.

Ramseyn lukujen rooli on merkittdva kun pyritdéan selittdméén joitakin olemassa
olevia yleisid Ramseyn teorian olettamuksia. Tutkimuksen kohteena teoria on erittdin
houkutteleva sinénsé, koska sen perusajatukset voidaan ymmértda helposti varikkéi-
den kuvien avulla. Viitetdankin, ettd Erdds kiinnostui teoriasta sen yksinkertaisuu-
den takia, koska Erdosié ei pidetty aikansa etevimpénéd matemaatikkona. Toisaalta,
aihealue vaatii myos aktiivista perehtymisté ja tutkimusta, silld sen monihaaraisuus
herdttdad ilmiomaisen vaikeita kysymyksié, joihin ei edelleenkéén tiedetéd vastauksia.
Ramseyn lauseiden johtop&d#tos on usein esitetty muodossa tdydellinen epdjirjestys
on mahdotonta. Niin voidaankin ajatella, silli Ramseyn teorian pohjalta etsitdéin
mahdollisimman sddnnollisiad ja homogeenisid rakenteita mielivaltaisten rakenteiden
sisalté.

Téassé kandidaatintutkielmassa todistamme &érellisen Ramseyn lauseen verkoille
sekd tutustumme Ramseyn lukuihin. Lopuksi annamme esimerkkejd Ramseyn luvuis-
ta seké ratkaisemme kuuluisan esimerkkiongelman néihin liittyen.



2. Esitietoja

Téssé osiossa on lauseita ja méadritelmia, joita tarvitaan Ramseyn lauseen todis-
tamisessa.

2.1. Verkot. Ennen Ramseyn teoriaan perehtymistd annamme muutamia tdmén
kandidaatintutkielman kannalta keskeisid verkkoteorian méaaritelmia.

MAARITELMA 1. Verkko on pari (V, E), missé V' on epédtyhja joukko ja E C V xV
symmetrinen ja antirefleksiivinen relaatio. Joukon V' alkioita kutsutaan kérjiksi ja
joukon E alkioita sivuiksi.

ESIMERKKI 2. Olkoon kuvassa [I] verkko (V, E)). Nyt joukko
V ={a,b,c, 1}
kirkien joukko ja joukko
E ={(a,0), (b, ¢), (¢, 1),(1,¢),(c,0), (b, a) }

kérkien viélisten sivujen joukko.

Kuva 1. Esimerkin B verkko.
Paastidksemme verkkoteoriasta Ramseyn teoriaan tarvisemme muutamia sopivia
késitteita.

MAARITELMA 3. Joukko K C V on verkon (V,E) klikki eli tdydellinen aliverkko,
jos kaikilla eri z,y C K pétee (z,y) € E. Joukko I C V on verkon (V| E) riippumaton
joukko, jos jokaisella z,y € I patee (x,y) ¢ E.

HuomAuTUs 4. Verkko voi siséltéa sekéa klikin etté riippumattoman joukon, kuten
kuvassa [2] Liséksi, jokainen yhden alkion joukko on seké klikki ettéd riippumattoman
joukko. Erityisesti siis yhden kérjen verkko sisédltéa seké klikin ettd riippumattoman
joukon.

Seuraavan esimerkin avulla ymmérrdmme, mité klikki ja riippumaton joukko tar-
koittavat ja miltd ne nayttavat verkkona.

ESIMERKKI 5. Kuvassa [2| verkko (V) E) sisdltdéd sekd kolmen kérjen klikin
K ={b,c,d},
ettd kolmen kérjen riippumattoman joukon

I ={a,ce}.



Kuva 2. Esimerkin Bl verkko.

Lisétietoa verkkoteoriasta voi lukea John Clarkin ja Derek Allan Holtonin kirjasta
A first look at graph theory.[1]

2.2. Verkkoteorian sovelluksia. Verkkoteorialla on valtavasti erilaisia sovel-
luskohteita, joista tdssd mainitsen muutamia.

Verkkoteoria ldhti liikkeelle vuonna 1736 kun Euleria pyydettiin selvittdmé&in pa-
ras polku Koningsbergin siltojen yli. Téstd muodostui ensimmaéinen verkkoeorian on-
gelma. [11] Nykyé&édn verkkoteoria on laajalti kdytossd muunmuassa tietokoneiden so-
velluksissa. Esimerkiksi, kun internetistéd tai peleistd pyritddn l6ytdméadn yhtenéisia
osia, tarvitaan verkkoteoriaa, jotta tiedot voidaan lajitella halutulla tavalla. Toisin
sanoen valtavan laajoista verkoista pyritddn 16ytdmédan yhtendisid osia. Kaytdnnon
esimerkkind on hakukoneiden tulosten listaus tai vaikkapa GPS-laitteen pyrkimys et-
sid lyhyinta reittid kotiin. Liséksi verkkoteoriaa kédytetddn muun muassa kemiassa
molekyylien mallintamiseen, materiaalifysiikassa seké sosiologiassa.

Ramseyn teoriaa sovelletaan erityisesti viestinnéissé ja tietotekniikassa etenkin tie-
donhaussa, silld nykypéivin tietotekniikassa kaytettavat algoritmit perustuvat verk-
koteoriaan ja erityisesti myos Ramseyn teoriaan. Ramsey itse oli kiinnostunut logii-
kasta ja sovelsi teoriaansa muunmuassa péadtoksentekoon liittyviin ongelmiin. Ram-
sey pyrki muodostamaan késitystd ihmisten padtoksenteosta, tekemélld niisté erilaisia
karttoja, joilla padtkosentekoa voisi ennustaa.

Lisétietoa verkkoteorian sovelluskohteista voit etsid Shariefuddin Pirzadan ja As-
hay Dhardwadkerin kirjasta Applictions of Graph Theory[9] seké erityisesti Ramseyn
teorian sovelluskohteista Vera Rostan kirjasta Ramsey Theory Applications [10].

2.3. Binomikertoimet. Annetaan seuraavaksi muutamia tuloksia binomikertoi-
mille. Tulokset ovat oleellisia Lauseen [17 todistuksessa.

LEMMA 6.

<g> =1, missd a>1.
LEMMA 7.

(Cll) =a, missd a > 1.
LEMMA 8.

n n n+1 ,
_ . S 1
<k—1>+(k:) ( k ), missd k,n > 1

Némé lemmat on helppo todistaa binomikertoimen mééritelméa kayttaen.



3. Ramseyn luvut

Téasséd osiossa madritellidn Ramseyn luvut sekéd todistetaan niiden olemassaolo
adrellisessd tapauksessa. Lisdksi todistamme aiemmin mainitun esimerkkiongelman.

3.1. Ramseyn luvut. Aloitamme késittelemélld Ramseyn lukuihin liittyvid maé-
ritelmié ja lauseita, joiden avulla on mahdollista todistaa Ramseyn lause darellisessa
tapauksessa.

MAARITELMA 9. Olkoon k,l € N, N = {1,2,...}. Olkoon r (k,[) pienin sellainen
luku ¢, jolle pétee ettd jokaisessa g kérjen verkossa on k kérjen klikki tai [ kérjen
riippumaton joukko. Lukuja r (k, 1) sanotaan Ramseyn luvuiksi.

Huomataan, ettd Ramseyn luvuille ovat yhtéapitéavia seuraavat vaitteet, kun k, [, n €
N.
(1) r(k,1) <n.
(2) Jokaisessa n kirjen verkossa on k kérjen klikki tai [ kirjen riippumaton jouk-
ko.
Myos seuraavat ovat yhtapitavia.
(1) r(k,1) > n.
(2) On olemassa n kérjen verkko, jolle ei ole k kérjen klikkid eiké [ kérjen riip-
pumatonta joukkoa.

Annetaan seuraavaksi esimerkki pienistd Ramseyn luvuista.

ESIMERKKI 10. Néiden esimerkkien todistaminen onnistuu helposti lemmojen
ja[I3] avulla.

r(1,1) =r(1,2) =1 ja
r(2,2) = 2.

Seuraavaksi todistamme, ettd Ramseyn luvut ovat olemassa ja darellisid. Todistus
seuraa Clarkin ja Holtonin teosta A first look at graph theory [1].

LEMMA 11. 7 (k,1) =r (1,k) = 1, kaikilla k € N.

Tobistus. Olkoon verkko (V, E') yhden kérjen muodostama verkko. Nyt siis vélt-
taméatta tama yksi kiarki muodostaa seké verkon V' klikin etté riippumattoman joukon
ja r = 1. Téalloin jokaisesta verkosta 16ytyy aina yhden kérjen klikki tai riippumaton
joukko. U

ESIMERKKI 12. On helppo osoittaa, kuten kuvasta [3| ndiemme, ettd r(4,2) = 4.
T&lla r(4,2) tarkoitamme, ettd jos verkossa on véhintddn 4 kérked silld on ainakin
toinen seuraavista:

(1) neljan kérjen tdydellinen aliverkko
(2) kahden kirjen riipppumaton joukko

Huomaamme, ettd piirtdmélla kolmen kérjen verkon on siithen mahdotonta piirtaé
neljan kérjen klikkié ja siiné ei vélttaméatté ole kahden kérjen riippumatonta joukkoa.
Joten r(4,2) > 3, seuraavaksi lemmassa (13| osoitamme ettd se itseasiassa on tasan
neljé.



Kuva 3. Esimerkin [12] verkot.

LEMMA 13. r (k,2) = r(2,k) = k, kaikilla k € N.

TobisTus. Todistetaan vain r(k,2) = k, silld toinen todistus on oleellisesti sa-
manlainen.
r(k,2) on pienin sellainen luku, ettd jokaisessa verkossa (V) E), jolle |V| = r(k, 2),
on k kérjen klikki tai kahden kéarjen riippumaton joukko. Osoitetaan, ettd r(k,2) = k.
(1) Jos verkossa on vihintaan k kérked, jossa jokaisen kérjen vélilld joko on tai ei
ole sivua. Verkosta 16ytyy aina k kérjen klikki tai kahden kérjen riippumaton
joukko. Talloin pétee, ettd r(k,2) < k
(2) On olemassa k — 1 kérjen verkko, jossa kaikki kirjet on yhdistetty toisiinsa
sivuilla. Téllaista verkkoa kutsutaan téydelliseksi verkoksi. Télla verkolla ei
ole k kérjen klikkid tai kahden kérjen riippumatonta joukkoa, joten pétee
r(k,2) >k —1.
Téallsin r(k,2) = k. O
LEMMA 14. Symmetria: r(k,l) = r(l, k) kaikilla k,1 > 2.
TobisTus. Jokaiselle verkolle (V) E) voidaan mééritella uusi verkko (V/, E'), jolla
on sama kérkien joukko kuin verkolla (V, E'). Nyt kuitenkin verkon (V, E) kirjet ovat
vierekkéin jos ja vain jos ne eivéit ole vierekkéin verkossa (V’, E'). Huomaa, ettd ver-

kon (V, E') kéirjet muodostavat klikin jos ja vain jos ne muodostavat riippumattoman
joukon verkossa (V’, E’). Néin ollen symmetriaominaisuus pétee. O

LAUSE 15. 7 (k1) <r(k—1,1) +r(k,l — 1), kaikilla k,1 > 2.

Tobistus. Olkoon verkko (V) E), missda n = r(k — 1,1) + r(k,l — 1) on verkon
(V, E) kérkipisteiden lukumééra. Osoitetaan, ettéd télloin vekossa (V) F) on olemassa
jompi kumpi seuraavista k-karjen klikki tai [-kérjen riippumaton joukko. Kiinnitetdan
u € V. Mééritelldan liséksi

Vi(u)={veV:(uv)eFE}jaV_(u)={veV:iv#u (uv) ¢ E}.
Huomioi, ettd {u}, Vi (u) ja V_(u) ovat erillisid ja niiden yhdiste on V.

Nain ollen

Vo ()| + V()| = r(k —1,0) +r(k, 1 —1) — 1

Tamaé tarkoittaa, ettd on

Vi(u)| >r(k—1,1) tai |V_(u)| > r(k,l—1).
Saadaan siis kaksi tapausta:
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(1) |Vi(u)| > r(k—1,1) ja talloin verkko V. (u) siséltdd (k — 1) kérjen klikin tai
[ kérjen riippumattoman joukon. Jalkimmaisessd tapauksessa verkossa V' on
selvisti [ kérjen riippumaton joukko. Muuten on olemassa K C V, (u) misséi
K on (k — 1)-klikki. Joukko {u} U K muodostaa siis k kérjen klikin.

(2) Nyt |[V_(u)| > r(k,1—1) ja on siis k kéirjen klikki verkossa V_(u) jolloin lause
pétee tai sitten on riippumaton joukko I C V_(u), missd |I| = [ — 1. Ensim-
méisessé tapauksessa verkossa V' on selvésti k kérjen klikki. Jalkimmaéisessé
tapauksessa {u} U I muodostaa nyt [ kdrjen riippumattoman joukon.

Suraavaksi osoitamme lauseen [15 hiukan yleisemméssd muodossa.

LAUSE 16. [12] Lause 3| Jos r(k — 1,1) = 2p ja r(k,l — 1) = 2q niin

r(k,l) <2p+2q=rk—1,1)+rkl—1).

TobisTtus. Olkoon kérkien lukumééra verkossa 2p 4+ 2¢q — 1 ja kiinnitetaédn karki
a. Nyt karjella a voi olla 2p — 2q — 2 sivua.
Talloin saamme kolme mahdollista tapausta kérjelle a:

(1) véhintddn 2p kirked on yhtydessd kirkeen a sivulla

(2) vahintddn 2q kérked ei ole yhteydessa kérkeen a, tai

(3) 2p—1 kéirked on yhteydessé kéirkeen a sivulla ja 2g—1 kérked ei ole yhteydessi
kikeen a

Kasitelldan ensin tapaus 1: Olkoon joukko 77 niiden kérkien joukko, jotka on
yhteydessa kérjen a kanssa. Koska kérkien lukumééra joukossa T on suurempi tai
yhté suuri kuin 7(k —1,1), niin pétee, ettd on olemassa k — 1 kérjen klikki tai [ kérjen
riippumaton joukko. Ensimmaéisessi tapauksessa joukko 77 U {a} siséltdd k kérjen
klikin. Jolloin véite on tosi tapauksessa 1. Samoin perustein pétee tapaus 2.

Tapaus 3 ei voi koskea jokaista joukon kérkeé. Jos jokaisesta kérjesté ldhtee 2p —1
sivua ja kérkid on 2p 4+ 2g — 1, on verkossa sivuja yhteenséi %(Zp +2¢—1)2p—1).
Taméa ei kuitenkaan ole kokonaisluku. Nain ollen taytyy péted, ettd vihintddan yksi
karki noudattaa tapausta 1 tai 2 ja viite pédtee molemmissa tapauksissa. 0

Lause 17. r (k1) < (%/177), missd k,1 € N.

Tobistus. Todistetaan viite induktiolla luvun k + [ suhteen. Todistuksessa kay-
tetddn hyvéksi binomikertoimille annettuja oletuksia.

Jos k=1 tai [ = 1, niin viite seuraa lemmoista [6] ja [L1}

Jos k =2 tai [ = 2, niin viite seuraa lemmoista [7] ja

Oletetaan, ettd k,l > 2. Nyt yhdistamalla lause [15| induktiiviseen hypoteesiin ja
kiyttdmailld lemmaa [§ saamme



r(k, 1) < vk —1,0) +r(k, 1 — 1)
(k—1) +l—2>+<k+(k—1)—2>

R
(+) ()
(

k+l—3)+1)
(k+1-2
o\ k=1 )
O

Olemme edellé todistaneet Ramseyn luvuille yldrajan. Seuraavaksi annamme lauseen,
jonka tarkoituksena on antaa Ramseyn luvuille eréds alaraja. Alarajan todisti Erdds
vuonna 1947. [4] Tésséd kandidaatintutkielmassa emme kuitenkaan todista téta lauset-
ta.

IN

LAuUsE 18. [5, Lause 2.1] Olkoonn € N. Tdlloin Ramseyn luvuille saadaan alaraja:

r(n,n) > V2"

3.2. Ramseyn lause aérellisille verkoille. Tarkastellaan téssd Ramseyn lauset-
ta ddrellisille verkoille.

LAUSE 19. Olkoon n € N. Tdlloin on olemassa r € N siten, etti jos verkossa
(V, E) on vdhintidn r kdrked, niin siind on n alkion klikki tai n alkion riippumaton
Joukko.

TobIisTUus. Viite seuraa lauseestavalitsemalla luvuksi  Ramseyn luku r(n, n).
O

Mainittakoon my0s, ettd on olemassa Ramseyn lause dérettomille verkoille. An-
netaan téssa ddrellisen Ramseyn teorian yleistys, jossa adrelliset homogeeniset joukot
korvataan dédrettomilléa.

LAUSE 20. [5, Lause 1.8] Adrettomdssi verkossa G = (V, E) on aina ddreton klikki
tai ddreton risppumaton joukko.

3.3. Esimerkkeji. Esittelemme muutamia esimerkkejia Ramseyn lauseen kéy-
tosta.

ESIMERKKI 21. 7(3,3) > 5

TobisTus. Viiden kirjen verkossa ei valttamétta ole kolmen kéarjen klikkia tai
kolmen kérjen riippumatonta joukkoa. Kuten kuvan [4] vasemmanpuoleisesta verkosta
voidaan havaita. Vilttamétta siis patee, ettd r(3,3) > 5. O

Seuraavaksi kdiymme ldpi esimerkin Ramseyn teorian ongelmasta, johon viitta-
simme tutkielman alussa. Taméin ongelman isd Paul Erdos on kdyttanyt Lausetta
esimerkkind osoittamaan matemaattisen todistuksen voimaa. Erityisesti, vaikkei
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Erdés ole keksinyt Ramseyn teoriaa hénen voidaan ajatella kehittdneen sitd eniten.

8]

Kuva 4. Esimerkin [21| verkko, joista toisessa on viisi kérkeé ja toisessa
kuusi. Kuuden kérjen verkko liittyy lauseeseen

LAUSE 22. Jokaisessa kuuden ihmisen joukossa on vdihintddn kolme ihmistd, jotka
joko tuntevat kaikki toisensa tai eivdt lainkaan tunne toisiaan.

Todistetaan taméa kahdella tavalla.

LAUSEEN [22] ENSIMMAINEN TODISTUS. Kiinnitetdin ensimméinen henkils A.

Tapaus 1: A tuntee vahintaéin kolme ihmisté ja olkoot ne B, C ja D. Jos B, C ja
D eivit tunne toisiaan, niin silloinhan {B,C, D} on haluttu joukko. Silli jos jotkin
kaksi joukosta { B, C, D} tuntevat toisensa, esimerkiksi B ja C' tuntevat toisensa, niin
saadaan joukko {A, B, C'} jossa on kolme ihmisté jotka tuntevat toisensa.

Tapaus 2: A tuntee korkeintaan kaksi ihmistd kuuden ihmisen joukosta. Olkoot
E. F ja G ihmiset joita A ei tunne. Jos taas F, F' ja G tuntevat toisensa, niin joukko
{E, F,G} on haluttu joukko. Sill4 jos néin ei olisi niin esimerkiksi £ ja F' eivit tunne
toisiaan ja ndin muodostuisi joukko { A, E, F'}, jossa on kolme toisilleen tuntematonta
ihmisté. [1] O

LAUSEEN [22] TOINEN TODISTUS. Lauseen [I7] nojalla saadaan, ettd

r(3,3) < (3;312) = (;1) — 6.

Lisdksi esimerkin nojalla on olemassa viiden kérjen verkko, jossa ei ole kolmen
kérjen klikkia eikd kolmen kérjen riippumatonta joukkoa. Joten 7(3,3) > 5. Joten
yhdistamalld ndmé tulokset saadaan, ettd r(3,3) = 6. O

ESIMERKKI 23. 7(3,4) = 9.

TobpIsTUS. Osoitamme ensin, ettd r(3,4) < 10.
Lauseiden [15] ja [16] nojalla saadaan, koska r(k — 1,1) ja r(k,l — 1) ovat parillisia
niin
r(k,0) <2p+2q=rk—1,1)+rkl—1).
Lisdksi edellisessé esimerkissé osoitimme, ettd r(3,3) = 6 sekd esimerkissa
havaitsimme, etta r(4,2) = 4.
Nyt valitsemalla p = 2 ja ¢ = 3 saamme, ettd



r(3,4) <4+6=r(2,4)+r(3,3)

eli r(3,4) <09.
Osoitamme liséiksi, ettd r(3,4) > 8. Kuten alla olevasta kuvasta [5 voimme havaita
on siis mahdollista piirtda verkko jolla on kahdeksan karked, mutta ei kolmen kérjen

klikkid tai neljan kérjen riippumatonta joukkoa.

KuvA 5. Esimerkin 23] verkko.

Néin olemme osoittaneet, etta r(3,4) = 9. O

3.4. Ramseyn lukujen tarkat arvot. Onko olemassa Ramseyn lukua r(5,5)?
Tallainen luku on kylld olemassa, mutta sille ei olla pystytty méarittdméaan tarkkaa
arvoa. Tiedetdédn, ettd sen arvo on jotain 43 ja 49 vililla. Téllaisia lukuja on viela
paljon jaljelld, silld niiden selvittdminen samaan tapaan, kuin edellisessé esimerkissé,

piirtdmélla verkko on ldhes mahdotonta. [7]

I 3 4 5 5 7 3 Q ik 11 12 13 14 15
i
3 6| 9 || 15| B % 16 o Bl I e 7
43 21 0 ] 8 | &R
’ wlas | B3| ® 56 9 92 | o7 | 1z | 133 | 14 153
- | 6 g | 1S AR E A IR T
. 43 | s8 | 80 | am 121 MR E D
49 | %7 | 13| 216 | & 142
6 102 11 127 169 178 253 252 317 401
165 | 208 | 405 | a0 | 11T
, 205 | 26 | 232 405 | 416 | S0
240 1031 1713 2826
. w2 | w17 517 s61
1470 | 3sss | eoen
568 S50
9
6588 | 12677
08 1265
1o 23356

TAULUKKO 1. Téahén taulukkoon on koottu kaikki télla hetkelld tun-
netut Ramseyn luvut. Taulukosta ndhddan myos Ramseyn luvut, joille
on mééritetty lukuarvot joidenka vélilta tarkka arvo 16ytyy. [7]

Taulukossa [1| on esitettynd muutamia Ramseyn lukuja. Esimerkiksi tarkka arvo
on médritetty Ramseyn luvulle r(4,5) = 25, luvulle 7(5,9) on pystytty médrittaméaan
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alaraja 121 ja yldraja 316, luvulle (6, 12) taas on méiritetty alaraja 262, mutta ei
yldarajaa ja luvulle r(7,10) on voitu maarittaa télld hetkelld ylaraja 2826, mutta ei
alarajaa. Seuraava taulukko saa meiddt ymmartdméédn laskennallisten ja tarkkojen
arvojen eroja.

n  Alaraja v2© Yliraja (2::12) tarkka arvo
3 3 6 6

4 4 20 18

) 6 70 43-49

6 8 252 102-165
7 11 924 205-540
8 16 3432 282-1870
9 23 12870 565-6588
10 32 48620 798-23556

TAULUKKO 2. Ramseyn lukujen r(n,n) arvoja. Taulukossa on esitetty
tarkat arvot mahdollisuuksien mukaan.

Taulukossa [2] esitelldén Ramseyn luvut r(n,n), missd n = 3,4, ..., 10. Liséksi tau-
lukossa esitetddn lukujen tarkat arvot, jotka on taulukon [I] mukaiset seké lauseiden
[17] ja [I§ nojalla madrittimamme rajat. Taulukon [2] avulla voidaan verrata tarkkoja
ja laskennallisia arvoja keskenédén ja havaitaan, ettd laskennalliset arvot ovat hyvin
kaukana tarkoista arvoista. Edellisten taulukoiden avulla voidaan siis havaita kuinka
haasteellista Ramseyn lukujen tarkka laskeminen on, silld vain pienet Ramseyn luvut
ovat tunnettuja.



1]
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