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Tiivistelma

Yrjanheikki, Sami
Weizsacker—Williams-fotonipilvi
Kandidaatintutkielma

Fysiikan laitos, Jyvéskylan yliopisto, 2021, 53 sivua

Taméan tutkielman tarkoitus on johtaa Weizséickerin ja Williamsin menetelméssa
kaytetty fotonien lukumaérdjakauma. Weizsiackerin ja Williamsin menetelmé on
hiukkasfysiikassa kaytetty approksimaatio sahkomagneettisten vuorovaikutusten ja
tormaysprosessien tutkimiseen. Sahko- ja magneettikenttien muunnoskaavat joh-
detaan kenttatensorin avulla, ja niista selvitetadn liikkuvan varauksen sahko- ja
magneettikentdt. Lukuméarajakauman johtamisen oleellinen valivaihe, energiajakau-
man johto, tehdédan kahdella eri tavalla. Molemmat tavat antavat saman tuloksen,
joka on myo6s sama kuin kirjallisuudessa esiintyvé lauseke. Lukumaéaarajakaumalle
annetaan myos asymptoottisia approksimaatioita suuren ja pienen argumentin ra-
joilla. Lopuksi pohditaan energiajakauman johtoon kaytettyjen tapojen eroja seké

menetelmiin tarvittavia approksimaatioita.

Avainsanat: Weizsackerin ja Williamsin menetelmé, ekvivalentti fotoniapproksimaatio,

virtuaalifotonien menetelmé, fotonipilvi






Abstract

Yrjanheikki, Sami

Weizsacker—Williams photon cloud

Bachelor’s thesis

Department of Physics, University of Jyvéskyla, 2021, 53 pages.

The goal of this thesis is to derive the photon number spectrum used in the Weizséacker—
Williams method. The Weizsacker—Williams method is an approximation used
in particle physics to study electromagnetic interactions and collision processes.
Transformation rules for the electric and magnetic fields are derived using the field
tensor, and the electric and magnetic fields of a moving charge are determined from
those rules. A key step in the derivation of the number spectrum, the derivation
of the energy spectrum, is done in two different ways. Both approaches yield the
same result, which agrees with the formula found in the literature. Asymptotic
approximations are given for the number spectrum in the large and small argument
limit. Finally, the different methods used in the derivation of the energy spectrum,

as well as the approximations needed for them, are discussed.

Keywords: Weizsacker—Williams method, equivalent photon approximation, method

of virtual quanta, photon cloud






Esipuhe

Tassa tutkielmassa tutustutaan Weizsackerin ja Williamsin menetelméan. Mene-
telmaéssé ultrarelativistisen varatun hiukkasen sahko- ja magneettikentta tulkitaan
virtuaalifotoneista koostuvana pilvena. Tutkielman tavoitteena on johtaa kaava
naiden virtuaalifotonien lukumadarajakaumalle. Tutkielmassa ei kuitenkaan paésta
kasittelemaan menetelméan eri sovelluksia hiukkasfysiikkaan.

Tutkielman tarkoitus on kédyda lukumaéarajakauman johtaminen tarkasti lapi.
Kirjallisuudessa jakauman johto kasitelladn yleenséd melko nopeasti, jolloin moni
vélivaihe jad lukijan selvitettéaviksi. Samalla kéytetyt approksimaatiot jaédvéit haméran
peittoon.

Energiajakauman johdon aikana vastaan tulee paljon integraalilaskentaa. Osa
néista laskuista on esitetty tutkielman lopussa olevissa liitteissa. Tarkoitus on, ettéa
liitteet sisaltavat pelkastaan laskujen laskemista, jolloin paatekstin voi lukea ilman
liitteisiin tutustumista.

Haluaisin lopuksi kiittda ohjaajaani Hannu Paukkusta avusta tutkielman tekemi-
sessa ja kirjoitusprosessin aikana kaydyista monista keskusteluista, sekd vanhempiani

kaikesta siita, mitd he ovat minun eteeni tehneet.
Jyvaskylassd 13. toukokuuta 2021

Sami Yrjanheikki
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1 Johdanto

Weizsickerin ja Williamsin menetelméssi! kahden varatun hiukkasen torméyspro-
sessissa torméavan hiukkasen sdhkomagneettinen kentta korvataan ekvivalentilla
siteilypulssilla eli fotonipilvelld. Torméysprosessit ovat Weizsédckerin ja Williamsin
menetelman kohdalla perifeerisia tormayksié, eli hiukkaset eivit oikeasti tormaéd
toisiinsa, vaan kulkevat toistensa ohi. Torméaysprosessia voidaan nyt tutkia analysoi-
malla fotonipilven torméysté alkuperdiseen kohteeseensa. Weizséckerin ja Williamsin
menetelma sai alkunsa Fermin [1] artikkelista vuodelta 1924. Weizsacker [2] ja Wil-
liams [3] yleistivat Fermin idean relativistiseen tilanteeseen toisistaan riippumatta
vuonna 1934. [4, s. 724]

Williamsin [3] artikkeli esittelee yleisen menetelmén liséksi sen soveltamista
esimerkiksi atomien ja ydinten virittymiseen ja ionisaatioon seké atomiytimen ha-
joamiseen. Jackson [4, 15.5] puolestaan ndyttad, miten jarrutussiteilyn voi tulkita
virtuaalifotonien sirontana. Yleisemmalla tasolla Weizsackerin ja Williamsin mene-
telméd on semiklassinen approksimaatio Feynmanin sadnndille sihkomagneettisissa
vuorovaikutuksissa [5, s. 9].

Tassa tyossa kasitellaan klassista Weizsackerin ja Williamsin menetelmaé. Me-
netelmasta on tehty myos yleisempié versioita, kuten esimerkiksi hiukkasten spinin
huomioiva spin-3-versio [6] ja sihkoheikko [7] versio. Liséiksi samaa menetelmdé on
myo6s sovellettu gravitaatiositeilyyn [8].

Luvussa 2 johdetaan ensin sahko- ja magneettikentdn muunnoskaavat Lorentz-
puskuissa, ja tamén jalkeen liikkuvan varauksen sahko- ja magneettikenttien lausek-
keet. Luvun lopussa tarkastellaan, kuinka liikkuvan varauksen kentét kayttaytyvat
ultrarelativistisella rajalla. Luvussa 3 johdetaan varsinainen lukuméaérédjakauma.
Luvun alussa energiajakauma johdetaan kahdella eri tavalla, jonka jalkeen tarkastel-
laan saadun energiajakauman asymptoottisia approksimaatioita. Lopuksi jakauma

muunnetaan SI-yksikéihin ja johdetaan fotonien lukuméardjakauma.

'Englanniksi Weizsicker—Williams method. Tunnetaan myds nimilld ekvivalentti fotoniapprok-
simaatio (equivalent photon approximation) ja virtuaalifotonien menetelmé (method of virtual
quanta).



12

1.1 Yksikot ja merkinnat

Otetaan kayttoon luonnolliset yksikot

h=c=¢ =1, (1.1)

missé A on Planckin redusoitu vakio, ¢ valonnopeus ja €y tyhjion permittiivisyys.
Néita yksikoita kaytetdan, ellei toisin mainita. Mikali jokin lauseke A ilmoitetaan
Sl-yksikoissé, kaytetadn merkintad As). Vastaavasti Gaussin yksikoille kdytetdan
merkintdd Ag. Alaluvussa 3.4 kiytetddn yksikonmuunnosten yhteydessd merkintad
A ~ B, joka tarkoittaa rakenteellista sijoitusta. Tassa jokin lauseke A korvataan
toisella lausekkeella B. Merkinta otetaan kiyttoon, jotta se ei sotkeutuisi raja-arvon
merkintaan.

Kolmiulotteisen avaruuden vektoreita merkitdan lihavoidusti A, ja Minkowskin
avaruuden vektoreita A*. Kahden kolmiulotteisen avaruuden vektorin A ja B eukli-
dista sisatuloa eli pistetuloa merkitadin A - B. Minkowskin avaruudessa kdytetaan

metrista tensoria

Nuw =

o o o
|
—_
()

ja pisteelle 2# = (2°, 21, 22, 23) otetaan kiyttoon merkinté

Merkinta f ~ ¢ tarkoittaa asymptoottista ekvivalenssia, eli ettd f(x)/g(x) — 1
kun x — x*. Rajapiste x* riippuu tilanteesta. Yleensé on x* = 0 tai * = oo, ja tassa

tyossa myos x* = 1.
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1.2 Tensorilaskentaa

Fysiikan kannalta tensorit ovat olioita, jotka noudattavat koordinaattimuunnoksissa

tiettyjd muunnoskaavoja. Tensoreihin liittyy indeksejé, ja niiden merkintd on muotoa

Ty i (1.3)
Ylaindeksissi olevat indeksit, yhtdlon (1.3) tapauksessa aq,aq, ..., a,, ovat niin
kutsuttuja kontravariantteja komponentteja. Alaindekseja, yhtalon (1.3) kohdalla
bi,bs, ..., by, kutsutaan kovarianteiksi komponenteiksi. Esimerkiksi tensoria 7
kutsutaan toisen kertaluvun kontravariantiksi tensoriksi, ja tensoria 7T;; puolestaan
toisen kertaluvun kovariantiksi tensoriksi. Fysiikassa tensorit, joilla on kaksi indeksié,
ovat hyvin yleisid. Klassisen mekaniikan jannitystensori ja hitausmomenttitensori
ovat esimerkkeja kahden indeksin tensoreista.
Tensoreita kéasitellessa hyodynnetaan yleensa Einsteinin summaussaantoa, jonka
mukaan perikkiisten indeksien yli summataan. Esimerkiksi merkinté a;b’ tarkoittaa

sumimaa

n

Clibi = Z azb’

i=1
Kun indekseiné kaytetadn kreikkalaisia aakkosia, kuten pu, v, o tai p, summaus alkaa

nollasta ja paattyy kolmeen, esimerkiksi

3
po— I
Ty = quy .
pn=0

Jos toisen kertaluvun tensorin komponentit ajatellaan matriisielementteiné, voi-
daan tallaiselle tensorille antaa matriisiesitys. Esimerkiksi tensorin 7" matriisiesitys

jossain koordinaatistossa on

700 0L 02 03
70 1l 12 i3
T20 21 22 23
T30 31 32 33
Matriisiesitys riippuu aina kaytossa olevasta koordinaatistosta. Tensorit itsessédan
ovat koordinaatistovapaita, eiviatka ne riipu kaytettaviasta koordinaatistossa. Juuri

tdmé ominaisuus tekee tensoreista hyodyllisia fysiikan kayttoon.
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Oleellista tensoreissa ovat niiden muunnoskaavat. Siirryttaessé esimerkiksi koor-

1 ,.2 1 =2

dinaateista ' = (2!, z?,..., 2") koordinaatteihin 7 = (z',72,...,7"), toisen kerta-

luvun kontravariantti tensori noudattaa muunnoskaavaa [9, s. 962]
T = aiia—TjT’“, (1.4)
Oxk Ox!
missd 7% on tensorin T' kontravariantit komponentit kirjoitettuna z’-koordinaateissa
ja T vastaavat komponentit Zi-koordinaateissa.

Tensorien derivointi on yleisesti ottaen hieman monimutkaista. Tensorin derivaat-
taa kutsutaan kovariantiksi derivaataksi, ja yleisessa tapauksessa silla ja komponent-
tien osittaisderivoinnilla on eroa. Téssé tyossa keskitytadn kuitenkin Minkowskin
avaruuteen metriikalla (1.2) varustettuna, jossa kovariantti derivaatta yhtyy kompo-
nenteittaiseen osittaisderivointiin?. Tamén tyon puitteissa tyydytdin siis toteamaan,

ettd derivoitaessa tensoria derivaattaoperaattoreilla

o+ = (;,—V) tai 0, = (;,V) (1.5)

saadaan aina uusi tensori, jossa on yksi indeksi enemmén kuin alkuperaisessa tenso-
rissa. Tensoreista ja niiden derivoinnista erityisesti fysiikan nédkokulmasta voi lukea

esimerkiksi lahteesté [10], josta suurin osa tdmén alaluvun tiedoista on my6s peraisin.

2Ensimmaisen kertaluvun kontravariantin tensorin T* kovariantti derivaatta indeksin v suhteen
D,T" saadaan kaavalla [9, s. 969]

oTH
o w p
D,TH = D +T pVT ,

missé [, on toisen lajin Christoffelin symboli. Christoffelin symbolit voidaan laskea metriikasta

N kaavan [9, s. 967]

OxP oxv ox*

L 1 A 8771»\ 577/\/9 377,91/
I pv = 577} ( +

avulla, missi n** on matriisin (1.2) kéénteismatriisin alkio. Metriikan 7, kaikki matriisialkiot ovat
vakioita, joten derivaatat hévidvit ja siten myds I'* , hévida kaikilla u, v ja p. Néin ollen

orH

oxv

D, TH =

eli kovariantti derivaatta yhtyy osittaisderivointiin.
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2 Ultrarelativistisen hiukkasen kentta

Klassisen sahkomagnetismin keskiossa ovat sahkokentta E ja magneettikentta B
sekd ne yhteen kytkevat Maxwellin yhtalot. Monesti kenttien sijaan on katevampéaa
kéayttaa niiden potentiaaliesityksia. Maxwellin yhtaloiden perusteella on olemassa
skalaaripotentiaali ¢ ja vektoripotentiaali A niin, ettéd [11, 15.3]

0A

Kun sahkoémagnetismiin sisallytetdan myos suppea suhteellisuusteoria, on helpom-
paa késitella suureita, jotka siilyvét tai noudattavat yhtalon (2.4) kaltaisia muun-
noskaavoja Lorentz-muunnoksissa. Sailyvéda suuretta kutsutaan Lorentz-invariantiksi
ja muunnoskaavaa noudattavaa suuretta puolestaan Lorentz-kovariantiksi. Kuten yh-
téloista (2.9) tullaan ndkemadn, séhko- ja magneettikentté eivit ole tallaisia suureita.
Kuitenkin esimerkiksi Maxwellin yhtalot voidaan kirjoittaa pelkdstaan invariant-
tien ja kovarianttien suureiden avulla. Néin saadaan siéhkomagnetismin kovariantti
muotoilu. [11, s. 848-851] Alaluvussa 2.1 esitelldén sdhkomagneettisten kenttien
Lorentz-muuntumisen kannalta oleelliset asiat kovariantista sahkémagnetismin teo-

riasta.

2.1 Sahkomagneettisen kentan Lorentz-muunnos

Aloitetaan maarittelemélld nelipotentiaali A* = (¢, A) ja sdhkomagneettinen kentté-
tensori [4, (11.132) ja (11.136)]

P o= 0rAv — o AP, (2.2)

missé derivaattaoperaattori O* maariteltiin yhtalossé (1.5). Kenttatensorin méadaritel-
méstéd (2.2) on selvdd, ettd F* =0 ja F* = —F"*. Matriisiesitystd varten riittaa
siis laskea komponentit FO!, FO2 O3 12 13 5 [23 Kun v # 0, saadaan yhtélosté
(2.1), etta
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Y Y,

FOu: OAI/_ IJAO: AV ,/AOZ
A — 9" A° = A" + 8 5t 5

=—-F,.

Vastaavasti

F12:81A2—82A1:—81A2+82A1:—(VXA)Z:—B27
FB =943 - 9PA' = —9, A% + 0; A = (VxA), =B,
F2 = 9?4 - PA* = —0,A® + 034> = —(V x A), = —B,.

Néin saadaan tunnettu matriisiesitys

0 —-E, —E, —E.
E, 0 -B. B,
E, B. 0 —B,
E. -B, B, 0

F= (2.3)

Kuten luvussa 1.2 todettiin, tensorin kovariantti derivaatta, joka tamén tyon puit-
teissa tarkoittaa tavallista osittaisderivointia operaattoreiden (1.5) avulla, on edelleen
tensori. Mééritelmésta (2.2) ndhdéédnkin, ettd F'* toisen kertaluvun kontravariantti
tensori, kuten sen nimitys antoi jo ymmartda. Téllaisen tensorin muunnoskaava

koordinaattimuunnoksessa z'# — x* on yhtalon (1.4) mukaisesti

" v
_ Ot 0¥,
ox'r 0x'°

Fr (2.4)
Tarkastellaan sitten kuvion 1 mukaista Lorentz-puskua z-akselia pitkin pilkulli-

sesta koordinaatistosta ’# pilkuttomaan z#. Téallaiselle puskulle patee [4, (11.18)]

t =t + va'),
x =y +ot'),

it ) (2.5)
y=y,

z=12,

missi 7 = 1/v/1 — v? on Lorentzin tekija. Merkitsemélld A% = 92 /0z nihdéén,

ettd muunnoskaavan (2.4) voi kirjoittaa muodossa
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P = AP PPN (2.6)

Osittaisderivaatat laskemalla saadaan matriisiesitys

v v 0 0
0 0
A= 1" 7 . (2.7)
0 0 10
0 0 01
Nyt esimerkiksi matriisiesityksista (2.3) ja (2.7) saadaan, ettd

Ex — _F01 — _AopFlpUAlg _ —AOOF/01A11 o A01F110A10 _ _,_)/2F/01 - ’)/Z’UQF/lO
=7'E, -y E, =7 (1 —v)E, = E,.

Laskua voi nopeuttaa huomaamalla, ettd muunnoskaava (2.6) vastaa matriisituloa

F=AF'AT, (2.8)

missié AT tarkoittaa matriisin A transpoosia. Laskemalla matriisitulo (2.8) auki

saadaan
‘0 -E, —E, —E.
o |B: 0 -B. B,
E, B. 0 -B,
E. -B, B, 0
(v qv 0 0] [0 -E, —E, —E/||v qv 0 0
|y oy 00 |E, O =B, B,l|vw v 00
0 0 1 0||E, B 0O =-B||0 0 10
0 0 0 1] |E] _B; B!, 0 0 0 01
0 B, (B, +vB) —(E,—vB)
_ E! 0 —(B.+vE)) ~(B,—vE])
fy(Ez’/ +oB)) ~(B.+ UE;) 0 —B.
V(B — UB;) —v(B’y —vFE!) B’ 0
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v
8

Y

Kuvio 1. Koordinaatistot S ja S’. Koordinaatisto S’ liikkuu koordinaatiston
S suhteen nopeudella v oikealle. Havainnoitsija on koordinaatiston S suhteen
paikallaan pisteessa (0,0, b), ja varattu hiukkanen on paikallaan koordinaatiston
S’ origossa.

Matriisielementtejé vertaamalla ndhdaén, ettéa

Ex = E;/m Ba: = lea
B, =~(E,+vB)), Jja B, =7(B,—vE), (2.9)
E,=~(E. — UB;), B, =~(B., + UE;)

2.2 Liikkuvan varauksen kentat

Tarkastellaan varauksella ¢ varattua hiukkasta, joka liikkuu havainnoijan O suh-
teen nopeudella v. Olkoon b > 0 pienin etéisyys hiukkasen ja havainnoijan valilla.
Parametria b kutsutaan usein torméysparametriksi. Olkoon S havainnoijan O lepo-
koordinaatisto, missd hiukkanen liikkuu x-akselia pitkin oikealle vauhdilla v. Olkoon
S’ hiukkasen lepokoordinaatisto, jossa hiukkanen on koko ajan origossa. Oletetaan,
ettd molempien koordinaatistojen z-akselit ovat samansuuntaiset. Vaaditaan lisak-
si, etta ajanhetkella ¢t = ¢ = 0, molempien koordinaatistojen origot kohtaavat.
Molemmat koordinaatistot on esitetty kuviossa 1.

S’-koordinaatistossa varaus on paikoillaan, joten tunnetusti kentille pétee

E=_—' ja B =0. (2.10)
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Tehdééan sitten pusku koordinaatistosta S” koordinaatistoon .S, joka voidaan laskea

kayttamalld muunnoskaavoja (2.9). Yhtalosta (2.10) saadaan

/

E,=E, = “
z z Ar (:L"2 + y/2 + 2/2)3/2’
Yqy'
E,=~E = , 2.11
Y Voo4r (x/2 + y/2/+ z’2)3/2 ( )
Yqz
E,=+F = .
A (x/2 +y?+ 2/2)3/2

Kirjoitetaan sitten kentta (2.11) koordinaatiston S koordinaatein, jotka saadaan

Lorentz-muunnoksesta (2.5). Néissa koordinaateissa sahkokentéksi (2.11) saadaan

g qy(x — vt)
T 2 2 4 .2 4 ,2)3/27
A (v2(x — vt)? + y? + 22)
avy
E, = ; 2.12
Ydr (2 — vt)? 4 2 + 22)%? (2:12)
B — qyz
2 2 2 4 2 4 2)3/27
Am (v (z — vt)* + y* + 27)
Magneettikentéksi puolestaan tulee muunnoskaavojen (2.9) avulla
B, =B, =0,
B, =v(B, —vE]) = —wE! = —vE,, (2.13)

B, =~(B, +vE,) =k, = vE,.

Sédhkokentan (2.12) kayttdytymistd eri nopeuksilla on esitetty kuviossa 2, josta
nidhdéain, ettd kenttéviivat Lorentz-kontraktoituvat liikkeen suuntaisesti.

Havainnoitsijan O koordinaatit koordinaatistossa S ovat (0,0, b). Sdhkokentta,
jonka havainnoitsija O mittaa, saadaan sijoittamalla koordinaatit (0,0,b) yhtalo6n
(2.12):

qyvt
E:c = 3/2°
A7 (v20%t? + b?)
E, =0, (2.14)
E, =

qvb
A (y202t? + 192)3/2
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Séahkokentén tasa-arvopinnat v = 0 Sahkokentén tasa-arvopinnat v = 0,8¢
1 0 [T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T ] 1 0 [T T T T T
0.5 1 0.5F
> 0.0 b = 0.0
-0.5F 1 -0.5F
-1.00 L L L | 1.0 1 1 1 |
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
x x

Kuvio 2. Nopeudella v liikkuvan varatun hiukkasen sdhkokentan (2.12) normin
tasa-arvopintoja tasossa z = (0. Molemmissa kuvissa tasa-arvopinnat ovat samoja
ja ne ovat toisistaan yhta kaukana. Kun v = 0, tasa-arvopinnat muodostavat
odotetusti ympyroita. Kun v > 0, tasa-arvopinnat alkavat kutistua liikkeen
suuntaan ja venya liikkeen suuntaa vastaan. Tamé voidaan tulkita kenttéviivojen
Lorentz-kontraktoitumisella.

Vastaavasti magneettikentta (2.13) havainnoitsijan O mittaamana on

B, =0,
B, = —vE,, (2.15)
B, =0.

Téassé kohtaa on hyvé tarkistaa, etté sijoittamalla havainnoitsijan O koordinaatit
S’-koordinaatistossa, jotka ovat (—vt’,0,b), suoraan lausekkeisiin (2.11) ja (2.13), ja
tekemalld muunnos t' = (¢t — vx) = vt, saadaan sama tulos kuin yhtéloissd (2.14) ja
(2.15).

Tarkastellaan sitten ultrarelativistista rajaa v — 1. Yhtalon (2.12) perusteella

qy
E| = x—vt)? 4+ y?+ 22 2.16
ol A7 (y2(z — vt)? +y2+z2)3/2 \/( ) ( )

Kun z # vt, ndhdaan yhtilostd (2.16) suoraan, ettéd |E|| — 0, kun v — 1. Jos taas
x = vt, on tilanne hieman monimutkaisempi. Liitteessd A on laskettu sdhkokentian

normin ||E|| integraali yli valin [vt — e, vt 4 €], missd € > 0 on mielivaltainen. Tulos
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on yhtélon (A.4) mukaisesti

vtt+e 1
/ |E| dz = L g (arctan%,1/1—2> :
vi—e 2mr r ol

missd F on toisen lajin elliptinen integraali ja r = /22 + y?. Ultrarelativistisella

rajalla 7 — oo saadaan yhtédlon (A.4) ja jatkuvuuden avulla

vt+e
[ B e 2 L
vt—e 2mr

Nyt siis ultrarelativistisella rajalla ||E| on nollaa kaikkialla muualla paitsi pis-
teessid x = vt, jonka ymparilla normin ||E|| integraali lahestyy vakioarvoa. Tamé on

ominaista Diracin deltafunktiolle, joten voidaan sanoa, etta

: = sy — 45—
lig [ Bl = 50 — 1) = 5 eble — 1), (2.17)

Yhtélosta (2.17) nahdaéankin, ettd kun hiukkasen nopeus ldhestyy valonnopeutta, sen
sihkokentédn suuruus piikittyy teravéasti ja alkaa muistuttamaan vahvasti z-akselille
lokalisoitunutta pulssia, joka etenee valonnopeudella. Samasta yhtalosta nahdadn
myos se, ettd kun tarkastelupistetta siirretddn kauemmas x-akselista, jolloin siis r
kasvaa, niin myos sihkokentan suuruus pienenee nopeudella 1/r. Tata kdyttaytymisté

on havainnollistettu kuviossa 3.

2.3 Ekvivalentit pulssit

Poyntingin vektori S = E x B kuvaa sita kohtisuorassa olevan pinnan lépi virtaavaa
energiaa per aikayksikko per pinta-alayksikko. Kenttien (2.14) ja (2.15) kohdalla

Poyntingin vektoriksi tulee

S=ExB=-E.BX+ E,B,j2=vE%X —vE,E,2. (2.18)

Vektorin (2.18) z-komponentti —vE, E, on pariton ajan funktiona, joten se havida ai-
kakeskiarvoa otettaessa. Weizsackerin ja Williamsin menetelméssa tata komponenttia

ei huomioida [5, s. 16]. Merkitéén jéiljelle jadvaa komponenttia
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Sahkokentédn normi v = 0,1¢
Séhkokentdn normi v = 0,1c 20 . : .
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-2& n ? ! n|
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Sahkokentédn normi v = 0,999¢

2

-1

_o - .
-2 -1 0 1 2

xr

Kuvio 3. Nopeudella v liikkuvan varatun hiukkasen sdhkokentén (2.14) normi

tasossa z = 1 ja ajanhetkelld ¢ = 0. Nopeuden kasvaessa kentté alkaa piikittymaén
liikkkeen suuntaisesti.
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Yhtéloista (2.14) ja (2.15) ndhd&én heti, ettd E; - B =E; -x =B - % =0, eli kentét
ovat kohtisuorassa toisiaan ja etenemissuuntaa vastaan. Lisdksi huomataan, ettéa

ultrarelativistisella rajalla

IBIl = vl B[] — [[Eq]]. (2.20)

Néamé havainnot yhdessa yhtéalon (2.17) kanssa oikeuttavat tulkinnan siité, etté
kentdt E; ja B kuvaavat ultrarelativistisella rajalla tasoaaltopulssia. Aaltohiukkas-
dualismin perusteella tdméa pulssi voidaan tulkita fotonipilveksi. Naille fotoneille
kaytetaan nimitysta ekvivalentti fotoni, josta myos tulee nimitys ekvivalentti foto-
niapproksimaatio.

Kentan (2.14) z-komponenttia ei esiinny ollenkaan pulssissa S;. Jackson [4,
s. 726] ottaa téssé vaiheessa kdyttoon keinotekoisen kentdn B,, jonka avulla myos
sihkokentan komponentti E, voidaan huomioida. Kenttd B, on vain matemaattinen
apuvéline eikd siis todellinen. Ktusek-Gawenda [5, s. 16] kuitenkin toteaa, etté
taméa keinotekoinen kenttd voidaan perustella kvanttikenttédteoreettisilla laskuilla.
Tassa tyossa tehdédan vain klassinen tarkastelu, joten keinotekoiselle kentélle ei
saada mitdan fysikaalista perustelua. Alaluvussa 3.1 kuitenkin huomataan, etté
ultrarelativistisella rajalla tdmén kentén vaikutus havida nopeasti. Keinotekoinen

kentté voidaan madritella niin, ettd [5, (1.2.15)]

B,=2xE=E,53. (2.21)

Néin saadaan toinen pulssi

S, =E, x B, = E?2; E, = E,%. (2.22)

Keinotekoinen kentté (2.21) voidaan valita néin, koska nyt Es - B, = 0 ja ||B,|| =
[ Ez|.
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3 Taajuusjakauma

Alaluvun 2.3 perusteella ultrarelativistisen hiukkasen sahkomagneettiset kentat voi-
daan korvata virtuaalifotonien pilvelld. Téssé osiossa johdetaan kaava fotonijakau-
malle dN/dw, joka kertoo niiden fotonien lukumééran, joiden taajuus on valilla
[w,w + dw]. Oleellinen vélivaihe fotonijakauman johdossa on energiajakauman dU/dw
lausekkeen johtaminen. Energiajakauma ilmaisee taajuusvalilld [w,w + dw] olevien

fotonien sisdltdmén energian.

3.1 Energiajakauma energiatiheyden avulla

Johdetaan tassa alaluvussa energiajakauma energiatiheyden avulla kirjan [12] kap-
paleen 10 tavoin tarkastelemalla ekvivalenttien pulssien (2.19) ja (2.22) sisaltamaa
energiaa. Energiatiheys u kertoo sihkomagneettisten kenttien sisdltiméan energian

per tilavuusyksikko ja sen yleinen lauseke mielivaltaisessa pisteessé on [11, s. 508]

1
u=u(r,y,zt) = 3 (1B@.y,z 01 + By 2. 0)?) (3.1)

Kokonaisenergia saadaan integroimalla energiatiheytta (3.1) koko avaruuden yli:

Ut) = ///u(w,y,z,t) dx dydz. (3.2)

Integraali (3.2) ei ole oikeasti aikariippuvainen, silld ajan kuluessa energiatiheys
liikkkuu z-akselia pitkin eikd muuta muotoaan.

Ongelma tdssia kohtaa on se, ettd integraalin (3.2) laskemiseksi energiatiheys
u pitaisi tietdd mielivaltaisessa pisteessi. Kenttien (2.14) ja (2.15) lausekkeet pé-
tevit kuitenkin vain pisteeseen (0, 0,b) asetetulle havainnoitsijalle. Taméa ongelma
voidaan ratkaista vastaavalla tavalla kuin milla kokonaisenergia U todettiin ajasta
riippumattomaksi. Idea on seuraava: sen sijaan, etta integroidaan koko avaruuden
R? yli jollakin kiinnitetylld ajanhetkelld, voidaan integrointi suorittaa antamalla
ajan muuttua ja integroimalla jokaisella ajanhetkelld energiatiheydesta vain tason

x = 0 lapaiseva osuus. Aikavalilld |—oo, 0o| koko energiatiheys lapéisee tason x = 0,
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joten tulos on ekvivalentti yhtalon (3.2) kanssa. Tilanne on pyérahdyssymmetrinen
x-akselin suhteen, joten integrointi riittda tehda pitkin suoraa x = y = 0. Télle
suoralle havainnoitsija O voidaan asettaa mielivaltaiseen pisteeseen, jolloin péaastiaan
hy6dyntamééan kenttia (2.14) ja (2.15).

Formaalimmin: olkoon ¢’ jokin ajanhetki ja (x,y,b) jokin piste. Pyorahdyssymet-

rian nojalla voidaan olettaa, ettd y = 0. Asetetaan

x
t==+t 3.3
Lt (3.3
jolloin yhtélon (2.12) perusteella
r — vt
qry
E(z,0,0,t) =
( ) 4 (v (x — vt)? + 1)2)3/2 ;
(3.4)
—ot’
qy /
= 0 | =E(0,0,b,t").
A (720275/2 + b2)3/2 ) ( )

Jalkimmainen muoto on tasmaélleen sama kuin havainnoitsijan O nakemé sahkokentté
(2.14). Yhtalo (3.4) kertoo siis sen, ettd jokainen energiatiheyden piste lapéaisee jossain
vaiheessa suoran x = y = 0, joten integrointia varten riittaa tietda energiatiheys talla
suoralla. Yhtélostéd (3.3) puolestaan nahdéaan, ettd dz = vdt. Ultrarelativistisella
rajalla voidaan kuitenkin tehda approksimaatio dx = dt.

Siirrytaan sitten kuvion 4 mukaisiin sylinterikoordinaatteihin (b, ¢, z). Kokonai-

senergia (3.2) voidaan edelld ndytetyn perusteella kirjoittaa muotoon

U= /// qb,mtbdbdgbdm—// (6,0,0,) bdbdg dz

:///u (b,0,0,¢) bdbdgbvdt:///ub,o,o,t bdbdsdt.

Kyseinen integraali ei kuitenkaan suppene, joten katkaistaan integraali radiaaliakse-

(3.5)

lilla b pisteeseen by, > 0, jota kutsutaan minimitérmaysparametriksi. Integrointi
tehdaan siis yli joukon [byin, 00[ X [0, 27] X |—00, o0o[. Katkaisu ei vaikuta integrandin
aikainvarianssiominaisuuksiin, silld integrointi x-akselia pitkin tapahtuu edelleen
koko reaaliakselin yli.

Tassa tyossd keskitytadn yhteen varattuun hiukkaseen. Weizsackerin ja Wil-

liamsin menetelmééa sovelletaan kuitenkin usein perifeerisiin torméyksiin, joille on
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Y

Kuvio 4. Pisteen P esitys sylinterikoordinaateissa (b, ¢, x).

olemassa jokin pienin etaisyys by, > 0 niin, ettd jos hiukkaset kulkisivat toistensa
ohi yhtédan lahempaé, ne tormaisivat toisiinsa. Tallaiset tapaukset eivat enda kuulu
perifeeristen torméysten piiriin. Esimerkiksi ydintérméysten kohdalla minimitor-
maysparametriksi by, voidaan valita ydinten séteiden summa. Tilanteesta riippuen

minimitorméaysparametrille voidaan antaa myo6s muita arvoja [4, s. 725-729].

1. pulssi (2.19) koostuu kentista E; ja B, joiden energiatiheys on yhtélon (3.1)

perusteella

1
= (b,1) = 5 (B0, 01 + [B@.0)]°). (3.6)
Yhtalon (2.20) perusteella ultrarelativistisella rajalla voidaan tehdd approksimaatio
|B|| = [|E1||- Yhtélosta (3.6) saadaankin siis, etté
ur = [[E1 (b, 1)1 (3.7)

2. pulssi (2.22) puolestaan koostuu kentistda E; ja B,, joten jéilleen yhtalon (3.1)

mukaisesti

up = uz(b,t) = ; (b, I + 1B (b, )]1) - (3.8)

Pulssien kokonaisenergiatiheydeksi saadaan yhtéloiden (3.7) ja (3.8) perusteella
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w= (b, 1) = (b,1) + us(b, 1) = 3 (2B, 1) + [Bab, D + [Bu(b, 1)),

jolloin sijoittamalla lausekkeet (2.19), (2.21) ja (2.22) saadaan, ettd

_ ; (21E-(6, ) + | Ea(b, ) + | Ew(b, 1))

= |E, (b, t)]” + | E.(b, ).

(3.9)

Pyorahdyssymmetrian perusteella integraalissa (3.5) muuttuja ¢ voidaan integroi-

da pois, jolloin siita jéa jéljelle kerroin 27r. Nain ollen

U:27r/oo /°° u(b, )b dbdi

—27r/ b/ u(b,t)dt db (3.10)

_27r/b' b(/_ B (b, 1)) dt+/ E.(b, 1)) dt)db

Soveltamalla Parsevalin lausetta (B.2) integraaliin (3.10) saadaan

A

E.( dw—i—

U:27r/oo b</
bmin —00

missé E, ja E, ovat sihkokentin (2.14) komponenttien Fourier'n muunnokset. Fou-

(@) )db, (3.11)

rier'n muunnoksia on kasitelty tarkemmin liitteessd B. Komponentit F, ja E, ovat
reaalisia, joten liitteessd B osoitetun kaavan (B.5) nojalla taajuusintegraali (3.11)

voidaan kirjoittaa vain positiivisten taajuksien avulla, jolloin siis

v=ar [ o ([7]Bw) dw+/ B do) db
bin A0 (3.12)
= 47?/ / < > dbdw.
Yhtalosta (3.12) voidaan nyt lukea, etté
dU oo ~ 2 | a 2
o= /bm b ( Eow)| +|E.(w)| ) db. (3.13)

Taajuusjakauman (3.13) integraali on laskettu liitteessid C ja tuloksena on yhtalon
(C.6) mukaisesti
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dU q2 Wbmin

o= W{QXKO(X)Kl(X) o’ (K700 - K§() b, x = o

missa funktiot K, ovat toisen lajin modifioituja Besselin funktiota.

Tarkastellaan liitteessa C tehtyd laskua vield hieman tarkemmin. Yhtalossa
(C.4) on esitetty 2. pulssin (2.22) osuus ja yhtélossda (C.5) puolestaan 1. pulssin
(2.19) osuus energiajakaumasta. Néistd yhtaloistd ndhddan, ettd 2. pulssin osuus
taajuusjakaumassa on ultrarelativistisella rajalla paljon pienempi kuin 1. pulssin
osuus, silld 2. pulssin lausekkeessa (C.4) on edessi tekiji 1/92, joka lihestyy nopeasti
nollaa ultrarelativistisella rajalla v — oco. Tama tarkoittaa, ettd keinotekoisen kentan
vaikutus on melko pieni, ja sitd voidaankin pitdd kertaluvun 1/4? korjauksena 1.
pulssin muodostamaan jakaumaan.

Korostetaan viela tassa kohtaa, ettd edella tehtiin nelja approksimaatioita:

(1) Yhtélon (2.18) komponentti —vE, E,Z jatettiin laskuista pois.

(2) Energiatiheytta (3.9) laskettaessa oletettiin, ettd ||B| = ||E,||, eikd |B]| =
v[[Eq ]

(3) Siirryttiessa integroimaan z-akselilta aika-akselille, oletettiin yhtalossé (3.5),

ettd x =t ja do = dt, eikd x = vt ja dz = v dt.

(4) 2. pulssin (2.22) kohdalla otettiin kayttoon keinotekoinen kenttd B,,.

Téssa alaluvussa kuvattu menetelmé toimii myo6s ilman naita approksimaatioita.
Energiatiheys voidaan nimittiin kirjoittaa suoraan kenttien (2.14) ja (2.15) avulla

ilman oletusta ||B|| = ||Eq|| tai keinotekoista kenttaa, jolloin tuloksena on

w = u(b, 1) = ; (1Bu(b, ) + (1 + %) | E. (b, 1)) (3.14)

Integroimalla energiatiheyttd (3.14) kuten yhtalossa (3.10) huomioimalla, etté nyt

dr = vdt saadaan, etta

U:m/oo b(/oo \Ex(b,t)\th+(1+U2)/°° |Ez(b,t)|2dt) db,

bmin -

jolloin Parsevalin lauseen perusteella saadaan yhtaloa (3.12) vastaava lauseke
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o[ s [

bmin [e%s)

B dw) b,

Kun kirjoitetaan vield integraali positiivisten taajuuksien avulla, tuloksena on

U:27w/oo/oo b(
0 Jbmin

josta saadaan yhtalon (3.13) tapaan

Ew)[ + 1+ 0?) \Ez(w)f) dbdw,

jg - /b°° b (\E}(w)f 41+ 0?) ‘E‘Z(w)‘2> db. (3.15)

Integraalin (3.15) voi laskea samalla tavalla kuin yhtalossé (C.6) naytettiin. Tuloksena

min

on

w _ ¢
dw 4720

{1+ v)xKo () K () — o™ (K2 () — K3(0) } (3.16)

missé jalleen y = whyi,/yv. Alaluvussa 3.3 tullaan ndkeméaan, ettd jakauma (3.16) yh-
tyy aiemmin johdettuun jakaumaan (C.6) ultrarelativistisella rajalla. Tastd voidaan
paatelld, ettéd jakauman (C.6) johdossa tehdyt approksimaatiot péatevit ultrarelati-
vistisella rajalla. Alaluvussa 2.3 tehty fotonitulkinta on kuitenkin jakauman (3.16)

kohdalla kyseenalainen, joten sen jatkokésittely jaa vahemmaélle huomiolle.

3.2 Energiajakauma Poyntingin vektorin avulla

Alaluvussa 2.3 kuvattiin, ettd Poyntingin vektori S on kohtisuoran pinnan ldpéiseva
energiavuo aikayksikkod kohti. Suuntaan 1 siirtyva teho differentiaalisen pinta-alan

dA ldpi on siis

P U
dA ~ dtdA

Yhtalon (3.17) perusteella pinnan ldpi virtaava energiavuo on

S - f. (3.17)

v _ e dU
dA  Jooo dtdA

Pulssille (2.19) pétee ultrarelativistisella rajalla S; — E2, jolloin

dt. (3.18)
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S, -%x=|E.(bt)]. (3.19)

Pulssille (2.22) saadaan puolestaan

Sy -7 = |E.(b, 1),

joten yleinen S - fi voidaan téssé tapauksessa korvata jollakin séhkokentdn E kompo-
nentilla. Merkitaan tatd komponenttia funktiolla G(t), jolloin yhtéléiden (3.17) ja
(3.18) nojalla

jz — O:O G dt. (3.20)

Soveltamalla yht&l6on (3.20) Parsevalin lausetta (B.2) saadaan

W _ e I dw. (3.21)

dA . G(w)

Sahkokentan komponentti G on reaalinen, joten liitteessd B osoitetun kaavan (B.5)

nojalla voidaan taajuusintegraali (3.21) kirjoittaa vain positiivisten taajuuksien avulla.

Tuloksena on

dU S APYRENE:
— =2 . 22
= /0 G| dw (3.22)
Yhtélosta (3.22) voidaan nyt lukea, etté
d*U AL 2
3 =2 G(w)| (3.23)

Pulssille (2.19) pétee G(w) = E.(w) ja pulssille (2.22) puolestaan G(w) = E,(w),
joten yhtélon (3.23) avulla

d2U1 A 2

=2|FE 24
eI A® (3.24)
d2U2 A 2
odd = E.(w)| , (3.25)

misséd U; on pulssiin S; liittyva energia ja Us vastaavasti pulssiin Sy liittyva energia.

Kuten alaluvussa 3.1, energiajakauma saadaan integroimalla jakaumia (3.24) ja
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(3.25) sylinterikoordinaatistossa suoran x =y = 0 yli, jolloin

2 2
= M (s o) 4
_ 2/0% /bm b ( I Az(w)f) db do.

Hiukkasen liike z-akselia pitkin on pyorahdyssymmetrinen, joten kenttien komponen-

2 (3.26)
w)‘ +

tit eivit riipu muuttujasta ¢. Integroimalla muuttuja ¢ pois saadaan yhtalo (3.26)

muotoon

35 — 4r /boo b ( Ba(w)| + Az(w)f) db. (3.27)

Integraali (3.27) on taysin sama kuin yhtélossé (3.13), joten saatiin sama jakauma

kuin alaluvussa 3.1 energiatiheyden avulla.

3.3 Asymptoottinen kayttaytyminen

Tarkastellaan seuraavaksi pienen (xy — 0) ja suuren (x — oco) argumentin asymptoot-
tisia kehitelmia. Lahdetaan liikkeelle Besselin funktioiden asymptoottisista muodoista.
Rajalla z — 0 patee [13, (10.31.2) ja (10.30.3)]

2
log o v =20,
ze
ST) <;) . v >0,

missd merkintd f ~ ¢ tarkoittaa asymptoottista ekvivalenssia, ja vg ~ 0,577 on

Eulerin ja Mascheronin vakio. Rajalla z — oo puolestaan pétee [13, (10.40.2)]

1
1 87, UV = 0,
m z
K, ~ | —e " 3.29
(2) 5,¢ .3 1 (3.29)
- UV =
8z’

Soveltamalla yhtélod (3.28) energiajakaumaan (C.6) saadaan, etté
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2
_ T NN 2 3.30
= 53 {QIOg err L + vy <log X€7E> } (3.30)

2 2
~ % 2log — vy,
4m2v XevE

missd viimeinen arvio seuraa raja-arvosta x log x —— 0. Huomautetaan, etti 2/e72 ~

1,123, joka on Jacksonin [4, (15.56)] esittdmén asymptoottisen approksimaation
sisaltaméan numeerisen arvon 1,123 suljettu muoto. Téysin vastaavasti saadaan arvio

jakaumalle (3.16)
dU q° 9 2 9
"~ T {(1 + v ) log o vep. (3.31)

Yhtaloistd (3.30) ja (3.31) ndhdaan myos, ettd ultrarelativistisella rajalla v — 1,

jolla x — 0, jakaumat (C.6) ja (3.16) yhtyvéit toisiinsa ja ovat asymptoottisesti

ekvivalentteja.

Sovelletaan sitten suuren argumentin approksimaatioita (3.29) jakaumaan (C.6).

Tuloksena on

dU ¢ T _ 1 3 1 1
dw "~ 12 2X{2 (1‘ 8X> <”8x> —U <x+8x2>}
i (3.32)

#672" (2 — v2) ,

missa viimeinen arvio seuraa siitd, etta (1 — 1/8y)(1 + 3/8x) ~ 1 ja 1/8x ~ 0.

Tarkastellaan sitten vield jakauman (C.6) sisdltdmééd kokonaisenergiaa, joka

saadaan integroimalla yli kaikkien taajuuksien:

o qU
= — dw. .
U /0 o (3.33)

Jakauman (C.6) tapauksessa integraali (3.33) on laskettu liitteessd C. Tulos on

yhtélon (C.13) mukaisesti

y(4-1?). (3.34)
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Toistamalla vastaava lasku jakaumalle (3.16) saadaan tulokseksi

q2

U= 64D

v (2+0%). (3.35)

Relativistisella rajalla v — 1 lausekkeet (3.34) ja (3.35) yhtyvét, kuten voikin olettaa,

mutta epérelativistisella rajalla v — 0 lauseke (3.35) lahestyy vakioarvoa

¢ ) ¢
lim —L (2 _ .
vi%l*' 64bmjn7 ( v ) 32bmin

Sen sijaan (3.34) hajaantuu ddrettomyyteen. Téssa mielessd jakauma (3.16) kayttéy-
tyy paremmin kuin (C.6). Epéarelativistinen raja ei kuitenkaan ole mielekés jakau-
malle (C.6), silla alaluvussa 2.3 tehty fotonitulkinta péatee vain ultrarelativistisella

rajalla.

3.4 Yksikkomuunnokset

Yhtélo (C.6) on esitetty hiukkasfysiikan luonnollisissa yksikoissa (1.1). Muunnetaan
ensin tdmé lauseke SI-yksikéihin. Luonnollisissa yksikoissd ilmaistu nopeus v on

Sl-yksikoissé ve. Tasta saadaan ensinnakin Lorentz-tekijan ~ esitys Sl-yksikoissé:

1

YsI = \/17—72—;

Yhtélossa (3.36), ja vastaavasti seuraavissa yhtaloissa, merkinnalld Ag tarkoitetaan,

(3.36)

ettd lausekkeen A annettu lauseke on Sl-yksikoissa. Mielivaltainen suureen @) esitys
luonnollisissa yksikoissd voidaan muuntaa Sl-yksikoihin sijoittamalla v ~ v/c ja

tekemalla yrite

Qs = Qe (3.37)

missé h, ¢ ja €y ovat ne luonnonvakiot, jotka alun perin asetettiin yhdeksi yhtéalosséa
(1.1), ja vaatimalla, ettd vasemman ja oikean puolen yksikot tdsméavit. Sijoitusta
v~ v/c el ole valttamatontd tehdd, mutta se nopeuttaa muunnoksia. Todetaan jo

tasséd vaiheessa, ettéa
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(A" (¢ [eo]” = (Js)*(m/s)" (F /m)’
= (kngSfl)a (msfl)ﬁ (Azs‘lkg*lm*g)a (3.38)

— A26m2cx + 68— 35kga - 6846 —a—p
Esimerkiksi kerroin x on dimensioton, joten yritteen (3.37) perusteella asettamalla

Ccwbmin

st =" hecPe) (3.39)

ja vaatimalla, ettd xs on dimensioton, saadaan yhtalo

[h]a [C]B [60]6 _ A26m2a+ﬂ—35+lkga—584(5—o¢—ﬂ—1 -1 (340)

Yhtalosta (3.40) saadaan nyt yhtdloryhmé

20 =200+ —-30+1l=a—-0=40—a——1=0,

jonka ratkaisu on o = ¢ = 0 ja § = —1. Sijoittamalla tdma ratkaisu yhtél6on (3.39)

saadaan, etté

CWbmin —1 Wbmin
Xs1 = c =—
4% 4%

Kertoimella x on siis sama lauseke seka luonnollisissa yksikoissa etta SI-yksikoissa.

Tarkastellaan sitten energiajakaumaa (C.6). Sl-yksikoissa

<jg>9 = <47;]22“2>5| {2XK0(X)K1(X) - ?XQ (K200 - K@(X))} . (341

Aaltosulkeiden sisélla oleva termi on dimensioton, joten riittaéd selvittad etutekijan

q? /4m*v? esitys Sl-yksikoissi. Kuten edelld, asetetaan

23
4722
ja vaaditaan, ettd lausekkeella (3.42) on sama yksikko kuin energiajakaumalla dU /dw.

Jakauman dU/dw yksikké on Js = kgm?s™!, joten yhtilostd (3.38) saadaan, etté

hecP el (3.42)
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2 2
[q] [C] [h]& [C]B [60]6 — A26+2m2a+ﬂ—36kgoc—6s46—a—,3+2 — kngS—l’

josta puolestaan saadaan yhtaloryhma

25 +2 =0,
2+ 8 —35 =2,

4 (3.43)
a—0=1,

466 —a—pP+2=—-1.

Yhtaloryhmén (3.43) ratkaisuksi tulee @ = 0 ja § = 6 = —1. Sijoittamalla saatu

ratkaisu takaisin etutekijén lausekkeeseen (3.42) on tuloksena

( 4 >5| 0 (3.44)

dr2? ) 4dm2equ?’
Nyt yhtaloista (3.41) ja (3.44) saadaan lopulta energiajakauman (C.6) esitys SI-

yksikoissé:

2

((315 >5| g% {2xKo(X)K1(X) - Sx* (KR - Kg(x))} . (3.45)

4m2eqv?

Jacksonin [4, (15.54)] johtama lauseke energiajakaumalle on Gaussin yksikoissa

U 2¢% (c)? V2 o 2
aw ).~ we o) PEED0 = 5 ax (B0 = K, . A
<dw>c — (U> {x 0K () = 55X (KT00) = K3(0) (3.46)
Yhtélo (3.46) voidaan muuntaa SI-yksikoihin sijoittamalla ¢? ~ ¢*/4meq [4, s. 779,

jolloin tuloksena on

2

(;Ui >s. _ g {2XK0(X)K1(X) - X (KR - Kg(x))} . (347)

4m2eqv?

Huomataan, etta lausekkeet (3.45) ja (3.47) ovat tdysin samat, joten johdettu jakauma

(C.6) vastaa kirjallisuudessa saatua tulosta.
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Asymptoottisten arvioiden (3.30) ja (3.32) muunnos Sl-yksikéihin on nyt helppoa,
silla kun aaltosulkujen sisilla oleviin lausekkeisiin tehdaén sijoitus v ~» v/c, niista
tulee dimensiottomia. Toisaalta, etutekijan SI-muunnos on jo laskettu yhtalossa

(3.44), joten saadaan

2 2
2log — v—, x — 0,
<dU> ¢*c xew ¢ (3.48)
dw S| 471'260’02 T “ox < U2> '
—e 2—-—=51], x— >

3.5 Fotonijakauma

Kun energian taajuusjakauma (C.6) on laskettu, padstaan tésta helposti fotonien

maaran N taajuusjakaumaan. Yhdella fotonilla on energiaa U = hw, joten

dN 1 dU
(dwl. o (da))s. | (349)

Sijoittamalla yhtaloon (3.49) Sl-yksikoissé oleva jakauma (3.45) saadaan fotonien

lukuméarajakaumaksi lopulta

(‘ig)& = 4:2;_”)210‘) {QXKO(X)KI(X) - %293 (K200 - Kg(x))} . (3.50)

Fotonijakauma (3.50) ei vilttdmétta anna aina kokonaislukuarvoja, vaikka se
kuvaakin fotonien lukumaarajakaumaa. Jakauman johto on kuitenkin ollut pasasiassa
klassinen, joten esimerkiksi sdhko- ja magneettikentét voivat saada mielivaltaisia
arvoja eivatka ne ole kvantittuneet.

Soveltamalla aiemmin johdettuja asymptoottisia arvioita (3.48) saadaan myos

lukumaéarajakaumalle arvio

2 v?
2log ——, x—0,
dN ¢c 1 xeE 351
dw sI ~ 47T2€0h V2w T U2 ( ' )
e X (2- 5], x— oo
c

Fotonijakauma ja sen asymptoottisia approksimaatioita on esitetty kuviossa 5. Maa-

ritelmésta y = wbpin/yv ndhdéan, ettd kun by, tai w kasvaa, niin myos x kasvaa.
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Tama selittda sen, miksi pienen argumentin approksimaatio toimii hyvin pienilla
muuttujien by, ja w arvoilla, ja miksi suuren argumentin approksimaatio alkaa toimi-
maan vasta riittavan suurilla muuttujan w arvoilla. Kuviossa 6 puolestaan esitetaén,

miten jakauma riippuu hiukkasen nopeudesta v.
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Fotonijakauma w/h =1 GeV/h

AN 2
'R
A\ —— Fotonijakauma
050F o
I N\ Pienen argumentin approksimaatio
0.10
005;
1 1 1 L bmll’l [fm]
0 5 10 15 20
Fotonijakauma b,;, = 1 fm
AN o
[ Fotonijakauma
\
1000 |\ Pienen argumentin approksimaatio
v\
N
N - Suuren argumentin approksimaatio
10F
o0f LT
0.001
S T I S S S S S S S E S S S S w/ﬁ[GeV/ﬁ]

10 20 30 40 50

Kuvio 5. Lukuméarajakauma (3.50) ja asymptoottiset approksimaatiot (3.51)
minimitorméysparametrin by, (ylempi kuva) ja taajuuden w (alempi kuva)
funktioina logaritmisella asteikolla. Molemmissa kuvissa on kaytetty kahden
1%Au—y’cimen tormayksen realistisia arvoja v = 107 ja ¢ = 97e, missd e on
alkeisvaraus [5, s. 22]. Taajuudet on ilmoitettu hiukkasfysiikalle tyypillisemmissé
yksikoissd GeV, jolloin vastaava arvo Sl-yksikoissé saadaan jakamalla Planckin

redusoidulla vakiolla hA.
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Fotonijakauma w/h =1 GeV /h

a [10722 S]
1

0.500

0.100 |

0.050 F

— v = 0,999¢

0.010 L v = 0,9999¢

0.005:— v = 0,99999c¢
] \ \ \ ] ] ] brnin [fm]
2 4 6 8 10

Kuvio 6. Lukuméérdjakauma (3.50) minimitérméysparametrin by,;, funktiona
eri nopeuksilla v. Kuvassa on kédytetty kahden 1%Au—ytimen tormayksen realis-
tisia arvoja v = 107 ja ¢ = 97e, missd e on alkeisvaraus [5, s. 22]. Taajuudet
on ilmoitettu hiukkasfysiikalle tyypillisemmissa yksikoissa GeV, jolloin vastaava
arvo Sl-yksikoissa saadaan jakamalla Planckin redusoidulla vakiolla 4. Kuten
odotettua, suuremmalla nopeudella liikkuvan hiukkasen fotonipilvi siséltdd enem-

méan fotoneita, silla hiukkasen kentissé on talléin enemmaén energiaa.
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4 Paatanto

Kirjallisuutta vastaava energiajakauma (C.6) johdettiin kahdella eri tavalla, alalu-
vussa 3.1 energiatiheyden avulla ja alaluvussa 3.2 Poyntingin vektorien avulla. Tulos
oli molemmissa sama, mika on taysin odotettua, silld energiatiheys ja Poyntingin
vektori liittyviat molemmat laheisesti séhkomagneettisten kenttien energiaan ja ovat
oikeastaan saman kolikon kaksi eri puolta. Kirjallisuudessa energiajakauma on joh-
dettu yleensé aina Poyntingin vektorien avulla, kuten ldhteissa [4], [5] ja [7] on tehty.
Sen sijaan johtoa energiatiheyden kautta ei 10ytynyt kuin yhdestéd ldhteestd [12].
Kaytetyt approksimaatiot tulevat kuitenkin selkeimmin esiin energiatiheyden avulla.
Myos integraalin (3.10) muodostaminen on selkedmpéé ja helpommin perusteltavissa
energiatiheyden kautta laskettaessa.

Lasku energiatiheyden avulla antaa myo6s mielenkiintoisen mahdollisuuden johtaa
energiajakauma ilman yleensé kéytettyja approksimaatioita. Kaytetyt approksimaa-
tiot, jotka esiteltiin alaluvussa 3.1, ovat melko epatyydyttavia. Esimerkiksi arviossa
IB|| = ||E1] raja v — 1 on viety vain osittain kentdn B lausekkeeseen sisille.
Klassisessa tarkastelussa keinotekoiselle kentélle B, ei myoskaan saada tyydytta-
vaa oikeutusta. Voidaan vain todeta, etta ultrarelativistisella rajalla keinotekoisen
kentdn aiheuttama korjaustermi héviaa nopeasti. Keinotekoisen kentédn kayttami-
nen on valttdmatontd Poyntingin vektorien kanssa laskettaessa. Energiatiheyden
avulla keinotekoinen kenttd voidaan kuitenkin jattda pois. Ongelmana talldin on,
ettd alaluvussa 2.3 tehty ultrarelativistisen hiukkasen kenttien fotonitulkinta ei
valttdmatta endd pade. Tuloksena saatu jakauma (3.16) muistuttaa kuitenkin pal-
jon jakaumaa (C.6). Tamén tutkielman puitteissa kyseisen jakauman pétevyys jaa
kuitenkin selvittamatta.

Fotonijakaumaa (3.50) johdettaessa liikkkuva hiukkanen on oletettu pisteméiseksi.
Tama ei ole aina kovin hyva approksimaatio. Realistisempi jakauma saataisiin olet-
tamalla, ettd liikkuvalla kappaleella olisi jokin muoto. Talloin fotonijakaumaan tulisi
lisiksi muototekiji, joka ottaisi huomioon kappaleen varausjakauman. Nain on tehty
esimerkiksi Ktusek-Gawendan [5] véitoskirjassa, mutta muototekijan huomioiminen

ei myoskadn kuulu taman tutkielman puitteisiin.
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A Sahkokentan ultrarelativistinen raja

Tarkastellaan yhtélod (2.16). Merkitddn r? = y? + 22, jolloin muuttujanvaihdolla

u = x — vt saadaan, ettd jokaiselle ¢ > 0 patee

/vt ”EH d Q’}/ (ZE — Ut)2 + TQ
vt—e 47T vt—e ('72(1’ — Ut>2 + 7’2)3/2
5 U2 +T2
SLURY A L — (A1)
47 J_e (72u2 + TQ) /
q € \ /UQ + 7”2

:47_[_,72 e <u2+%)3/2

du.

Yhtalon (A.1) integrandi on parillinen, joten

du. A2
—e 2+7‘2 3/2 2+7,2 3/2 ( )

Huomataan, etta r? > r? /42, jolloin yhtélén (A.2) integraali voidaan lukea taulukosta
[14, (3.172.3)]. Tuloksena on

/2,2 2 2 1
“ —1;7‘3/2 du="1F (arctan%, 1-— 2) , (A.3)
0 2+ il r r v

missad E(p, k / \/1 — k2sin?#dé on toisen lajin elliptinen integraali. Sijoitta-
malla yhtalot (A.2) ja (A.3) takaisin yht&loon (A.1) saadaan

vt+e 1
/ IE|dz = -L E (arctan - 2) . (A.4)
vt—e 2rr T Y



46



47

B Fourier’n muunnokset

Maadritellaédn integroituvan funktion f Fourier'n muunnos f integraalina

f(w) \/% / et dt. (B.1)

Kirjallisuudessa nékee erilaisia kayténteité esimerkiksi normituksen suhteen. Yhta-

16ssé (B.1) valitulle normitustekijille 1/1/27 Fourier'n kdanteismuunnos on siten
e “tdt.

0 == [ o

Parsevalin lause [9, (13.46)] voidaan nyt kirjoittaa muodossa

| iswpae= [

Sahkokenttien Fourier'n muunnoksien laskemiseksi tarvitaan muutamia yleisia

f(w)rdw. (B.2)

Fourier'n muunnosten ominaisuuksia. Tarkastellaan ensin parillisten ja parittomien
funktioiden Fourier'n muunnoksia. Olkoon e parillinen ja o pariton funktio. Eulerin

kaavan avulla

>

e(t)e™ dt

1 o0
_\/271'/
\/%/ t) cos(wt) dt—l—z\/_

Koska t +— e(t) cos(wt) on edelleen parillinen ja ¢t — e(t)sin(wt) pariton, havida

) sin(wt) dt.

parittoman funktion integraali symmetrisen vélin yli eli

\f / ) cos(wt) dt. (B.3)
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Vastaavasti
A ) 1 /oo (t) wwt dt
o(w) = — e
\ 2T
\/%/ ) cos(wt) dt —|—z\/_/ ) sin(wt) dt (B.4)

\/7/ Sln wt dt.

Niytetadn lopuksi, ettéi reaalisen funktion f Fourier'n muunnos f on hermiittinen
funktio. f on reaaliarvoinen, joten f(¢) = f*(¢). Laskemalla funktion f Fourier'n

muunnos saadaan

flew) = o= [ pweta
1 o * wwt
_\/12_7T/_;0f(t)(6 ) dt (B5)
:x@;[mwﬁkm)dt
= f(w).

Aloitetaan laskemalla sdhkokentéan (2.14) z-komponentin Fourier'n muunnos
aikatasosta taajuustasoon ldhdetta [5, liite A] mukaillen. £, on pariton, joten yhtélon
(B.4) nojalla

t t
=)= / ) sin(wt) dt = —igy| — / yutsin(wl) 55 dt.  (B.6)
4 (y202t? + b?) /

Yhtélon (B.6) integrandi voidaan kirjoittaa muotoon

/ ~yut sin(wt) = / t sin(wt) - Y (B.7)
0 4w (y202t? 4+ b?) 4tb* Jo (1 + %p) b

Sijoittamalla u = %°t yhtélostd (B.7) saadaan, etta

/OO ¢ sin(wt) - LT _/°° b Wdu:/mamwdu. (B.8)
0 (1 b 0 0

_|_’YU t2) Yv (1—1—u2)3/2 (1—i-u)3/2
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Vaihtamalla derivoinnin ja integroinnin jérjestysté yhtdlossa (B.8) saadaan, etta

% 0, cos (£Ly o cos (“2y
/ (’ﬂé 2) du = d/ (’YU 3)2 du. (Bg)
0 (1+u2)¥ dwJo (14 u2)¥

Lukemalla integraali (B.9) taulukosta [14, (8.432.5)] saadaan

/Oows(%du O3) wb (wb> b (“Jb) (B.10)
0 e

(1+u2)*? " 2r (B \w)

missd [' on Eulerin gammafunktio ja K, on toisen lajin modifioitu Besselin funktio.
Gammafunktion arvoja 16ytyy taulukoituna, mutta téssé tyossa tarvitaan vain gam-
mafunktion arvoja pisteissé n + 1/2, missa n on luonnollinen luku. Téllaisille arvoille

1oytyy yksinkertainen suljettu muoto [14, (8.339.2)]

5) = (B.11)

Toisaalta, K toteuttaa relaation [14, (8.486.14)]

d
gz”Ky(z) =—2"K, 1(2),

joten ketjusdannon nojalla

2
by (O) = Z90 g (90 (B.12)
dw yv YU 202 0%

Sijoittamalla yhtalot (B.7) — (B.12) takaisin yhtéloon (B.6) saadaan

. 1 1q wb

Lasketaan seuraavaksi sihkokentén (2.14) z-komponentin Fourier'n muunnos.
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Talla kertaa E, on parillinen, joten (B.3) antaa samalla sijoituksella u = 2%¢

b
\/>/ ) cos(wt) dt
\/>/ b cos(wt)
— AT (2022 4 52)3/?
/00 beos(wt) v
(27T)‘m ob? (1 + &p) 32 b

(B.14)

00 COS

3/2 vb (1+ ug 3/2

Sijoittamalla yhtaloon (B.14) jo laskettu tulos (B.10) saadaan, etta

- 1 qwb wb 1 q wb
EF(w=—F%—FHK|—|=7—Fm—wKi|—]. B.1
() (2m)32 vbyv ! (71}) (27)3/2 ’71)2w ! <7v> (B-15)
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C Taajuusjakauman integrointi

Lasketaan ensin yhtalosta (3.13) z-komponentin integraali. Yhtélon (B.13) perusteella

integraaliksi tulee

2

B PN 2 q o [ 2 (WO
I = / E, = / K5 | — . 1
! bmin b ‘ <w>‘ db (27‘-)374,040‘) bmin b 0 <’7,U> db (C )

Yl1l4 esiintyvélle integraalille (C.1) loytyy taulukosta [14, (5.54.2)] antiderivaatta,

joten

[ ()= [ {ra () - () (N, o
Hyodyntamélla Besselin funktion K, integraaliesitysta reaaliakselilla [14, (8.432.1)]
K,(z) = /OOO e~ cosh vt dt

saadaan monotonisen konvergenssin avulla, etta

lim K,(z) = 0.

Z—00

Lisdaksi K_, = K, [14, (8.486.16)], joten integraali (C.2) saa arvon

00 9 wb _ 1 9 ) )
/bmm P (w) db = 5 bmin {K100 - K300} (C.3)
kun otetaan kayttoon merkinta )
WOmin
X = .
YU

Siispé yhtéloiden (C.1) ja (C.3) perusteella

2 2

{K200 = K300} = ggmmm C {BT00 - K300} (©4)

2 2
q bmin w

[ = L min &0
LT o(2m )3yt
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Vastaavalla laskulla komponentille (B.15)
2

_ [ 2 q 9 [ 5 (Wb
I, = / blE () dh= —L / b2 [ “2) db
2 -— (w)’ (27?)3721)4w bin (’71))

9 b=00
q 5 |1 5 [wb wb wb C
_ 1 wo) e (@ wb 5

q2

= st (K00 R0 — K0}

Kirjoitetaan vield K,(x) muotoon %Kl (x) + Ko(x) [14, (8.486.17)], jolloin sijoitta-
malla integraalit (C.4) ja (C.5) yhtdloon (3.13) saadaan

dU
a =47 (Il + [2)
- z&q{wlx K200 = K300+ [ Ka() = KT (0) }
- e =[R20 - K30 (C.6)

+ [2xKo00 K100 + xR0 ~ K00

_ q72 {2XK0(X)K1(X) — 022 (KE(X) - Kg(X))} :

422

Lasketaan sitten yhtélon (C.6) avulla kokonaisenergia, eli lasketaan integraali

oo qU

= —d
v /0 dw .
7

- /0 KoK () — o2 (K200 — K3(00) o

Taulukosta [14, (6.576.4)] saadaan, ettéa

/ooo xKo(x) K1 (x) dx = FZ(_21)F (2)2 : @)2 F (2 2; % 0> ’ (©3)

missd F'(«, B;7; z) on hypergeometrinen funktio. Hypergeometrisen funktion sarjae-
sityksestd [14, 9.100] n&dhdaan, etta

F(a,B;7;0) = 1. (C.9)

Gammafunktion arvot saadaan yhtalostd (B.11). Sijoittamalla dskeinen (C.9) yhté-
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7'('2

/000 XKo(x)K1(x) dx = ]

Vastaavasti taulukosta [14, (6.576.4)] saadaan, etté
o0 20 ) 3\? 1 5 3 32
st (o2 ()7 (50
/o RO =5l (5) T3 2) 2 9%0) = 53

00 20 3\* 3 3 2
s 5 () (300)

ja

23

(C.10)

(C.11)

(C.12)

Sijoittamalla integraalit (C.10), (C.11) ja (C.12) alkuperiiseen integraaliin (C.7)

saadaan muuttujanvaihdolla x = wbym, /v, etta

(C.13)

2 3
_4q 2yv oo D N A 2
= It {bmm/o XKo(X)Kl(x)dx—bmm/ ¥ (K700 = K3 () dx}
[
T amtho 14 0\ 32 T 32
2
T (4 —v?).

= 64y
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