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1  Kubitti

Kvanttibitti, eli kubitti, on kvanttitietokoneen osa, jota kidytetddn kvantti-informaation
tallentamiseen ja kisittelyyn.

° Looginen kubitti on effektiivinen kaksitilakvanttisysteemi, joka toteuttaa kvant-
tilogiikan. Saattaa koostua useammasta fyysisestd jarjestelmésta.
. Fyysinen kubitti koostuu fyysisen jirjestelmén kahdesta kvanttitilasta. Yksittii-

sid fyysisid kubitteja voidaan liittdd yhteen muodostamaan looginen kubitti, jolla
on korkeampi tarkkuus.

° Avustava kubitti eli ancilla on joko yliméirdinen looginen tai fyysinen kubitti,
jota kiytetddn vain joissain kohdissa laskentaa.

Me emme kisittele tilld kurssilla virheiti, joten erot loogisten ja fyysisten kubittien
vililld eivit ole erityisen tirkeita.



1.1 Kvanttiformalismi

Fyysisten jdrjestelmien kvanttitiloja kuvataan tilavektoreilla, joita kutsutaan ket-vektoreiksi
|y ). Yhdessid ne muodostavat Hilbertin avaruuden

H = {ly)},. ey
jolla on kompleksiarvoinen sisitulo
1) (H,H) - C. 2
Avaruudella H on ortonormaalit kannat {|Ek)} siten, etté
(E,|E,) = 6, 3)
Mik4 tahansa tila |y) voidaan siis esittdd superpositiona
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misséd ¢, = (E,|y). Kun tdimé kanta on kiinnitetty, voidaan kvanttitilat ja niiden sisa-
tulot esittdd
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1.2 Kubittiformalismi
Kubitin tila on rajoittunut kaksiulotteiseen Hilbertin avaruuteen H? C C?
Kubittitilat |0) ja |1) muodostavat ortonormaalin kannan avaruudelle 742.

Periaatteessa voidaan valita tamé kanta miten halutaan, mutta kiytinnossi usein fyy-
siset argumentit, kuten kahden pienimmaén energiatilan valinta, mairddvit sen.

Siispd miki tahansa tila [y) € H? voidaan esittii superpositiona
lw) =¢o10) + ¢ |1)

) o 0 v (0 )
= (epérelevantti vaihetekijd) X [cos <§> |0) + ¢'? sin <5> |1)] .



1.2.1 Blochin pallo

Kubittitila voidaan my®0s esittdd pisteend yksikkopallolla. Piste méérdytyy kaavan (7)
mukaan siten, ettd 6 on elevaatiokulma ja ¢ on atsimuuttikulma. Téll6in positiivinen
z-akseli vastaa tilaa |0) ja negatiivinen z-akseli tilaa |1). (Katso Kuva 1 sivulla 3.)

Kuva 1: Blochin pallo. Lisenssi: CC BY-SA 3.0. Kuvalihde:
https://en.wikipedia.org/wiki/Bloch_sphere#/media/File:Bloch_sphere.svg

2  Kvanttimittaus (postulaatti)
Tutkimme vain ideaaleja projektiivisia mittauksia.

Mittaukset voidaan tehdd missi tahansa ortonormaalissa kannassa, mutta ne voidaan
kaikki redusoida unitaarisiin muutoksiin (selitetdan myohemmin) ja mittauksiin kubit-
tikannassa {|0),[1)}.

Tilan |y) = ¢,|0) + ¢,|1) ideaali mittaus kannassa {|0), |1)} tuottaa vastauksena
0, todennikoisyydelld P, = O]y )|* = leol?s
1, todenniikoisyydelld P, = [(1|y)]* = |¢,|%
Mittauksen jidlkeen kubittitila romahtaa vastaavaan tilaan:
tulos 0 = |y) =10);
tulos 1 = |y) =|1).

Jos mittaus vilittomasti toistetaan, saadaan sama tulos kuin edellisessd mittauksessa.
Oletamme siis, ettd mittauksessa ei tapahdu virheita.



3  Kvanttipiirit (yhdestd moneen kubittiin)
3.1 Yleinen kvanttidynamiikka

Kvanttitilojen dynamiikkaa kuvaa Schrédingerin yhtilo
ino, ly) = H ), ®)

missd 7 on redusoitu Planckin vakio ja H on Hamiltonin operaattori eli operaattori,
jota vastaa jirjestelmén kokonaisenergia

H=Y E|w) Wl ©)

Ylld { E, } ovat jirjestelmén mahdolliset ominaisenergiat ja { |y, ) } nditd vastaavat tilat.

Kvanttilaskentaa toteutetaan hallitsemalla H :ta ajassa.
H on hermiittinen eli

H = H' = aikakehitys on unitaarinen: |y (1)) = U |y(0)), (10)
missd U7 = U1

Tehtédva 1: Naytd, ettd Schrodingerin yhtdlo johtaa unitaariseen aikakehitykseen. Vihje:
pohdi ensin infinitesimaalista aikavélid dz, jonka aikana Hamiltonin funktiota voi pitda
aikariippumattomana, ja kéytd operaattorieksponentiaalia.

3.2 Yhden kubitin piirit

Yhdelle kubitille aikakehityksen voi kirjoittaa yhtend unitaarisena 2 X 2-matriisina

A Uy U
UéU=< 00 01). (11)
UlO Ull

Tédmin aikakehityksen vaikutus mihin tahansa kvanttitilaan |y ) voidaan kirjoittaa pii-

rina R
ly)— U= U |y). (12)

Unitaarisia operaattoreja, jotka operoivat kubitteihin, kutsutaan kvanttiporteiksi. ‘

Tdma piiri on ekvivalentti oheisen muunnoksen kanssa
Co\ A 73 A Co UpoCo + Up ¢,
<C1> ) ) € Uipco + Ujicy

YII4 oleva piiri on ekvivalentti myods yhden kubitin portille U.
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3.3 Monen kubitin piirit

Aikakehitys on N:lle kubitille yleisesti 2V x 2V unitaarinen matriisi U ja porttiesityk-
sessd on N vaakaviivaa. (Katso Kuva 2 sivulla 5.)

Kuva 2: Unitaarisen matriisin U porttiesitys.

Kuitenkin on vaikeaa suoraan toteuttaa nédin suurta mielivaltaista porttia, joten on suo-
tavaa hajottaa se yhden ja kahden kubitin portteihin.

Kvanttitila N -kubittiselle rekisterille voidaan kirjoittaa muodossa

lyhyempi merkintitapa |0)®|1)®---=|01...)

7\
Is ~N
|W> = Z Cn,nz...nN |n1n2"'nN>
ny€{0,1}
(14)
summa yli kaikkien bindérilukujen nyn,...ny
2N -1
=) o, 1K)
k=0 N——
indeksi muutettu binéddriesitystavasta yksittdiseksi luvuksi
Vastaava Hilbertin avaruus on
N N
H =H’QH’®...Q H* CcC* . (15)
- _/
'
N kertaa

Yhden kubitin portti U, operoi U ,:11d valittuun k:nteen kubittiin ja identiteettimatriisilla
I muihin, esimerkiksi

U=7T9..0100,07®...01. (16)
N——— N—— —
k—1 kertaa N —k kertaa

(Katso Kuva 3 sivulla 6.)



Kuva 3: Piiriesitys yhden kubitin portista kubitille k.
I s St A

Kahden kubitin portit operoivat epétriviaalisti vain valittuihin kahteen kubittiin

U=1T®..0100,01®...®1. 17
N—— —_——
k-2 kertaa N —k kertaa

(Katso Kuva 4 sivulla 6.)

Kuva 4: Kahden kubitin portti.
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Miki tahansa N -kubittinen portti voidaan hajottaa yhden ja kahden kubitin portteihin
[M. Mottonen et al. Phys. Rev. Lett. 93, 130502 (2004)]. (Katso Kuva 5 sivulla 7.)

Tehtéva 2: Kirjoita kvanttipiiri, joka vastaa aikakehitysoperaattoria

ﬁ=<2®f)§<f®6)<ﬁ®f>. (18)



Kuva 5: N:n kubitin portti hajotettuna yhden ja kahden kubitin portteihin.

4  Tirkeita yhden kubitin portteja
4.1 Heijastusportit

NOT-portti (negaatioportti / heijastus x-akselin suhteen / Paulin X):

s~ o+ (7 g). 19)

(Katso Kuva 6 sivulla 7.)

Kuva 6: Paulin X-portti.

Vaihekiinnos (heijastus z-akselin suhteen, Paulin Z):

A~ 1 0

5, =10) (01 = 1) (1] 2 <0 _1). (20)
(Katso Kuva 7 sivulla 7.)

Kuva 7: Paulin Z-portti.

—
—_—
T ——




Yhdistetty vaiheen ja bitin kd&dnnos (Paulin Y):

gy:_i|o><1|+i|1><0|é<(,-) Bi>=”<<(1) (1)> <(1) —01>' =

(Katso Kuva 8 sivulla 8.)

Kuva 8: Paulin Y-portti.
D—%

Hadamardin portti:

2> A 1 1 1
H=— . (22)
\/§<1 —1>

(Katso Kuva 9 sivulla 8.)

Kuva 9: Hadamardin portti.
[ — ‘_L/ J 1 e —

Tehtévi 3: Naytd, ettd Hadamardin portti on kannanvaihto z- ja x-kantojen vélilld. Téassa
a-kannalla tarkoitetaan sitd kantaa, jossa 6, on diagonaalinen.

4.2 Kierrot

Yhden kubitin kierto kulman 6 verran akselin 7 suhteen on méiritelty

R.(0) = e~ 30/2 =Tcos(8/2)—i(ii-o)sin(0/2) , (23)
—

joskus médritellddn ilman miinus-merkkid
missi i - 6 = n,6, +n,0,+n,o_ja|n| = 1. Tstd saamme erikoistapauksina

cos(6/2) —isin(f /2)>

—isin(6/2) cos(6/2) (24)

Rx(g) — e—iO'XH/Z — (



— a—i0,0/2 _ cos(0/2) —sin(6/2)
R)0) = e = <sin(9/2) cos(6/2) ) )

is e 02
R(0)=¢ z9/2=< 0 ef9/2>' (26)

Fyysisessid kubitissa, jossa |0) ja |1) on koodattu Hamiltonin operaattorin energian
ominaistiloihin, z-kierrot voidaan suorittaa muuttamalla energiaa hetkeksi (id, |y) =
Hly) = RAG, |w) = U(r) = e7®:),
——
indusoitu muutos kulmataajuudessa
x- ja y-kierrot on toisaalta toteutettu kidyttden niin kutsuttuja Rabi-virihtelyitd, jotka
indusoidaan resonanssilla (w = w,) suuntaan, joka on kohtisuorassa energian ominais-

x  sin(wt + ¢) [cos(a)’a\x + sin(a)ay] ).

tiloja vastaan (I-AIr

esonanssi

R
¢ ja a ovat vapaita parametreja, jotka médrittivit vektorin 7

Eulerin kulmat:
R;(0) = R, (a)R (PR, (¥). (27)

Vain kaksi kohtisuoraa kiertoakselia tarvitaan mille tahansa yhden kubitin portille!

Tehtdva 4: Niytd, ettd R;(0) kiertdd Blochin vektorin Eulerin kiertona.

S  Tarkeita kahden kubitin portteja
5.1 Portteja
Kontrolloitu NOT-portti (CNOT):

1 00O
~ ~ A0 1 00 (I O
0010
(Katso Kuva 10 sivulla 10.)
Kontrolloitu vaiheenkiinnosportti (CPHASE):
1 00 O
~ ~Al0O 1 0 O} (I O
000 -1



Kuva 10: CNOT-portti.
-—-—-_-_-. = r
L — X
— @,}C L
Kontrolloitu kiertoportti (CROT):

0) (01 ® T+ 11) (1] ® Ry(0) 2 (é R29)> (30)

(Katso Kuva 11 sivulla 10.)

Kuva 11: CROT-portti.

Tehtdva 5: Naytd, ettd

Kuva 12: Tehtdviin 5 liittyva kuva.
-, IR
- = j _%!@4 _ @@_’

SO

5.2 Tirkeitd ominaisuuksia
(Katso Kuva 13 sivulla 11.)
(Katso Kuva 14 sivulla 11.)
(Katso Kuva 15 sivulla 11.)
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Kuva 13: H on Hadamardin portti.
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Kuva 14: Tehokas hajotelma mielivaltaisesta kahden kubitin portista.
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Kuva 15:

_ _ ﬂH@_ I

L, =T

6 Kbvanttialgoritmeja

6.1 DiVincenzon Kkriteerit kvanttitietokoneille

1. Skaalautuva fysikaalinen jdrjestelmi, jossa on hyvin kuvatut kubitit
Kyky alustaa kubitit yksinkertaiseen tunnettuun tilaan

3. Pitkét dekoherenssiajat (tétd ei kisitelld luennoilla, mutta se tarkoittaa sité, ettid
kubittien pitdd olla hyvin eristetyt ympéristostdédn)

4. Universaali joukko kvanttiportteja
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5. Kubittikohtainen mittauskyky

Nami kriteerit vaikuttavat hyvin ilmeisiltd, mutta se, mikid on vihemmin ilmeistd, on
ettd skaalautuva kvanttitietokone on mahdollinen myds, jos ndmaé kriteerit eivét vir-
heettomasti tdyty. Tdssd tarvitaan kvanttivirheenkorjausta, jota ei kisitelld luennoilla
enempaéa.

6.2 Yleinen resepti kvanttialgoritmille

1. Alusta kubitit tilaan |0)®N , missid N on kubittien kokonaismaéra.
Kéaytd N -kubittista unitaarista muunnosta, joka riippuu algoritmistasi ja misti
tahansa klassisesta informaatiosta, jota olet kerdnnyt tihdn mennessd ongelmaan

liittyen.
3. Mittaa valittu joukko kubitteja (saadaksesi klassisen informaation).
4, Mene kohtaan 2), kunnes sinulla on vastaus.

7  Deutschin algoritmi
Kyseessd on yksinkertaisin algoritmi, jolla on kvanttietulydntiasema.
Havaitsee, onko funktio f vakio vai tasapainotettu yhdelld funktiokutsulla.

(Katso Kuva 16 sivulla 12.) (Katso Kuva 17 sivulla 13.)

Kuva 16:
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8 Tiheysoperaattori

Jos kubitti vuorovaikuttaa toisen kvanttijarjestelmin kanssa, ei valttimatta riitd esittdd
sitd vain puhtaana tilana |y) = ¢,|0) + ¢,|1), joten on pohdittava tiheysoperaattoria

p=1/2+a/2-5, missi |d| < 1. 31)
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Kuva 17:
[ PN B
L0 ?,\_a —= 7 [ledthpjel]as - I:j

r .f1> @ l.m—m_\j; 1

=D A single H&WSW«QP’IMJ[ F e £t b
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Puhtaille tiloille |y ), tiheysopraattori on
Poubdss = W) (Wl =T/2+3/2 -5, missi |d] = L.
Vektori @ on sama kuin aikaisemmin méiritelty vektori Blochin pallolla.
Odotusarvot lasketaan kuten
(&) =Tr(Ap) = (01 4p10) + (11 A5 1) = (al Apla) + (b1 A7 Ib)
= a(al pla) + b (bl 51b) = ap,, + bByy-

Y14 pitdd muistaa, ettd a ja b ovat A:n ominaistiloja

Ala) = ala),

Alb)=b|b).
p:n komponentit p,, ja p,, ovat todennikoisyyksid olla tiloissa a ja b.

Puhtaille tiloille on
(&) =Tr(AWw) Wi} = (Wl A1),

Yeisesti (6,) = Tr{Z +2.56,} = a,.

(32)

(33)

(34)
(35)

(36)
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9  Suprajohtava kvanttitietokone

Talld hetkelld ainoastaan suprajohtavan kvanttitietokoneen on demonstroitu olevan skaa-
lautuva ja riittdvin tarkka mahdollistaakseen vikasietoisen kvanttilaskennan.

Johdatus annetaan PowerPointilla.
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