Luku 8:
Kvanttimekaniikan soveltaminen eri
liiketyyppelhin:

* Translaatioliike (hiukkanen laatikossa)
* Vibraatio eli varahdysliike
* Rotaatio eli pyorimisliike



Vapaan hiukkasen (V =0) Schrodingerin yhtalon ratkaisuna
saatiin aaltofunktio ja kokonaisenergia:

Y, = Ae™ + Be™™
k*h*
B 2m

E, (tiettya k-arvoa vastaava energia)

Havaitaan, etta vapaan hiukkasen energia ei ole kvantittunut

Kvantittuminen aiheutuu hiukkasen liikkeeseen kohdistuvista
reunaehdoista

Yksinkertaisin reunaehdot sisaltava malli on hiukkanen
1-ulotteisessa laatikossa



N N
Potentiaalienergia V = 0
< laatikon sisalla
>
3 V = o seinamalla
= —Hiukkanen ei voi menna seinalle
= Seina on lisaksi aarettoman paksu
P
— ——x Aaltofunktio alueessa, jossa V =0
 Wall
i s Y, = Ae 4 Bem = A(coskx + isinkx) +

B(coskx —isinkx) =(A+ B)coskx + (A — B)isinkx
Merkitaan: (A+B) = C ja (A-B)i=D
Y, =Csinkx + Dcoskx




Koska hiukkanen ei voi menna seinalle (sen potentiaalienergia olisi
aareton), taytyy seuraavien reunaehtojen olla voimassa:

l/}k(o) = ?/Jk(L) =0

Annetut reunaehdot toteuttaa sini —funktio:

sin(0) =0, ja sin(kL) =0 kun kL = nx, n=0,1,2,...

> k=nm/L elitissd tapauksessa kvantittunut

n=0 eikelpaa, koska aaltofunktion amplitudi pitda olla =0

Kvantittumisesta johtuen aaltofunktio ja energia lausutaan k:n asemasta

n:n funktiona . 2,2
Y, = Csin(nnx /L) _ n=12,.

Vakio C saadaan normittamalla aaltofunktio:

L L 2 1/2
[yPdx=c?[sin> T2 = CzL 1 — . (2)
0 0 L L
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ratkaisut ovat ns. seisovia aaltoja

(reaalinen aaltofunktio) vrt.

vapaan hiukkasen ratkaisu (komp-
(n+12h*  n’h? 2 leksinen aaltofunktio)

E,. .—-E, = - =2n+1
A SmlL’ 8ml’ ( )8mL2 5

Tilojen valinen energiaero:




Johtamamme aaltofunktiot eivat ole likemaaraoperaattorin ominais-
funktioita:

~ _Nhd,
P I dx’
) 1/2 . 0 1/2
(—) Ei sm(@) =(—) E_cos(ﬂ) Onko liikemaara
L I dx L L I L

maaritelty?

Sinimuotoinen aaltofunktio voidaan kirjoittaa superpositiona
kahdesta likemaaraoperaattorin ominaisfunktiosta
(vrt. Schrodingerin kissa):

1/2 1/2
(T 2 sinn—m=i. 2 (eikx—e_ikx) k=%
L L 2i\L L



Koska molempien ominaisarvojen todennakoisyydet ovat samat,
saadaan klassisen mekaniikan kuvaa vastaava tulos jossa
hiukkanen liikkuu edes takaisin seinien valia

Merkittava ero klassiseen mekaniikkaan on se, etta hiukkasen alin

energia h* . .
E =0 ns. nollapiste-energia

Hiukkasen paikan todennakoisyystinheys
saadaan:

= —sin" —
L L

‘2 2 . » NITX

v

gure 9-
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Kutakin energian ominaisarvoa E_ vastaavat aaltofunktiot ovat
keskenaan ortogonaalisia:

[w, *y,dr=0

L L
2 X
esim. *.dt = — | sin—sin dx =0
{ Y ydT = f -




Tarkastellaan seuraavaksi hiukkasta 2-ulotteisessa "laatikossa”,
ts. hiukkasta, joka on vangittu pinnalle:

O >
= 0
g0 0 .
§6 %
y
Particle
L, confined
X to surface

Figure 9-6
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Schrodingerin yhtalo saa nyt muodon:

W (Y N Y
2m\ ox>  ay’

= Ey

Yhtalo ratkaistaan siten, etta kirjoitetaan aaltofunktio tulona kahdesta
funktiosta, joista toinen riippuu x:sta ja toinen y:sta (muuttujien

separoiminen) Py X Ty 2y
x,y)=X(x)Y —=Y ; =X
P(x,y) = X(x)Y(y) 2 PP e

sij. Schrodingerin yhtaloon:

2 2 2
L (YC;)2(+XZ;§)=EXY
X y
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X- Ja y-suuntaiset liikkeet ovat toisistaan riippumattomia, jolloin
E = E, + E, ja ongelma palautuu kahdeksi normaaliksi diffe-
rentiaaliyhtaloksi:
1d°X  2mE 1dY  2mE,
X dx? n* Y dy’ n* n, kvanttiluku
liittyy x-suuntaan
n, kvanttiluku

A 2 \" liittyy y-suuntaan
an(x)=( ) sin — ;Ynz(y)=( ) sin 2%

L Ll L_2 LZ

ratkaisut identtisia 1-ulotteisen tapauksen kanssa:

1

Kokonaisaaltofunktio saadaan tulona:

Y, (X)) = 2 —-Sin MY i 2T O<sx=L0O=sy=<L,
17 (Lle) L1 L2

hZ

8m

2 2
L[] L ] n n
Kokonaisenergia saadaan summana: £, , = (le + L;)
1 2

11



http://www.tau.ac.il/~hdiamant/teaching/2005/physchem?2/2Dbox.html
n=2%n,=2

n=Ln,=1 n=1,Ln,=2 n=2%n,=1

Yd =)

\—

(a) (b)

Figure 9-7
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sama energia
kahdesti degeneroitunut tila
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aaltofunktiot v, , ja v, ; ovat keskenaan degeroituneita eli niilla
on sama energian ominaisarvo

degeneraatio aiheutuu tarkasteltavan systeemin symmetriasta.
Degeneroituneet aaltofunktiot voidaan muuttaa
toisikseen symmetriaoperaatioiden avulla

Y45 ja P, 4 muuntuvat toisikseen 90 asteen
Kierron avulla




Mielenkiintoinen ilmio havaitaan tilanteessa, jossa potentiaalienergia
on aarellinen seinalla. Nyt aaltofunktion ei tarvitse noudattaa ehtoa
P(seinalla) =0

vaimenee

mutta el havia lImiota kutsutaan
S ) tunneloitumiseksi ja sen mukaan
© hiukkanen voi menna
2 - ~ potentiaaliseinaman lapi vaikka
f>; ~ hiukkasen energia E<V.
U

El | V

Figure 9-9
Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
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Aaltofunktio alueessa x<0 vastaa vapaan hiukkasen tilannetta:
Y = Ae™ + Be™  kh = (2mE)

1/2

Tarkastellaan tilannetta seinaman sisalla tapauksessa E<V.:

Ratkaisuna saadaan superpositio kahdesta reaalisesta funktiosta:

Y=Ce" + De™ Kh= {Zm(V - E)}l/2

Seinaman ulkopuolella (x>L) ratkaisu on taas tuttu:
Y=Ae“+Be™ kh= (2mE)1/2
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Incident wave n « |A|2

\

+hk

Transmitted ,, AT
wave
hik

TLIN

—hk
n « |B|2

Reflected wave
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Kokonaisaaltofunktio saadaan ehdoista, etta aaltofunktion
tulee olla jatkuva ja derivoituva piteissa x=0 ja x=L

16



pisteessa x=0 e =1 — A+B=C+D

jatkuvuusehdot
pisteesséd x=L  Ce™ + De™ = A'e™ + B'e™™ }

i 5 x=0  ikA—ikB =KkC - kD o
pisteessa x=0 ¢ ! KL -k . derivoituvuusehdot

pisteessd x=L  kCe" — kDe™ = ikA'e™ — ikB'e

g

Fysikaalisista syista B’ =0

Tunneloitumistodennakoisyys (transmission probability)

'2 KL_ -xL 2
T=@= 1+(e ‘ ) e=FE/V
‘A‘ 16¢(1-¢)

Tapauksessa jossa kL.>>1, ts potentiaalivalli on korkea

T =16¢(1-¢)e ™

17



Tunneloitumistodennakoisyys pienenee eksponentiaalisesti potentiaali-
seinaman paksuuden funktiona

Tunneloitumistodennakoisyys riippuu hiukkasen massasta

(Toem12)

5715 T ——
- numerot viittaavat
= 04 suureen
= L(2mv)"*/n a@rvoon
8 0.3[
g Huomaa, etta
é 1)) E - vaikka E>V hiukkanen
g 5 ei kuitenkaan etene
2 01f / | esteetts vallin yli !
S /
= : - 10

0 0.2 04 06 08 10 2 3 4
Incident energy, E/V Incident energy, E/V

Figure 9-12
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Tunneloitumista hyodynnetaan STM (scanning tunnelling microscopy)
mikroskopiassa, joka on eras SPM (scanning probe microscopy)
mikroskopian laji

Laser
radiation

Cantilever

Probe Probe

Surface
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Scan

elektronit tunneloituvat
pinnan ja karjen valilla

tunneloitumisvirta on
rippuvainen pinnan
topografiasta. Saadaan
erittain tarkka kuva
pinnan rakenteesta

Tunnelling current

Figure 9-16
Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
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https://www.youtube.com/watch?v=K64 Tv2mK5h4
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Varahdys (vibraatio) liike

Yksinkertainen lahtokohta on olettaa, etta varahtely noudattaa
Hooken lakia:

L,

Palauttava voima F = -kx; k = jousivakio
Potentiaalienergia V = 1/2 kx?

Tallaista varahtelijaa kutsutaan
harmoniseksi varahtelijaksi.
Harmoninen varahtelija on
yksinkertainen malli atomien
varahtelylle molekyyleissa

Potential energy, V

0
Displacement, x

https://www.youtube.com/watch?v=T7/fRGXg95B|......

Zl



Kvanttimekaanista harmonista varahtelijaa kuvaa Schrodingerin

yhtalo:

Yhtalon ratkaisuna saadaan varahtelijan energiatilat

E =(vV+)hw

{2

w= kulmataajuus = 21rf
k = potentiaalin muotoa
kuvaava voimavakio

d2
k=——7>V(x
1 (x)

Alin energia (nollapisteenergia):

E,=1hw

v=0,1,2,... varahdyskvanttiluku
Potential
\ energy, V v

(& /8
i | /s
A e 6
Jo \ /5
2. /a
8 o \ A /3
E £ SO \ v /2
< | . J

> N——0

Figure 9-21

Displacement, x
22
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Harmonisen varahtelijan Schrodingerin yhtalon ratkaisuna saadaan

aaltofunktiot, jotka ovat tyyppia:
h2 1/4
Y, ()=NHMe””  y=xla a= (—)
N, = normitusvakio; H, = Hermiten polynomi
Hermiten polynomit ovat differentiaaliyhtalon

H'"-2yH '+2vH =0 ratkaisuja

Hermiten polynomien rekursiorelaatio:  H,., -2yH, +2vH, =0

Hermiten polynomien ortogonaalisuus:

0,josv'=v

ij.Hve‘yzdy - {

/22"yl josv'=v

23



Table 9.1 The Hermite polynomials

H,(y)

v H (y)

0 1

1 2y

2 4y% -2

3 8y° — 12y

4 16y* — 48y% + 12

5 32y° — 160y° + 120y

6 6476 — 480y + 720y% — 120

Table 9-1
Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
© 2006 Peter Atkins and Julio de Paula

24



Aaltofunktio  ¥,(x)=N,H (y)e™ "  koostuu Hermiten

polynomin lisaksi Gaussin funktiosta
1

0.8

0.6

exp(—x’)

0.4

0.2

Figure 9-22
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© 2006 Peter Atkins and Julio de Paula

25



Wavefunction, ¢
Wavefunction, ¢

-4 2

Figure 9-23 Figure 9-24
Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
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Perustilan aaltofunktio: 1. Viritystilan (v=1) aaltofunktio

lpo(x) = NoHo()’)e_y2/2 = NO‘Q_XZ/ZO‘2

26



o aaltofunktioita ¥»

O
o1

todennakoisyystiheyksia

o

Wavefunction, ¢

|
o
o1

—1.0

Figure 9-25
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Pyorimis- eli rotaatioliike

1. Pyoriminen 2-ulotteisessa renkaassa
2. Pyoriminen pallon pinnalla (3-ulotteinen tapaus)

Pyorimisliikkeen kuvaamisessa kaytetaan likemaaran asemasta
pyorimismaaraa J ja massan asemasta hitausmomenttia |

Z
2
J; o
21
J, ==xpr
X P

Figure 9-27
Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
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Voimme ymmartaa pyorimisliikkeen kvantittumisen sijoittamalla
deBroglien tuloksen J,:n lausekkeeseen:

hr
)

Ympyraradalla liikkuvaa hiukkasta voidaan siis kuvata aallolla. Reuna-
ehtona on kuitenkin, etta aallon pitaa toistaa itsensa taydella

(217) kierroksella

huono ratkaisu

hyva ratkaisu

Wavefu nction,lﬁ

—

Q

Wavefu nction, gﬂ

First :
[ Second CIFCUIt
C|rcu1t :
/ b \ 21T
)
Secon F| rst 5
circuit circuit
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(b)

Figure 9-28
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Vain tietyt sopivat aallonpituudet toteuttavat taman ehdon:

A= ﬂ m, =0,x1,%£2,...
m,
. o hr  mhr mh
Sijoittamalla tama tulos: J.=*—-= = =mh
A 2mr 2m
e . J° m’h
Vastaavasti pyorimisenergia: £=—_"= ’21

huomaa, etta tapausta m, =0 lukuunottamatta energiatilat ovat
kahdesti degeneroituneita (+ m, ja - m, antavat saman energian)

m,>0 2-uloitteista pyorimista
(hiukkanen renkaan kehalla)
< > kuvaa aaltofunktio:
(a) —

1
(23_[;)1/2

im;¢

¥, (¢)

30
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Ongelmaamme on yksinkertaisinta
tarkastella ns. sylinterikoordinaatis-
tossa

2 2 2
o (dﬁ az)
ox~ oy

L 9 o 19 17
x> ay> o’ ror r’i¢’

0 (koska r on vakio)

R R &
omrt gt 21 do

ratkaisuna aaltofunktio: v, (¢)=

im; ¢

e
(Zn)l/Z

X=rcos¢ y=rsing

| = hitausmomentti

31



Aaltofunktion tulee noudattaa syklista reunaehtoa:

Y, (@ +2m) =, (¢)

im, (¢ +27) im$ 2mim,

e e

= (zn)l/z = (23‘5)1/2 =wm,(¢)e :

Y, (¢ +2m)
e™ =cosm —isinm=-1

W, (@+2m) = (=D, (¢)

jotta tama ehto toteutuisi taytyy (1)
. m, =0,x1,+2,...
o mi
21 2mr?

I
(U

m,=0

Figure 9-31
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Kvanttimekaanisen pyorijan pyorimismaara on kvantittunut

2-ulotteisessa tapauksessa (hiukkanen renkaassa) pyorimismaaravektori
osoittaa aina z-akselin suuntaan

=> riittda kun maarittelemme pyorimismaaraoperaattorin z-suunnassa:

A h( 9 a) i o
[ =—|xX—-y—|=——
i 9¢

Ominaisarvoyhtalo, joka antaa pyorimismaaran:

]Aw _Eiw _hd e’ _imﬁﬂ_mhw
L do m = do (27_[)1/2 ! ; (27[)1/2 1 m,
242 232
Tasta saadaan energia: E = i my h2

21 2mr
33



Pyorimisliikkeelle patee aivan sama superpositiotarkastelu kuin mita
olemme oppineet aikaisemmin

esim. =A™ +e™?)

on superpositio, jossa hiukkanen on samanaikaisesti kahdella tilalla
(vrt Schrodingerin kissa)

Jos mitataan tdman hiukkasen pyérimismaara niin saadaan arvoja =m, /i

Jos tehdaan suuri joukko mittauksia, niin pyorimismaaran odotusarvoksi
saadaan 0
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3-ulotteinen pyorimisliike (hiukkanen pallon pinnalla) edellyttaa
aaltofunktiolta kahta syklista reunaehtoa

Schrodingerin yhtaldo on muotoa:

h2

| WA

2 2 2
V2=d2+&2+62=
ox°- dy” 0z
@ 2d 1( 1 & 1 9 . .9
—t——+ | ~+ — sin@—
or’ rodr r°\sin“0d¢p- sinf J0 00
\_ )
Y
2
A
Koska r = vakio: Ly 2
r h

ratkaisuna saadaan kulmista riippuva funktio: ¢(9,¢) = @(@)q)(¢)
jolle voidaan tehda muuttujien separointi 35



Ratkaisut sisaltavat nyt kaksi kvanttilukua:

[=0,12,.. ratapyorimismaara kvanttiluku (orbital angular momentum
quantum number) =» pyorimismaaravektorin pituus

m, =Ll-1,.,-l  magneettinen kvanttiluku =» pyér.maaravektorin projektio
Z-akselilla

Normitettuja aaltofunktioita kutsutaan palloharmonisiksi funktioiksi

., (6.9)

Palloharmoniset funktiot ovat keskenaan ortogonaalisia:

T 2w

[ [1., 6.9, (6.9)=0
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Table 9.3 The spherical harmonics

I om Y, 00
L |2
0 0 —_—
4T
3 \12
1 0 —| cos@
4T
3 \1/2
+1 ?(— sin @ e*i¢
8m
12
> 2
20 — | (3cos°6-1)
167
(152 : _
+1 F|—| cos0Osinfe?
8
15 |2 = '
+2 — | sin2@0e2#
321
12
7 3
30 — | (5c08"0—3c0s0)
161
91 |12
1 —) (5 cos?0— 1)sin B e*?
641t
105 |2 . .
+2 —— | sin*@cos 0¢e2¢
327
12
35 :
+3 ?(—) sinQ e3¢
641
Table 9-3

Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
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nollakohdat (solmutasot)

[ =
Q [=0,m=0
.. =1
Varsinaiset
funktiot =1, m=0
d I= 3, m/ = O
«»
/=2 e
- /= 4, m, - O
Figure 9-36
Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
© 2006 Peter Atkins and Julio de Paula
Im|= 0 1 2 3
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Kvantittuneen pyorimismaaravektorin kuvaamiseen tarvitaan kaksi
operaattoria:

N)

pituuden nelid
2 )
vlas iy

Pyorimismaaravektorin pituuden nelidsta saadaan pyorimisenergia:

hZ
E =[(l+1)—
1 = )21

39



Solmutasojen (nodal plane) lukumaara kasvaa I:n funktiona.
m, = 0 ratkaisuissa ei esiinny solmuja tasossa johon kuuluu
z-akseli. Fysikaalinen tulkinta on, etta naissa tiloissa ei ole
z-akselin suuntaista pyorimismaaraa

Pyorimisenergia on kvantittunut kvanttiluvun | suhteen:

h2
E=ll+1)—
( )21

Kutakin |-arvoa vastaa 2|+1 m, arvoa, joten kukin energiatila
on (21+1)-kertaisesti degeneroitunut

Pyorivan kappaleen energia voidaan aina liittaa sen pyorimismaaraan.
Kvanttimekaniikan mukaan :

pyorimismdidirdvektorin pituus = {l(l + 1)}1/2h

vektorin 7 — komponentinpituus = m,h
40



Figure 9-38
Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
© 2006 Peter Atkins and Julio de Paula

z-komponentin kvantittuminen vastaa klassisessa fysiikassa
tilannetta, etta pyoriminen olisi sallittu vain tietyissa pyorimis-
tasoissa.

lImidta kutsutaan avaruuden kvantittumiseksi (space quantization)

41



+1

ZT 42

Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
© 2006 Peter Atkins and Julio de Paula O

vain pyorimismaaran z-komponentti —1
on Kiinnitetty

Figure 9-40b
Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
© 2006 Peter Atkins and Julio de Paula
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Stern ja Gerlach tutkivat Ag atomien muodostamaa
suihkua epahomogeenisessa magneettikentassa

\

(b)

(c)

Figure 9-39
Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
© 2006 Peter Atkins and Julio de Paula

klassisen fysiikan ennustama tulos

kokeellinen havainto. Naytteessa on
ikaan kuin kahdenlaisia atomeita, jotka
vuorovaikuttavat magneettikentan kanssa
eri tavoin
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Tulos tulkittiin johtuvaksi pyorimismaaran z-komponentit kvantittumisesta

Mutta kokeessa havaittiin vain kaksi orientaatiota, ts. se vastaisi
tilannetta missa [=1/2

Pian ymmarrettiin, etta havainto liittyy elektronin sisaiseen pyorimis-
maaraan, jota kutsutaan spinniksi

Elektronin spin s=1/2 ja sen komponentit m;=+1/2

Joskus kaytetaan merkintoja 1 (spin ylos) ja |(spin alas)  m, +g|

Spin ei rajoitu elektroneihin. Hiukkaset, joiden
spin on puoliluku ovat fermioneja. Hiukkaset, joiden

spin on kokonaisluku (tai nolla) ovat bosoneja \
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