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Oppimistavoitteet:

v'Ymmartaa kvanttimekaniikan teoriarakennetta (aaltofunktio, operaattori,
todennakadisyystulkinta)
v'teorian yhteys kokeellisiin havaintosuureisiin

v'teorian soveltaminen yksinkertaisiin mallisysteemeihin (hiukkanen laatikossa,
harmoninen varahtelija, jaykka pyorija)

v'ymmartaa kvanttimekaniikan yhteys spektroskopiaan (energiatasot, siirtymat)

vymmartaa sdhkdomagneettisen sateilyn vaikutus molekyylin sisaisiin vapaus-
asteisiin

v'ymmartaa mita informaatiota eri spektroskopian lajeilla voidaan saada
molekyyleista

v'tulkita yksinkertaisia spektreja



Luku 7

Johdanto kvanttiteoriaan

Mika johti uuden teorian
kehittamiseen vuosisadan
(1800/1900) vaihteessa



Newtonin (1642-1727) kehittama mekaniikka selittaa taydellisesti
suurten kappaleiden liikkeen

\ &
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Tultaessa 1900-luvulle tehtiin merkittavia kokeellisia havaintoja
siita, etta klassinen (Newtonin) mekaniikka ei toimi pienten kappaleiden

liikkeen kuvaajana:

1. mustan kappaleen lahettaman sateilyn intensiteettijakauma
2. lampokapasiteetin kayttaytyminen matalissa lampotiloissa
3. atomien ja molekyylien spektrien diskreettisyys (viivaspektri)

4. aalto-hiukkas dualismi (valosahkoinen efekti, elektronien diffraktio)
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Detected
radiation

Pinhole

Container at a
temperature T — Maximum
of p

Kokeellisen havainnon mukaan

kuuman kappaleen sateileman

valon aallonpituusjakauma (vari) muuttuu
lampotilan funktiona

Increasing
temperature

Energy distribution, p

|deaalista termista sateilijaa kutsutaan
mustaksi kappaleeksi Wavelength, 2

Mustan kappaleen sateily oli kova pahkina teoreetikoille



Rayleigh esitti, etta sahkdmagneettisen sateilyn lahteena olevat
mikroskooppiset varahtelijat (atomit, molekyylit) voivat varahdella kaikilla

mahdollisilla taajuuksilla

Rayleighin ja Jeansin laki (1905): 0
(samaan aikaan aloitettiin

autojen valmistus USA:ssa)

Energy density, p

Rayleigh—
Jeans law

Experimental

Wavelength, A

_ SmkT (energiatiheys eri
— )\.4 aallonpituuksilla)

Teoria ei kuitenkaan toiminut lyhyilla
aallonpituuksilla (ns. ultraviolettikatastrofi)

Teorian mukaan myos kylmat kappaleet
sateilevat nakyvilla aallonpituuksilla
— pimeytta ei ole (??77)



Max Planck ratkaisi ongelman esittamalla, etta energia voi saada
vain diskreetteja arvoja, ts. energia on kvantittunut:

Planckin jakauma

E =nhv

n = kvanttiluku, h= Planckin vakio,
v = taajuus

8mthe

p= )LS(ehc/)\kT _1)

vastaa hyvin kokeellisia havaintoja mustan kappaleen sateilysta

25

20

T

Rayleigh—
Jeans law

Planck
distribution

|
1.0 1.5 2.0

AkT/hc

0.5

Planckin ty0 oli erittain merkittava
askel kvanttiteorian kehittamisessa

Avaruuden lampotilakartta,
keskilampatila 2.7 K



Klassisen fysiikan mukaan kiintean monoatomisen aineen lampokapasiteetti
on vakio

U, = 3NAkT = 3RT molaarinen sisaenergia
oU : . : :
C. = m | — 3R molaarinen lampokapasiteetti
Vo JaT |, vakiotilavuudessa

Tehtiin kuitenkin havainto, etta lampokapasiteetti ei ole matalissa lampdtiloissa
vakio vaan Cy,,,—~ O kun T — 0.

Einstein otti huomioon, etta kidehilassa olevat atomit varahtevat ja johti
lausekkeen sisaenergialle ja lampokapasiteetille: Einsteinin lampétila (hv/k)

3N , hv AV
Um=ehv/l?T_1 Cv’m=3Rf f=(T) (eBE/T_l)

v = atomien varahtelytaajuus (oletus: vain yksi) 8




Cyn/R

Debye Elnitelnln malli toimii vain kvalitatiivi-
sesti.

2 Einstein Tulos paranee jos huomioidaan

atomien kaikki varahtelytaajuudet ja
lasketaan niista keskimaarainen
varahtelytaajuus (vp, Debyen taajuus)

Parannettu malli on Debyen
malli (1912) ja siihen liittyva lampatila
ns. Debyen lampdtila

0 0.5 1 15 2 HD = th [k
T/6¢ or T/6,

Debyen mallissa kidehilan varahtelyja kasitellaan kuten kuutioon
vangittuja akustisia aaltoja (vrt. mustankappaleen sateily)



Emission intensity

|

415

420
Wavelength, A/nm

Atomien spektrit ovat diskreetteja,
ts. ne koostuvat kapeista viivoista

Kukin viiva vastaa siirtymaa kvantittuneiden
energiatilojen valilla

Bohrin taajuusehto: AE =hv =hc/A

Energy
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Sahkomagneettisella sateilylla on hiukkasluonnetta:

Valosahkoisessa ilmiossa fotonit irrottavat elektroneja metallista.

Vapautuneiden elektronien energia riippuu metallin tyofunktiosta(®) seka
fotonin taajuudesta (ei siis intensiteetista)

1 2 _
sm,y" =hv-®

Kinetic energy
. . . of ejected
Einstein, Nobel-palkinto J

electron
1921

Energy needed to
remove electron
from metal

D
|hv !
(b)

hv <® hv >® y
https://www.youtube.com/watch?v=v5h3h2E4z2Q

Energy supplied
by photon

_
L




Hiukkasilla on aaltoluonnetta:

Elektronisuihkun sirotessa metallipinnalta havaitaan interferenssi

Electron
beam

de Broglien hypoteesi (1923):

At

P +——_ liikemaara

100 V elektronille A = 0.12 nm
pesapallolle (40 m/s) A = 1034 m

Nickel crystal

Louis de Broglie
Nobel 1929 Davissonin ja Germerin

koe (1927) osoitti de Broglien
hypoteesin oikeaksi

https://www.youtube.com/watch?v=Ho7K27B Uu8
12
https://www.youtube.com/watch?v=7GTCus7KTb0




Kvanttimekaniikan kuvaamiseen tarvitaan kompleksilukuja

g Kompleksiluku z= x + iy on piste koordinaatis-
8 tossa, jonka akselit ovat reaaliakseli ja
i imaginaariaksel
S A
g i = imaginaariyksikko = v-1 eli i2 = -1
= ,(X’y) x = Re(z) ; reaaliosa
N y = Im(z) ; imaginaariosa
£
>
Re(z) reaaliakseli
Laskusaantoja:

2,=2+3i z,=1-4i 7-2,=Q-1D)+GB+4)i=1+7i
27, +32, =22+ 3i)+3(1-4i) =4 +6i+3-12i =7 -6i

2-i)(-3+2))=-6+4i+3i-2i"=-4+7i

z=x+iy; kompleksikonjugaatti z* = x -iy 13



7 = (x + iy)(x — iy) =x =iy =x"+y"

— %k . . .
‘Z‘ =V kompleksiluvun itseisarvo

kompleksilukuja jaetaan keskenaan siten, etta osoittaja ja nimittaja kerrotaan
nimittajan kompleksikonjugaatilla

240 (QQ40) (1-20) 2-4i+i-2" 4-3i 4 3

— = ———]

Z_ = = =
142 (1+2)(1=2i) 1-2i+2i-4i> 5 5 5

14



Kompleksiluku voidaan suorakulmaisen koordinaatiston asemasta esittaa
napakoordinaatistossa: kulma 6 (vaihekulma) ja sade r

A

kompleksiluku z

N 5
£ X =rcoso
r - koordinaatistomuunnos
y y =rsinf
6 y
> tanf = =
X

X Re(z)

Z=Xx+1iy=rcosO+irsinf

. . 6
Eulerin kaava: cosf +isinf =¢'

0

1v) - 2 16 -i6 2
|:{>Z=rel Z*:]/‘el ! !

zF=re’e" =r

15



Kompleksilukujen kaytto on erittain voimallinen tapa kuvalilla fysiikkaa.
Kompleksi- ja reaalilukuesityksen eroa voi havainnollistaa seuraavalla
kuvalla pyorivasta kiekosta, jossa on sininen nuppi

yksiulotteisessa esityksessa (vastaa reaalilukua)
nuppi nayttaa oskilloivan yhdessa suunnassa. Meilla
ei ole tietoa vaihekulmasta

nupin paikka ajan funktiona
1-ulotteisesta esityksesta

kaksiulotteissa :
esityksessa (vastaa kompleksitasoa) AN
ndemme nupin paikan muutoksen taydellisesti .
(my0s vaihekulman)

Phase angle, 0

16



Reaaliosa ("nakyva”)= V, cost

Imaginaariosa ("nékymétén”)= V, sinf

Kompleksiesitys= V,(cosf +isinf)=1V,e

w = kulmanopeus

iwt

Phase angle, 0
\

V.

17



Kurssin aihepiiriin liittyy paljon verkkomateriaalia

Luentoja voit hakea esim MIT:n (Massachusetts Institute of Technology)
opetustarjonnasta

http://ocw.mit.edu/courses/physics/8-04-quantum-physics-i-spring-2013/lecture-videos/

18



Aaltoluonteesta johtuen hiukkasten kuvaamiseen tarvitaan teoria, joka
poikkeaa klassisesta mekaniikasta. 1926 Erwin Schrodinger esitti kuuluisan
yhtalonsa hiukkasten kuvaamiseksi aaltoina (ns. aineaallot, matterwaves):

- dy

2

_2m dx

+V(x)=FEy

m = hiukkasen massa
= aaltofunktio

yhden hiukkasen 1-ulotteinen
ajasta riippumaton
Schrodingerin yhtalo

h=h/2rn=1.054%x10"*Js

V(x) = hiukkasen potentiaalienergia paikan x funktiona
E = hiukkasen kokonaisenergia

aaltofunktio sisaltaa kaiken informaation tarkasteltavasta systeemista
Huomaa, etta esitetty yhtalo on ajasta riippumaton

19



Table 8.1 The Schrddinger equation

For one-dimensional systems:

2 dzw

m dx?

Where V(x) is the potential energy of the particle and E s its total energy. For three-dimensional
systems

+ V(x)y=Ey

hZ
-—V2y+ Vy=Ey
2m

where V may depend on position and V? (‘del squared’) is
L Ll e
Tox 9y 92

In systems with spherical symmetry three equivalent forms are

VZ

0% 20 IE
e e

where

Lo i e

= + 06—
sin’0 0¢?  sinB 06 00

In the general case the Schrodinger equation is written
Hy=Ey
where H is the hamiltonian operator for the system:
2
A=—V*+V
2m
For the evolution of a system with time, it is necessary to solve the time-dependent Schrédinger
equation:
¥

H‘P:ihx

Table 8-1
Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
© 2006 Peter Atkins and Julio de Paula



Tarkastellaan hiukkasen liiketta pitkin x-akselia tilanteessa jossa
potentiaalienergia on vakio, ts. V(x) =V:esim V=0

d*y 2m
dx® _?(E -V
1/2
ratkaisu: P=e™ k= {2’%(52— V)}

Kompleksinen aaltofunktio voidaan jakaa reaali- ja imaginaariosaan:

Y = coskx + isinkx
Im €= sin kx

reaali ja imaginaariosan
valinen vaihe-ero kertoo
hiukkasen liikesuunnan

Wavefunction, ¢

21

\Re e™ = cos kx



Wavelength, A cos(kx)= 0 kun kx=T7/2

eli x=11/2k vastaa aallonpituuden
neljasosaa

f ——> cos(kx) on aalto, jonka
\/ aallonpituus A = 211/k

termi E-V = E, = kineettinen energia

2 E 1/2 kZhZ
—> k={ mzK} —> E,=
h 2m

Klassisen mekaniikan mukaan voimme lausua kineettisen energian
2

liikemaaran avulla: g P
K om

yhdistdmalla tulokset: p="hk ja k=2m/A

h
—> p= B de Broglien tulos

22



Max Bornin tulkinnan mukaan aaltofunktio on eraanlainen
todennakoisyysamplitudi:

Jos hiukkasen aaltofunktio pisteessa x on 1 niin todennakoisyys sille, etta

2
hiukkanen sijaitsee valilla x ja x + dx on verrannollinen aaltofunktion nelioon ‘1/1‘

Ay X [ on todennaksisyystiheys

Probability

= [[dx todennakaoisyys = \I/Jf X tilavuus

[

3-ulotteisessa avaruudessa:
tn. sille, etta hiukkanen sijaitsee tilavuus-
alkiossa dt = dxdydz

v 2

https://www.youtube.com/watch?
v=7/GTCus/KTb0 /




aaltofunktion merkilla ei ole fysikaalista merkitysta

Wavefunction

Probability
density

Figure 8-21
Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
© 2006 Peter Atkins and Julio de Paula
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Aaltofunktio kerrotaan yleensa ns. normitusvakiolla N siten, etta
todennakoisyystineys integroituna koko avaruuden yli saa arvon 1
(ts. todennakoisyys on 1 sille, etta hiukkanen on jossain!)

wa * Nydx = szz,u dx =1 1-ulotteinen tapaus (* viittaa kompleksi-
—e —e0 konjugaattiin)
1

- 1/2
Jrew

Mikali toisin ei mainita, voidaan 1y olettaa normitetuksi aaltofunktioksi

N =

NN suorakulmainen eli
: fffw *Ydxdydz = f‘/’ *ydr =1 karteesinen avaruus
—00 —00 —00 5 O

Tarkasteltavat systeemit ovat usein
pallosymmetrisia, jolloin on kaytannollisempaa

kayttaa pallokoordinaatteja = pallon sade r ja QT 0
kulmat 6 (0 - 1) ja ¢ (0-21)




Tilavuuselementti pallokoordinaatistossa

dt = r* sinOdrd 0d¢

___rsin 6d 6
dr '

rdo

Figure 8-22
Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
© 2006 Peter Atkins and Julio de Paula

Normitetulle aaltofunktiolle

patee pallokoordinaatistossa:
o g 27
[ [ [w*yrsinbdrdod =1
00

0

paivantasaajan ympari

kaikki pallon
sateet

pohjoisnavalta

etelanavalle 26



Todennakoisyystulkinnasta johtuen vain tietyt aaltofunktiot ovat hyvia
Schrodingerin yhtalon ratkaisuja

(a) - (d) eivat johda fysikaalisesti jarkevaan todennakoisyystiheyteen

J epajatkuva derivaatta epajatkuva

(a) X (b) 25 otin Adrelliselld alusell
ol yksikasitteinen ~_ aareton arellisella alueella

(c) (d)

27



Fysikaalisesti hyvan aaltofunktion tulee olla:

* jatkuva

 sen derivaatan tulee olla jatkuva

* yksikasitteinen

» neliollisesti integroituva (normittuva)

Kvantittuminen aiheutuu siita, etta vain tietyt aaltofunktiot ja niita
vastaavat energiat ovat sallittuja

28



x-akselia pitkin vapaasti liikkkuvan hiukkasen Schrodingerin yhtalo:

n dy
_ - FE
2m dx’ v
. ' kZhZ
ratkaisuna aaltofunktio ja energia: ¥ = Ae™ +Be™  E = 5

Oletetaan huvin vuoksi, ettd B = 0, jolloin ¥ = Ae™

Todennakoisyystiheys saa nyt muodon:  fy|" = A*e™ Ae™ =|A]" = vakio

——>| todennakodisyystiheys on paikasta riippumaton, ts. hiukkasen
paikkaa ei voida ennustaa jos valitsemme vain yhden aallon
(k:n, likemaaran)

Tarkastellaan tilannetta jossa A= B ( k ja -k mukana)

nyt =A™ +e™) = A(cos(kx) + isin(kx) + cos(kx) — i sin(kx)) = 2 A cos kx

Y| = 4A%cos” kx ei siis vakio (riippuu paikasta x)
29



tn tiheys

=1

Im e = sin kx ¥

Figure 8-25
Atkins Physical
© 2006 Peter At

[Chemistry, Eighth Edition
ins and Julio fe Paula

solmukohtia

Tapaus B=0
likemaara —
eteneva aalto

Tapaus A=B
likemaara —<
seisova aalto

30



Schrodingerin yhtalo on ominaisarvoyhtalo:

Hy = Ey

2 2
H = _h_d_z +V(x) Hamiltonin (kokonaisenergia) operaattori
2m dx

E = energia = Hamiltonin operaattorin ominaisarvo
1 = Hamiltonin operaattorin ominaisfunktio

Operaattori on matemaattinen operaatio, joka kohdistetaan funktioon. Mikali
tuloksena saadaan sama funktio kerrottuna vakiolla (=ominaisarvo),
funktio on taman operaattorin ominaisfunktio.

Kutakin fysikaalista havaintosuuretta vastaa kvanttimekaniikassa
matemaattinen operaattori. Ominaisarvo on vastaavasti taman
havaintosuureen arvo systeemissa, jota kuvaa aaltofunktio y. Kutakin
ominaisarvoa vastaa yksi tai useampi ominaisfunktio

Hamiltonin operaattoria vastaava havaintosuure on kokonaisenergia ja sen
ominaisarvo on kokonaisenergian arvo 31




Punaisen vektorin suunta ei muutu taulua kdannettaessa, se on kaantooperaattorin

ominaisvektori (ominaisfunktio)
Koska punaisen vektorin pituus pysyy muuttumattomana, sita vastaava

ominaisarvo kaantooperaatiossa = 1

Y
Ay
AX = AX
Operaattori A venyttaa vektoria x
4 X:n suunta ei muutu joten se on A:n ominais-

funktio




Kvanttimekaniikan teoriarakenne pohjautuu siihen, etta hiukkasen
paikkaa ja likemaaraa kuvaavat operaattorit ovat:

Muodostetaan kineettisen energian operaattori kayttamalla hyvaksi
kineettisen energian ja likemaaran valista relaatiota:
2
P
E, =2
K om

Kineettisen energian operaattori saadaan:
~ 1 (hd\hd nod
Ey=—\7"7 77757772
2m\ i dx/)\'i dx 2m dx

aaltofunktion kaarevuus (toinen derivaatta) liittyy kineettiseen energiaan



High curvature,
high kinetic
energy

Low curvature,
low kinetic
energy

Figure 8-26
Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
© 2006 Peter Atkins and Julio de Paula
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Figure 8-28

Region
contributes
high kinetic
energy

Region
contributes
low kinetic
energy

Wavefunction, ¢

Position, x

Figure 8-27
Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
© 2006 Peter Atkins and Julio de Paula

Tassa esimerkissa
potentiaalienergia pienenee lineaarisesti,

Kineettinen energia kasvaa vastaavasti
(kokonaisenergia on vakio)

34



Kvanttimekaanisilla operaattoreilla, jotka liittyvat fysikaalisiin havainto-
suureisiin on matemaattinen ominaisuus, jota kutsutaan hermiittisyydeksi

Hermiittiselle operaattorille patee: integraalin kompleksikonjugaatti

v
[, Qu dx ={ ) wj.fhpidx}* Y. on funktion 1,

kompleksikonjugaatti

Hermiitisilla operaattoreilla on kaksi tarkeaa ominaisuutta:
(Kvanttimekaaniset operaattorit ovat hermiittisia)

1. Niiden ominaisarvot ovat reaalisia
2. Niiden ominaisfunktiot ovat keskenaan ortogonaalisia

flljjwjdf =0 (ortogonaalisuus)

35



Funktiot v,(x) ja ¥,(x) ovat keskenaan ortogonaalisia, jos integraali

flljm *Oy,(x)dx =0 m=n

Integraali kuvaa funktioiden kokonaispeittoa . Funktioiden ortogonaalisuus on
samankaltainen ominaisuus kuin vektoreiden geometrinen ortogonaalisuus (kohti-

suoruus). Kasitteita ei kuitenkaan saa sekoittaa.

Vektorit ovat keskenaan ortogonaalisia jos niiden valinen pistetulo = 0

Esim. x-y=0

Totea, etta sinx ja sin2x ovat ortogonaalisia
Avaa sovellus wolframalpha.com ja syota operaatio integrate sinxsin2x

36



Kirjassa on osoitettu funktioiden sinx ja sin2x (molemmat hermiittisen
operaattorin d?/dx? ominaisfunktioita) ortogonaalisuus

—]

Figure 8-29
Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
© 2006 Peter Atkins and Julio de Paula
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Kaikki hiukkasta kuvaavat altofunktiot eivat ole operaattoreiden ominais-
funktioita, tama johtaa klassisen mekaniikan maailmasta poikkeavaan

tilanteeseen

ikx —ikx
Tarkastellaan vapaan hiukkasen aaltofunktiota ¥ =4e" + Be

tilanteessa jossaA=B, Y =2Acos(kx)
Pyritaan nyt maarittamaan likemaaran ominaisarvo (operoidaan p,:lld )

hdy _2h , deoskx —2@ Asinkx aaltofunktiomme ei ole p,:n ominais

[ dx [ dx I funktio

Voimmeko tehda mitaan paatelmia hiukkasemme liikemaarasta?

Y =A™ +e™)=2Acoskx koostuu kahdesta funktiosta, joista
kumpikin on p,:n ominaisfuntio
(ominaisarvot  +hak ja -hk

Aaltofunktiomme on kahden aaltofunktion superpositio

Y=9_ +y_
+hk -7k

38



Superposition = A(e™ +e™)=2Acoskx tulkinta:

Jos teemme joukon mittauksia, saamme liikemaaran arvoksi joko +7k

tai —7k  yhta suurella todenndkdisyydelld. Emme kuitenkaan voi ennustaa
kumpi arvoista tulee seuraavalla kerralla (vrt kolikon heittaminen).

Yleisesti:
Aaltofunktion voidaan ilmaista jonkun operaattorin (esim. likemaara) ominaisfunktioiden
superpositiona .
1/J=011.U1+021/J2+63¢3+---=20k% E‘Ck‘ =1
k k
Jos mittaamme suureen (esim. liikemaara), saamme tulokseksi jonkin vy, :n
ominaisarvon. Emme kuitenkaan tieda etukateen minka

Jos teemme sarjan mittauksia niin havaitsemme, etta todennakoisyys
saada tietty ominaisarvo riippuu tekijasta \ck\z

Laajassa mittaussarjassa suuren keskimaarainen arvo saadaan odotusarvona

(Q) = [y*Qudr . on symboli yleiselle
( Q operaattorille)
39



40



Lasketaan odotusarvo <Q2> tapauksessa, jossa (a) y on operaattorin
ominaisfunktio (ominaisarvo w) ja (b) tapauksessa jossa
1y on superpositio kahdesta operaattorin ominaisfunktiosta

a) (= [yp*Qudr=[y*oydr =0 [y*ydr=w

(Q) = [ (cap, +cp,)* Qe +cp,)dr

S (cap + ) * (e, Qu, + ¢,Qu, Jdr

= [(cqp, + ) * (c;opp, + c,op,)dT

= c/c, [P dr + .0, [yap,dt + /e, [yip,dr

* * * * 2 2
+czcla)2flp2q)1d7: =C,C,0, + C,C, M0, = ‘cl‘ w, + ‘cz‘ ,

b)

Paul Diracin mukaan: Superpositio tarkoittaa sita, etta systeemi on
yhtaaikaa useilla tiloilla (esim. vy, ja y,). Mittaustapahtuma hairitsee
systeemia niin, etta se pakottaa systeemin yhdelle superposition kantana
olevalle ominaistilalle, jolloin havaitaan tata tilaa vastaava ominaisarvo

(esim. w, tai m,) 41



"You can tell what the system is doing unless you
observe it

Systeemin tila

Systeemin tila on sen hairioton liike, johon kohdistuu tietty maara reunaehtoja
jotka eivat ole keskenaan ristiriiidassa. Tilaa kuvaavat ominaisuudet ja vuoro-
vaikutukset. Esim. vedyn 1s tila: massat, varaukset, Coulombin vuorovaikutus

Superpositio

Jos systeemi on yhdessa tilassa, voidaan se kasittaa olevan samanaikaisesti
myOs muissa tiloissa

https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_superposition
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Tarkastellaan hiukkasen paikkaa eri aaltofunktioiden avulla

. 2—
Im " =sin kx '¥1=1
\

\ .
tarkasti maaritelty likemaara (yksi k)
(a) ——> hiukkasen paikkaa ei tiedeta

Re € = cos kx
cos kx cos® kx - -
ATAVAYAVAVA AVERER v
/ liikemaara ei tarkasti maaritelt I k:
y (kaksi k:ta)
PCECE

——> ensimmaiset merkit hiukkasen
lokalisoitumisesta nakyvissa

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

Jos halutaan tietaa hiukkasen paikka tarkasti, taytyy muodostaa
aaltofunktio, joka on superpositio suuresta maarasta eri k:n arvoihin
liittyvista likemaaran ominaisfunktioista, nain muodostettua superpositiota
kutsutaan aaltopaketiksi. Aaltopaketti on kvanttimekaaninen vastine
klassisen mekaniikan kuvaukselle lokalisoituneesta hiukkasesta.
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Terava aaltofuntio kuvaa lokalisoitunutta hiukkasta

Terava aaltofuntio (aaltopaketti) saadaa
usean ominaisfuntion (jokaisella oma k)
superpositiona

| 44

Figure 8-31
Atkins Physical Chemistry, Eighth Edition
© 2006 Peter Atkins and Julio de Paula



Olemme havainneet, etta hiukkasen kvanttimekaaninen lokalisoituminen
edellyttaa, etta sisallytamme aaltofuntioon suuren maaran k:n arvoja

—> jos lisaamme tarkkuutta paikan suhteen niin samalla lisaamme
epatarkkuutta liikemaaran suhteen (jokainen lisatty k:n arvo kasvattaa
Lilkkemaaran epatarkkuutta)

Paikan ja liikemaaran epatarkkuuksien valilla on Heisenbergin epatarkkuus-
relaatio:
ApAg =i

Ap = {<p2> - <p>2}
Aq = {<q2> - <q>2}1/2

1/2

nelidllinen keskipoikkeama

Epatarkkuusperiaate ei rajoitu vain paikkaan ja likemaaraan vaan vallitsee
kaikkien ns. komplementaaristen suureiden valilla

Mista tiedamme ovatko kaksi suuretta keskenaan komplementaarisia?
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Suureiden komplementaarisuus voidaan todeta tarkastelemalla niita
vastaavien kvanttimekaanisten operaattoreiden kommutaatiota

Tarkastellaan kahta operaattoria le ja §22 jotka liittyvat fysikaalisiin
havaintosuureisiin

Mikali operaattoreiden yhteisvaikutus ei riipu siita missa jarjestyksessa
operaattorit operoivat funktioon, sanotaan operaattoreiden kommutoivan

keskenaan. Painvastaisessa tapauksessa operaattorit eivat kommutoi
keskenaan

SAQI(SAQZI/J) = £A22(£A211/J) operaattorit kommutoivat
Ql(éﬂ/}) # flz(fQIIIJ) operaattorit eivat kommutoi

A

Maarittelemme kommutaattorin: [521,92] = lefzz - fzzle

Kvanttimekaniikan mukaan kahden havaintosuureen valilla vallitsee
Heisenbergin epatarkkuusrelaatio mikali naita suureita vastaavien
operaattoreiden kommutaattori = O

Mikali operaattorit kommutoivat, voidaan niita vastaavien suureiden arvot mitata
toisistaan riippumatta, miten tarkasti hyvansa



Testataan tata ajatusta laskemalla paikan ja likemaaran operaattoreiden
valinen kommutaattori

= Y

P _xidx

b= L () = T
pxxw_idx( ¥) i(x . +w)

A A h d h d h ho
[X,px]=—.x—__.x___.=__.=lh

Tama kommutaattori on keskeinen koko kvanttiteorian kannalta.

Table 7C.1 Constraints of the uncertainty principle*

Variable 1

Variable 2 X y 4 P« Py p.

X
N
y N

z

2 B

p, I

b. L

* Pairs of observables that cannot be determined simultaneously with arbitrary
precision are marked with a blue rectangle; all others are unrestricted.




Kvanttimekaniikan postulaatit

1.  Systeemin (atomi, molekyyli) tilaa kuvataan aaltofunktiolla 1. 1 on hiukkasen
koordinaattien (ja ajan) funktio. Aaltofunktio on matemaattinen kasite eika
silla ole valitonta yhteytta fysikaaliseen todellisuuteen.

2. Operaattorit vastaavat klassisen mekaniikan havaintosuureita. Operaatto-
rit valitaan siten, etta paikka- ja likemaaraoperaattoreiden valilla on
kommutaatiorelaatio [56,13] —ih

3. Havaintosuureen w keskimaarainen arvo saadaan vastaavan operaattorin
odotusarvona .
(Q) = [y*Qudr

A

4. Jos y on operaattorin €2 ominaisfunktio, niin havaintosuureen arvo

saadaan ominaisarvoyhtalén 2¢ =wy  ratkaisuna
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Jos v ei ole operaattorin ominaisfunktio, niin se voidaan kirjoittaa ominais-

funktioiden vy, superpositiona: Al
W Perp UJ:ECW}k

k=1

A

kullekin ns. kantafunktiolle patee: Y, = wy,

] 2
Havaintosuureen odotusarvolle saadaan: ()= E‘Ck )‘Uk
k

5. Todennakoisyys hiukkasen loytymiselle tilavuuselementista dt pisteessa
r, saadaan lausekkeesta ‘w(r)‘zdf
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