Loppukoe 19/02/2003 (aika: 4 h)
Stokastiset prosessit ja niiden sovellukset

1. Nolla-Yksi lakit (6 pistettd)

(a) Formuloi HEWITT-SAVAGE 0-1-LAKI.

(b) Olkoot €1, €9, ... : @ — IR riippumattomia satunnaismuuttujia siten, etta
1
Pe;=1)=P(g; =-1) = 3

Kayttamalla Kolmogorovin 0-1-laki, osoita:

i. Jos a,, ovat reaalilukuja, niin

P (Z Qnén olemassa> € {0,1}.

ii. IP(w:lim, >0, (1+ex(w)) < o) € {0,1}.

2. Summien konvergenssi (9 pistettd)

(a) Olkoon &1, &a, ... : @ — IR riippumattomia satunnaismuuttujia. Formuloi
néille satunnaismuuttujille THREE-SERIES-THEOREM (vélttamé&ton ja ri-
ittavé ehto sille, ettd summa » -, &, on olemassa melkein varmasti).

(b) Olkoon €1, €9, ... :  — IR riippumattomia satunnaismuuttujia siten, etta
1
Pe,=-1)=1-1P(g, =1) = 3 € (0,1).
Mille aq, as, ... € IR
oo
> (G rae)
on olemassa melkein varmastl?
(c) Olkoot &1,&o, ... Q — R riippumattomia Satunnaismuuttujia siten, etta
P, =-1)=1-5jalP =1)=1+ 5. Onko
> &
—n
on olemassa melkein varmasti?
(d) Olkoot &1, &, ... : @ — IR riippumattomia satunnaismuuttujia siten, etté
P (377, &, suppenee) =1 ja ¢ > 0. Osoita, etté

o0
Z (16n] =€) < 0.

Vihje: Kéytd BOREL-CANTELLIn lemmaa.



3. Ehdollinen odotusarvo (5 pistetté)
(a) Olkoot Q := [0,1], F := B([0,1]) Borelin o-algebra ja IP Lebesguen
mitta. Laske IE(f|G) missd G := o ([0,1/2), [3/4,1]) ja f(t) :=t%
(b) Olkoot €1, €3, €3, £4 riippumattomia satunnaismuuttujia, siten etta IP(g; =

1) =P(e; = —1) = 1/2. Kéyttamalld ehdollisen odotusarvon omaisuuk-
sia laske

E (81 + e1€9 + €263 + (5182 + 8283)64 ‘ g)
missi G := o (€1,4).

4. Martingaalit (5 pistettd)

(a) Olkoot 1, €3, ... : @ — IR riippumattomia satunnaismuuttujia siten, etti
1
Méérittelemme Fo := {0, Q}, F, := 0 (g1, ...,6n) jos n > 1, Mp(w) := 1

ja
My (w) = et (1@ Fen () —2n

jos n > 1. Mille a € IR prosessi M = (M), on ali-martingaali?
Perustele vastauksesi!

(b) Olkoot €1,¢€2, ... : @ — IR riippumattomia satunnaismuuttujia siten, etta
1
P, =1)=P(e=-1)= 3

Maarittelemme Fy := {0, Q}, Fp, := 0 (€1, ...,epn) jos n > 1, My :=0 ja
Mn+1 = Mn + (51 e 5n5n+1)

jos n > 0. Onko M = (M,)>2, martingaali, ali-martingaali vai yli-
martingaali? Perustele vastauksesi!

5. Pyséhdyshetket (5 pistettd)

(a) Olkoot (£2, F,IP) todennékéisyysavaruus historian (F, )52 , kanssa. Méérittele
pyséhdyshetki 7: Q — {0,1,2,...} N {oo0}.

(b) Olkoot €1, €9, ... : @ — IR riippumattomia satunnaismuuttujia siten, etta
1
P(ei = 1) = P = —1) = 5.

Maérittelemme Fy := {0, Q}, F, := 0 (€1,...,€p) jos n > 1.
i. Onko 7(w) :=inf{n >0:¢e1(w) + - e, (w) = 10} pysdhdyshetki?
ii. Onko 7(w) :=inf{n > 0:e1(w)+ - -e2,(w) = 10} pysédhdyshetki?
(Maarittelemme inf () := oco.)

(¢) Olkoot o,7 : Q@ — {0,1,2,...} U {oo} pysidhdyshetkida. Osoita, ettd
min {0, 7} on pysdhdyshetki!



