
MATS263 Todennäköisyysteoria 3
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1. Osoita, että integroituvalle kompleksiarvoiselle satunnaismuuttujalle
Z : Ω→ C on

(a) E(aZ) = aEZ kaikilla a ∈ C, ja

(b) |EZ| ≤ E|Z|.

2. Olkoon X : Ω→ R satunnaismuuttuja ja ϕ sen karakteristinen funktio.
Osoita, että kuvaus t 7→ ϕ(t) on tasaisesti jatkuva.

Vinkki: Arviosta |eiy − 1| ≤ |y| voi olla apua.

3. Laske karakteristinen funktio ϕX , kun

(a) X on tasaisesti jakautunut välillä [0, 1],

(b) P(X = 1) = p ja P(X = 0) = 1− p jollakin 0 < p < 1.

4. Olkoot X, Y : Ω → R satunnaismuuttujia. Osoita, että X ja Y ovat
riippumattomia, jos ja vain, jos ϕX,Y (t, u) = ϕX(t)ϕY (u) kaikilla t, u ∈
R.

Vinkki: Huomautus 7.11

5. Olkoot X, Y : Ω → R riippumattomia, samoin jakautuneita satun-
naismuuttujia. Osoita, että X − Y on symmetrisesti jakautunut (eli
X − Y =d Y −X.

6. Osoita lause 7.13: Jos
∫
R
|ϕX(t)|dt < ∞, niin X on absoluuttisesti

jatkuva ja sillä on tiheysfunktio

fX(y) =
1

2π

∫
R

e−ityϕX(t)dt,

joka on jatkuva ja rajoitettu.

7.* Lisätehtävä:
Osoita lemma 7.10:

lim
T→∞

∫ T

−T

sin(αt)

t
dt = πsgn(α),

missä

sgn(α) =


1, jos α > 0

−1, jos α < 0

0, jos α = 0

.

Vinkki: Kokeile vaikkapa esitystä 1
x

=
∫∞
0 e−xydy,

Fubinin lausetta ja osittaisintegrointia kahdesti sisemmälle integraalille.


