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1. Anna esimerkki satunnaismuuttujien jonosta, joka suppenee stokasti-
sesti, mutta ei ole tasaisesti integroituva.

2. (a) Osoita, että X on integroituva (eli X ∈ L1), jos ja vain, jos

lim
c→∞

E
[
|X|χ{|X|>c}

]
= 0.

(b) Olkoot X ∈ L1 ja joukot An ∈ F s.e. P(An) → 0, kun n → ∞.
Osoita, että E (|X|χAn) → 0, kun n→ ∞.

3. Osoita lause 4.7: integroituvien satunnaismuuttujien jono (Xn)
∞
n=1 on

tasaisesti integroituva, jos ja vain, jos

lim sup
n→∞

E|Xn|χ|Xn|>c → 0, kun c→ ∞.

4. Olkoot (Xn)
∞
n=1 ja (Yn)

∞
n=1 tasaisesti integroituvia. Osoita, että

(Xn + Yn)
∞
n=1 on tasaisesti integroituva.

5. Olkoot p, q > 1 siten, että 1
p
+ 1

q
= 1, ja olkoot (|Xn|p)∞n=1 ja (|Yn|q)∞n=1

tasaisesti integroituvia. Osoita, että (XnYn)
∞
n=1 on tasaisesti integroi-

tuva.

6. Olkoon f : R→ R jatkuva funktio. Osoita, että jos Xn → X jakauma-
mielessä, niin f(Xn) → f(X) jakaumamielessä.

Lisäkysymys: riittäisikö olettaa, että P(X ∈ D) = 0, missä D on funk-
tion f epäjatkuvuuspisteiden joukko, ja f on mitallinen funktio?


