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1. Olkoon (Ω,F ,P) äärellinen todennäköisyysavaruus ja A ⊂ Ω. Olete-
taan, että F = {∅,Ω, A,Ac} ja P (A) = p jollakin 0 < p < 1. Osoita,
että jos 0 < a < b, niin

a < E (aχA + bχAc) < b.

2. Olkoon Ω = [0, 1[ ja sillä ositus
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Olkoon P (Ai) = 1
4

kaikilla i = 1, . . . , 4. Määritellään

F0 := {∅,Ω},
F1 := σ(A1 ∪ A2, A3 ∪ A4),

F2 := σ(A1, A2, A3, A4)

ja f := 20χ[ 1
2
, 3
4 [.

(a) Laske Ef .

(b) Laske E (f |F1).

(c) Määritellään M0 := Ef , M1 := E (f |F1) ja M2 := f . Osoita, että
(Mn)2

n=0 on martingaali historian (Fn)2
n=0 suhteen.

3. Jatka edellisen tehtävän martingaalia seuraava askel (n = 3) eli va-
litse ositus B1, . . . , BN ja todennäköisyysmitta P1 siten, että F2 ⊂
F3 := σ(B1, . . . , BN) ja P1 (A) = P (A) kaikilla A ∈ F2 sekä keksi
F3-mitallinen funktio M3, jolle E (M3|F2) = f .

4. Olkoon Ω 6= ∅ jaA1, . . . , AN sen ositus. Määritellään F := σ(A1, . . . , AN).
Osoita, että F -mitallisille funktioille f ja g

(a) f + g on F -mitallinen ja

(b) fg on F -mitallinen.

5. Tarkastellaan CRR-mallia. Oletetaan, että S0 = 1 ja

St+1 =

{
(1 + a)St todennäköisyydellä 1− p ja
(1 + b)St todennäköisyydellä p

kaikilla t = 1, 2, . . . , T , missä 0 < p < 1 ja −1 < a < b. Etsi sellainen
p = p0, jolla ES1 = 1. Löytyykö aina?

6. Osoita, että edellisen tehtävän tilanteessa, kun p = p0, jono (St)
T
t=0 on

martingaali historian (Ft)
T
t=0 suhteen, missä Ft = σ(S1, . . . , St).


