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Huomaa muuttunut aika!

(1) "Vastaesimerkki" dominoidun konvergenssin lauseelle:
Olkoon ([0, 1],B([0, 1]), λ) todennäköisyysavaruus ja määritellään funk-
tiot

fn(x) := n1I[0,1/n](x), x ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . . .

(a) Laske E limn→∞ fn(x).

(b) Laske limn→∞Efn(x).

(c) Miksi E limn→∞ fn(x) 6= limn→∞Efn(x)?

(2) Tasajakauma:

Olkoon ([a, b],B([a, b]), λ
b−a

) todennäköisyysavaruus, missä
−∞ < a < b < ∞.

(a) Osoita, että

Ef =

∫
[a,b]

f(ω)
1

b− a
dλ(ω) =

a + b

2
, missä f(ω) := ω.

(b) Laske

Eg =

∫
[a,b]

g(ω)
1

b− a
dλ(ω), missä g(ω) := ω2.

(c) Laske varianssi E(f −Ef)2 satunnaismuuttujalle f(ω) := ω.

Vihje: Käytä kohtia a) ja b).

(3) Olkoon (Ω,F , IP) todennäköisyysavaruus ja f, g : Ω → R riippumatto-
mia mitallisia porrasfunktioita. Osoita, että

Efg = EfEg.

(4) Olkoon (Ω,F , IP) todennäköisyysavaruus ja f1, f2, . . . ei-negatiivisia sa-
tunnaismuuttujia ja

∑∞
k=1 fk < ∞ m.v. Osoita, että

E

∞∑
k=1

fk =
∞∑

k=1

Efk (≤ ∞).

Vihje: Lause 3.2.4



(5) Olkoot satunnaismuuttujat f ja g riippumattomia ja Poisson-jakautu-
neita parametrein λ1 ja λ2. Osoita, että f + g on Poisson-jakautunut
laskemalla

IPf+g({k}) = IP(f + g = k) =
k∑

l=0

IP(f = l, g = k − l) = . . . .

Mikä on tämän Poisson-jakauman parametri?


