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1 Kuulat ja liikeyhtalét

Harjoitustyon aiheena oli toteuttaa kuulasimulaattori, jossa voidaan simuloida kuulien
kayttdytymista niiden pudotessa tasoon ja tormétessd toisiinsa. Tassa luvussa kuvataan

jaykén kappaleen liikeyhtal6t sovellettuna simulaattorissa kaytettyihin kuuliin.

1.1 Kuula

Kuulana kéytetddn r-sateistd palloa, jonka massa on tasaisesti jakautunut, ja

massakeskipiste on pallon keskipiste. Tallaisen kuulan hitaustensori lokaalissa
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ja rsade [4].

1.2 Voimat

Kuulaan vaikuttavana voimana simulaattorissa kaytetaan painovoimaa
g=[0 0 -9.80605].

1.3 Liikeyhtalét

X(t)
q(t)
P(t) |’
L(t)

Kuulan tilavektori on Y (t) =

missé X(t) on kuulan massakeskipisteen sijainti, q(t) kvaterniovektori, P(t)
kokonaisliikemaara. ja L(t) kulmaliikemaara.
P(t)

Laskennallisesti naistd saadaan nopeus v(t) =—=, hitaustensoril(t) = R(t)lbodyR(t)T ja
m

kulmanopeus a(t) = 1 (t) " L(t).



X(t) v(t)
Tilavektorin muutos saadaan laskemalla iY(t):i a = 05% (@) *q(1)
dt dt| P(t) F(t)

L(t) z(t)

missda F(t) on ulkoinen kokonaisvoima ja z(t) on ulkoisen voiman aiheuttama

vaantdmomentti.

1.4 Differentiaaliyhtaloratkaisijat

Simulaattorissa on kaytettavissa kolme differentiaaliyhtal6iden ratkaisemiseen tarkoitettua
menetelmaa: Eulerin menetelmad, keskipistemenetelma ja 4. kertaluvun Runge-Kutta —
menetelma [8]. Menetelmissa uusi tila lasketaan edellisen tilan avulla alla esitetyilla

kaavoilla. Kaavoissa x, = x(t,), h on askelpituus ja funktio f(x,t) = %Y(t) .

e Eulerin menetelma: X(t, +h) =X, +hf (X,,t,).
. . h h
e Keskipistemenetelma: X(t, +h) = x, +hf (X, +§ f(X,,t) 8, +§) )

e 4. kertaluvun Runge-Kutta:
k, = hf (X,,t,)

k h
kZ:hf(x0+?1,t0+E)
k h
k, =hf (X, +—-2%,t, +—
3 (0 2 0 2)
K, = hf (X +kyt, +h)
k, k, k, Kk
X(t, +h) =%, + =+-2+-24+-2
(t, +h) =X, stT3t3 ;s



2 Tormaykset

Tassa luvussa esitetddn padpiirteet simulaattorissa kéytetysta térmayksien tarkastelusta ja
voiminen laskemisesta. Léhteend on kaytetty Baraffin materiaalia [2], jossa esitettyja

menetelmid on muokattu kuulasimulaattoriin soveltuviksi.

2.1 Torméaystarkastelu

Kuulasimulaattorissa kuulat voivat tormatd toisiinsa sekda tasoon. Tason sijainti
maaritellaén z-akselille, jolloin térméaystarkastelut siihen helpottuvat. Térmaystarkastelussa
tason kanssa kaydaan jokainen kuula lapi ja tarkastetaan, onko kuulan keskipisteen z-
koordinaatti pienempi kuin kuulan s&de madritellyn térméaysepsilonin sisalld, jolloin
kyseessa on tormays. Tormayspisteen X- ja y-koordinaatit saadaan helposti suoraan kuulan

keskipisteestd, ja z-koordinaatti on nolla.

Kuulien keskinainen térméaaminen tarkastetaan vastaavalla tavalla, nyt vain tason tilalla on
toinen kuula. Kuulat kdydaan pareittain l&pi ja tarkastetaan, onko kuulien keskipisteiden
etdisyys pienempi kuin kuulien sateiden summa tormaysepsilonin rajoissa. Kuulien vélinen

tormayspiste madritellaan kuulien keskipisteiden puolivéliin.

Mikali térméays tapahtuu, lasketaan suhteellinen nopeus térmayspisteessd. Jos nopeus on
ldhella nollaa, on kyseessa kontakti, jolloin pitdd laskea kappaleisiin vaikuttavat
kontaktivoimat. Nopeuden ollessa negatiivinen, kappaleet ovat menossa toistensa siséén ja

niille lasketaan tormaysimpulssit.

Tarkan torméayshetken l16ytamiseen kaytetaan rekursiivista aliohjelmaa, joka puolittaa aika-
askeleen, ajaa simulaation uudelleen aika-askeleen puoleen valiin ja katsoo onko tormays
tapahtunut ennen puoltavalid. Jos on, jatketaan kutsumalla aliohjelmaa uudelleen
ensimmaiselld puolikkaalla, jos ei, jalkimmaéiselld puolikkaalla. T&ta jatketaan kunnes aika-
askelen pituus on kutistunut riittavélle tarkkuudelle. T&man jélkeen suoritetaan tormayksen
vaatimat toimenpiteet torméyshetkelld, jonka jalkeen jatketaan etsimélld seuraava

tormayshetki.



2.2 Tormaysimpulssit

Torméyksen aiheuttamien impulssien méadrittdminen on toteutettu suoraan Baraffin [2, s.
40-49] materiaalin mukaan. Kuulan térmatessa tasoon tason massan oletetaan olevan
aarettdman suuri ja hitaustensorin kaanteismatriisin olevan nollamatriisi. Talléin kuulaan
lisatdan tason normaalin suuntainen impulssi, joka vaikuttaa suoraan kuulan litkemé&ar&én
ja kulmaliikemaaradn, sek& niiden kautta kiihtyvyyteen ja kulmakiihtyvyyteen. Kahden
kuulan térmatessa toisiinsa lisatdan siihen kuulaan, johon normaali osoittaa, normaalin
suuntainen impulssi ja siihen kuulaan, johon normaali on maaritelty, impulssi

vastakkaiseen suuntaan.

2.3 Kontaktivoimat

Kontaktitilanteessa kuulat eivat ole menossa toistensa sisadn eivétkd erkaantumassa
toisistaan, vaan niiden suhteellinen nopeus toérmayspisteessa on lahelld nollaa.
Kontaktivoimia laskiessa tarkoituksena on l0ytaa sellaiset voimat, jotka estavét kuulien
vajoamisen toistensa sisadn, estdvat kuulia eroamasta ja katoavat kuulien erkaantuessa

toisistaan [7].
Kontaktivoimien laskemisessa ratkaistava ongelma on muotoa :

Af +b>0
f>0 , (1)
fT(Af +b)=0

missa matriisi A< R™ ja vektori beR" ovat tunnettuja ja f €R" tuntematon

kontaktivoimavektori, joka pitaisi ratkaista, kun havaittuja kontakteja on n kappaletta.

Ongelmassa olevat matriisi A ja vektori b lasketaan simulaattorissa Baraffin [2, 5.49-54,
61-67] materiaalien perusteella. Kuten torméyksessd myods kontaktissa tason massan
katsotaan olevan aarettdman suuri ja hitaustensorin kaanteismatriisin olevan nollamatriisi.
Itse ongelma (1) ratkaistaan k&yttdméalla Dantzigin algoritmia [3, s.26] LU-hajotelman
kanssa [5, 5.37].



2.4 Keinotekoinen kitka

Kuulien tormayksiin on lisatty keinotekoinen kitka pydrimisliikkeen aikaansaamiseksi.
Tason kanssa kitka muodostuu suoraan Kiihtyvyydestd. Sen projektio tasolle skaalataan
keksitylla, kokeilujen kautta sopivaksi havaitulla vakiolla, jonka jélkeen vaikutus asetetaan
kuulan kulmaliikem&&rddn ja sen myotd kulmakiihtyvyyteen. Kahden kuulan valilla
kaytetdan kuulan kiihtyvyyden projektiota kuulien tangenttitasolle. Ongelmaksi muodostuu
kulmaliikemadrien suuri kasvu. Kulmaliikeméaran kasvaessa myos Kitka kasvaa, ja sen
mennessa aarettomadn kuulat vain yksinkertaisesti hévidvat. Tata ongelmaa ei sen
kummemmin pohdittu, vaan typistettiin Kkitka tiettyyn mittaan sen kasvaessa suureksi.
Kuulien vélill4 pitdisi ottaa huomioon myds tormayspisteen Kiihtyvyyden vaikutus toiseen

kuulaan kohdistuvaan kitkaan. Téata ei kuitenkaan saatu onnistumaan.



3 Toteutus

Kuulasimulaattori toteutettiin Javalla ja tyOkaluna kaytettiin Netbeans IDE 3.6 seka

grafiikan piirrossa OpenGL for Java —kirjastoa [6].

3.1 OpenGL for Java

OpenGL for Javasta l6ytyvat lahes kaikki OpenGL:n funktiot Javalle sovellettuna. Téassa
sovelluksessa kaytimme piirtdmiseen GLCanvas-luokasta perittyd MarbleCanvas-
luokkaa, jossa display-metodi on koodattu uudelleen. Koska MarbleCanvas-luokalla
on viittaus kaikki kuulat siséltdvddn MarbleContainer-luokkaan, se voi pyytaa silta
kuulien tiedot yhden kerrallaan. Kuulan sijainti ja asento asetetaan OpenGL funktioilla
glTranslated ja glMultMatrixd, joista glTranslated méaé&rittdd kuulan
sijainnin sen keskipisteen avulla ja glMultMatrixd kuulan kierron kvaterniosta q
muodostetulla kiertomatriisilla, joka viedaddn funktiolle 1-ulotteisena taulukkona. Itse

kuulan piirto tapahtuu funktiolla glutWireSphere.

3.2 Luokkajako

Luokkajako paépiirteittdin on esitetty kuvassa 1.

< MarbleCanvas
JFr:tmnEMj;?lfnmam extends GLCanvas
extencs Jrrame / implements Display

MarbleCanvas canvas MarbleContainer marbles

MarhleContainer marbles dispiay

e \ MarbleContainer animaatioikkunan piirto

rundnimation implements Derivable Marble

kayttolityman hallinta Vector marbles double mass, radius
Yector forces double [] x,q,P,L,v,
Display display Force omega, force, torgque

DESolver DESalver solver double [J[] Body, [Bodylny,

Derivable d runAnimation applyForce linv, R
et

calculate checkCollisions addForce
getFirstColiisionTime eggir:npurse
computeForceAndTorgue a
A Contact state ToArray
kuutien haliinta Marble m1, m2 detState ToArray

arrayToState
caliisionBetweenMarbles kuwian sisdisten muuttifien
coliisionWithPiane laskenta ja ylidpito

Kuva 1: Kuulasimulaattorin luokkakaavio.



3.3 Toiminta

Sovellus  kéynnistetddn JFrameMarbleMain-luokan main-metodista. Kuulien
muodostaman kuution sivun pituus (kuulien maard sivulla) on madritettavissa
JFrameMarbleMain-luokan konstruktorissa, samoin kuulien sade, massa ja kuution

etdisyys tasosta.

Start animation kdynnistdd animaation. Move & Zoom —0ominaisuutta voi kayttaa
ennen animaation kdynnistdmista. Animaation aikana zoomauksen yritys kaappaa kuvan
hallinnan animaatiota pyorittavalta sdikeeltd, jolloin kuvan péivitys pysahtyy. Kuvassa 2
on esitetty kuulasimulaattorin kayttoliittyma lahtotilanteessa ja kuvassa 3 animaation

kaynnistamisen jalkeen, kun kuulat ovat alkaneet pudota.

=loix|
Move 8 Zoom Optiohs Move & Zoom Options
n Start animation A Start animation
<] - ] - ]- <] - [ - |-
i i)

Animation started

Kuva 2: Lahtotilanne. Kuva 3: Kuulat kesken animaation

ajon, pudotuksen jéalkeen.



4 Aika-askeleen  suoritusajat  eri kuulamaarilla  ja

differentiaaliyhtaldratkaisijoilla

Kuulasimulaattorin suoritusaikoja mitattiin ilman kontaktien laskemisia, koska niité ei
saatu virheettdmasti toimimaan. Simulaattorissa mitattiin  yhden aika-askeleen
suorittamiseen kuluvaa aikaa erilaisilla kuulien lukumaéarilla. Kustakin ajosta laskettiin
keskiarvo siind saaduista suoritusajoista. Testiajot suoritettiin kaksi kertaa kaikilla luvussa
1.4 mainituilla  differentiaaliyhtal6ratkaisijoilla, jolloin voitiin verrata keskendan eri
ratkaisijoilla saatuja suoritusaikoja. Koko menetelman suoritusajaksi on laskettu kahden
testiajon tulosten keskiarvo. Suoritusajat ovat taulukoissa millisekunteina. Aika-askel oli
kaikissa testeissa 33,33 millisekuntia.

Taulukossa 1 on koottu yhteen eri menetelmien suoritusajat. Yhdella kuulalla parhaan
tuloksen antaa keskipistemenetelmd, mutta kuulien lukumééran kasvaessa Eulerin
menetelma antaa parhaimmat suoritusajat. Taulukosta voidaan havaita myds, etta testeissa
kuulien lukumé&éaran kasvaessa, alkavat eri menetelmien valiset suoritusaikaerot pienentya.
Esimerkiksi 27 kuulalla keskipistemenetelman suoritusaika on noin viisinkertainen ja 4.
kertaluvun Runge-Kutan yli seitsenkertainen verrattuna Eulerin menetelméén, mutta 216
kuulalla suoritusajat ovat alle kaksinkertaiset Eulerin menetelmaan verrattuna. Kuvan 4

kuvaajassa on havainnollistettu kuulien lukumé&arén vaikutusta suoritusajan kasvuun.

Kuution sivu Kuulien Ikm  Keskipiste Euler 4. kl Runge-Kutta
1 1 3,364583 5,000000 5,000031
2 8 10,000000 4,995117 28,153499
3 27 70,062279 14,117221 106,760596
4 64 188,921712  125,861759 308,680822
5 125 553,016750  373,524471 827,910282
6 216 1245,028068 923,951787 1795,435387

Taulukko 1: Eri menetelmien suoritusajat.
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Aika-askeleen laskemiseen kulunut aika suhteessa
kuulien lukumaaraan

,
L
Ve B RER R Keskipistemenetelmé
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7— Euler
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Kuulien lukumaara

Kuva 4: Aika-askeleen suoritusaika suhteessa kuulien lukumaaran kasvuun eri

differentiaaliratkaisumenetelmillé.
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