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1 Johdanto

Matematiikan kursseilla keskitytdan kunkin matematiikan alueen asioihin
e esim. todennadkoisyyteen liittyvat kasitteet, lait ja tehtavien ratkaiseminen
e esim. joukkoihin liittyvat kasitteet, lait ja tehtavien ratkaiseminen

Talla kurssilla keskitytaan tasmallisille teorioille yleisiin asioihin

e ilmaukset ja niiden merkitykset
— lausekkeet: tuottavat luvun, merkkijonon, ...

— kaavat: tuottavat totuusarvon

e yleisimmat tasmallisen paattelemisen sadnnot
— emme kasittele mm. tietamyslogiikkaa

Alakohtaisia asioita kasitellaan esimerkkeina yleisten asioiden soveltamisesta

Suurin osa on maalaisjarkista, mutta ei kaikki

e paljon pienta ja helppoa ei yhdistettyna valttamatta olekaan helppoa
— logiikan maalaisjarkiset asiat ovat usein pikkuriikkisia
— kun suuri maara niitd yhdistetdan selvajarkisella tavalla, voi kokonaisuus hamartya

e kasittely on usein abstraktia: 3 ~» x ~» § ja ¢ ~~ paattelemisestd paatteleminen

e joissakin asioissa vaistomme ohjaa meita harhaan
— esim. jos Jaana pitada jaatelosta, niin Jaana ei pida jaatelosta
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Matematiikassa ja tietojenkasittelyssa kaytetaan formaalin ja luonnollisen kielen sekakielta

e siihen, missa toinen on selvasti huonompi, kidytetdaan toista

e vilialueella kidytetdan kumpaa vaan

e vaikka asiaa ei formalisoitaisi, formalisoinnin osaaminen auttaa
valttamaan luonnollisen kielen ja paattelyn karikoita

= on paljon asioita, joita ei kannata formalisoida, mutta kannattaa osata formalisoida

Miksi ei pelkdstdan luonnollista kielta?

e luonnollinen kieli on epatarkkaa, eri ihmiset ymmartavat samoja ilmauksia eri tavoin

e jotkin asiat paisuvat luonnollisella kielella ilmaistuina hallitsemattoman pitkiksi

e asioissa voi olla kiemuroita, joita ei huomata normaalia puhetapaa kaytettidessa
— esim. Suomen perustuslaki 54§ 2. momentti:

Presidentiksi valitaan ehdokas, joka saa vaalissa enemman kuin puolet
annetuista aanista. Jos kukaan ehdokkaista ei ole saanut enemmistoa
annetuista aanista, toimitetaan uusi vaali kahden eniten 3ania saaneen
ehdokkaan valilla. Presidentiksi valitaan talloin uudessa vaalissa enemman
aania saanut ehdokas. Jos on asetettu vain yksi ehdokas, han tulee valituksi

presidentiksi ilman vaalia.

— huomaatko epatodennikadisia mutta periaatteessa mahdollisia ongelmia?
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Miksi ei pelkdstaan formaalia kielta?

e vain osa asioista voidaan ilmaista katevasti nykyisilla formalismeilla
e usein on vaikea varmistua, ettd formaali versio sanoo mita haluttiin
e toisinaan ihmisille luonteva ja formalismille luonteva paattely kulkevat eri reittia

= monesti asian tekeminen formaalisti on vaivalloisempaa ja
virhealttiimpaa kuin saman asian tekeminen epaformaalisti

= taysin formaalit |dhestymistavat ovat yleensa hyvin kompeloita

Olisi hyva oppia kdyttamaan luonnollista kieltd formaalilla tasmallisyydella

e monitulkintaisuuden vaaran tunnistaminen

e ilmaisujen muotoilu sellaisiksi, etta riski vaarin tulkitsemisesta minimoituu

Kahnemanin hitaan ja nopean paattelyn teoria 2011

e Kahneman sai Nobelin palkinnon 2002 ihmisten paatoksentekoa koskevista toistaan
e nopea paattelyjarjestelma: vaistonvarainen, tunteellinen, yksioikoinen, tiedostamaton
e hidas paattelyjarjestelma: harkitseva, looginen, tietoinen
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Tasmaa arkisiin havaintoihin:
e moni asia vaatii aluksi vaivalloista miettimist3,
mutta automatisoituu kokemuksen myota

e usein asiantuntija osaa tehda, mutta ei (enida)
osaa selittdd miksi tekee niin kuin tekee

e selitys: nopeaan paattelyjarjestelmaan kehittyy lisaa sdantoja, yhden jos
toisen asian paatteleminen siirtyy hitaasta paattelyjarjestelmastd nopeaan

Paljon asioita menee nopeaan jarjestelmaan kaymatta ensin hitaassa

e esim. tuskin kukaan viisivuotias on oppinut
aidinkielensa lauserakenteet kielioppia miettimalla

e esim. monilla on vahva intuitio jatkuvuudesta, mutta silti
se onnistuttiin maarittelemaan kunnolla vasta 1800-luvulla

e mitka kortit on kddnnettava siannon "jos
toisella puolella on vokaali, niin toisella A
puolella on parillinen luku” tarkastamiseksi?
— Wason ja Shapiro 1971: 4 % ratkaisi taman kaltaisen oikein

e mitka kortit on kdannettava saannon “alle
18-vuotias ei juo alkoholia” tarkastamiseksi?

olut mehu

— Cox ja Griggs 1982: 74 % ratkaisi taman kaltaisen oikein
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Ihmiskunnalle on ollut vaikeaa keksia, mitd "jos ... niin ..." tarkoittaa

e 1894: Lewis Carroll julkaisi seuraavan paattelyn, josta oli ollut erimielisyytta

Allen, Brown ja Carr asuvat ja tyoskentelevat parturitalossa
(1) joka hetki ainakin yksi heista on paikalla

(2) Allen ei mene ulos muuten kuin Brownin kanssa
Niinpa kun Carr on ulkona, niin

(3) jos Allen on ulkona, niin Brown on paikalla

(4) jos Allen on ulkona, niin Brown on ulkona

— mm. Oxfordin logiikan professori John Cook Wilsonin mielesta

(3) ja (4) ovat ristiriidassa, joten Carr ei voi olla ulkona
— mm. Carroll oli eri mielta

e Stanford Encyclopedia of Philosophy 2021:

Logics of conditionals deal with inferences involving sentences of the form “if
A, (then) B" of natural language. Despite the overwhelming presence of such
sentences in everyday discourse and reasoning, there is surprisingly little
agreement about what the right logic of conditionals might be, or even
about whether a unified theory can be given for all kinds of conditionals.

e esim. Jos Kaino on Lontoossa niin han on Pariisissa, tai
jos han on Pariisissa niin han on Jyvaskylassa
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Myos matematiikassa ja tietojenkasittelyssa tarvitaan molempia paattelyjarjestelmia

e kaiken tekeminen hitaalla jarjestelmalla olisi liilan hidasta ja tyolasta
e nopea jarjestelma pystyy vain tuttua muotoa oleviin paatelmiin
e nopea jarjestelma johtaa toisinaan pahasti harhaan

Esimerkki

e voiko kokonaisluku olla itsedan suuremman kokonaisluvun monikerta?
— voi, esim. 0 <1 mutta0=1-0, ja —2< —1 mutta —2=(—1)-2

e voiko positiivinen kokonaisluku olla itsedan suuremman kokonaisluvun monikerta?
— onko olemassa sellaiset kokonaisluvut n, m ja k, ettd 0 <n <m ja n = mk?

e ennen kuin paattelyrutiini on kehittynyt, voidaan tarvita monta valivaihetta
— koska 0 <7 < m, patee m >0

— positiivisella kertominen sdilyttaa <, eli jos @ < b ja m > 0, niin ma < mb
— jos k <0, niin koska m > 0 patee mk <m-0 =0 < n, joten mk < n joten mk £ n
— jos k > 1, niin koska m > 0 patee mk > m-1 =m > n, joten mk > n joten mk # n
— muita tapauksia ei ole, koska jos kK > 0 niin k > 1, koska k on kokonaisluku
= el VoI
e kun paattelyrutiini on vahva, riittaa esim.
— Jjos k<0, nin mk<0<n
— muutoin k> 1, joten mk>m > n
=> aina mk # n

AV Sovellettu predikaattilogiikka 12. joulukuuta 2023 1 Johdanto 6/208



Formaalit paattelyjarjestelmat ovat yleensa liian pikkutarkkoja kdytannon tyohon

e esimerkki lausekkeen sieventamisesta suoraan reaalilukujen aksioomilla yms.:
2X+2—x—-2=((2x+2)+—x)+ 2= (2x+2+—x))+ -2 =
2x4+(—x+2)+ 2= (2x+—2x)+2)+ 2= (2x+(—1)x)+2)+ -2 =
(24+—-1x+2)+-2=(Ix+2)+-2=(x+2)+2=x+2+-2)=x+0=x

e kaytinnossa

— kaytettaisiin vahennyslaskua — eikd vastaluvun yhteenlaskua +—

— poimittaisiin samanmuotoiset termit ja yhdistettdisiin ne samantien:
2x—x=2—-1)x=1x=x ja 2—-2=0

— laskettaisiin x4+ 0 = x samantien: 2x+2—x—2=xXx

Kurssilla puretaan kaytannon tasmallisessa paattelemisessa tyypillisia loikkia osiin, jotta

e nakyisi, miksi ne ovat oikein

e paittelemisessa tarvittavat asiat olisi helpompi muistaa
— on helpompaa muistaa pieni maara perussaantoja ja osata rakentaa niista
pitempia loikkia, kuin muistaa suuri maara pitempien loikkien saantoja
— jos joutuu rakentamaan saman pitemman loikan sdannon useasti,
niin se jaa lopulta itsestian mieleen

e opittaisiin ymmartamaan ja tarkastamaan kirjallisuudessa esiintyvia paattelyita
e oma paattelytaito monipuolistuisi
e tasmallisen paattelyn perimmaiset sdannot tulisivat tutuiksi

AV Sovellettu predikaattilogiikka 12. joulukuuta 2023 1 Johdanto 7/208



Asiat pyritaan esittamaan yhteydessa sovelluksiin

e ongelma: taysin auki purettu paattely sisidltda yleensa valtavasti tylsia yksityiskohtia
— useimmista niista selviaa vaivattomasti
— ne on kuitenkin aina hoidettava, koska muuten toisinaan syntyisi paattelyvirheita
— jos ne aina mainittaisiin, niin kulloinenkin paaasia hukkuisi epdolennaisuuksien alle

esimerkki
— usein on tarkastettava, ettad ei synny nollalla jakamista eikd negatiivisen nelidjuurta
= lukuisiin paattelyaskeliin kuuluisi maininta "ei sisdlla jakolaskuja, nelidjuuria tms.”
— kurssin esimerkeissa tarkastaminen mainitaan muutaman kerran jotta sen

tarve jaisi mieleen, mutta sen jalkeen jatetdan pois hairitsemasta paaasiaa

toinen esimerkki
— tarvitaan vahan valia sita, ettd yhtasuuren saa
tietyin ehdoin korvata yhtasuurella kaavan sisalla
— tamakin naytetdan esimerkeissd monesti, mutta ei loputtomasti

esimerkeissa ei tuoda esiin kaikkia sdantojen kayttoja,
vaan vain esimerkin tavoitteen kannalta hyodylliset

esimerkeissa voidaan kayttdad aiemmista opinnoista tuttuja
asioita, joiden looginen perusta on vield esittamatta
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2 Muutamia symboleita ja kasitteita

"A" tarkoittaa "ja"

AV

e vasen A oikea on tosi jos ja vain jos sekd vasen etta oikea on tosi

vasen A\ oikea on epatosi jos ja vain jos vasen tai oikea tai molemmat on epatosi

esim. (Jyvadskyld on Suomessa) A (Oslo on Tanskassa)
esim. (Jyvadskyld on Suomessa) A (Oslo on Norjassa )
esim. (Jyvaskylda on Ruotsissa) A (Oslo on Norjassa )

)

esim. (Jyvaskyld on Ruotsissa) A (Oslo on Tanskassa

tarkoittaa "'tai’

on epatosi
on tosi
on epatosi

on epatosi

vasen \ oikea on tosi jos ja vain jos vasen tai oikea tai molemmat on tosi

vasen \ oikea on epatosi jos ja vain jos sekd vasen ettd oikea on epatosi

esim. (Jyvaskyld on Suomessa) V (Oslo on Tanskassa)

esim. (Jyvaskyld on Suomessa) V (Oslo on Norjassa

( )
esim. (Jyvaskyld on Ruotsissa) V (Oslo on Norjassa )
( )

esim. (Jyvaskyld on Ruotsissa) V (Oslo on Tanskassa

on tosi
on tosi
on tosi

on epatosi
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'—"" tarkoittaa "ei”

e —oikea on tosi jos ja vain jJos oikea on epatosi
e —oikea on epatosi jos ja vain jos oikea on tosi
e esim. —(Jyvaskyld on Suomessa) on epatosi
e esim. —(Jyvaskyld on Ruotsissa ) on tosi

"T" tarkoittaa "tosi"

"F" tarkoittaa "epatosi”

Pikaesittely: propositiologiikka (propositional logic)
e propositio on totuusarvon saava vakio tai muuttuja
e esim. "Jyvaskyla on Suomessa” on tosi propositiovakio
e esim. S eli "sataa” on propositiomuuttuja

propositiologiikan kaavat muodostuvat propositioista ja symboleista —, A, V, — ja +
e kaavoja voi verrata symboleilla &, =, < ja =

Pikaesittely: predikaattilogiikka (predicate logic)

e propositiot on korvattu esim. lukuja tuottavien lausekkeiden vertailuilla
— esim. x> < 2y—3

e muuttujien kasittelemiseksi on symbolit V ja
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Maaritelman maaritelma o o
P yleispatevat asiat ovat tummansinisella
e maaritelma tarkoittaa ilmausta, joka kertoo

: ) : .. : esimerkit yms. ovat ruskealla
jonkin symbolin tai ilmauksen merkityksen / /

e esim. padkaupunki tarkoittaa sitd kaupunkia, jossa ylimmat hallintoelimet sijaitsevat

e esim. \/x tarkoittaa pieninti ei-negatiivista lukua, jolle patee (1/x)" =x

Tilapdinen maaritelma: kaava on mika tahansa, joka tuottaa totuusarvon

e esim. x2+ 10 > 7x on kaava, mutta x>+ 10 ei ole kaava, koska se tuottaa luvun
e kaavojen rakenne maaritelldan luvussa 5

e kaavan tuottama totuusarvo voi riippua tilanteesta
— esim. tanaan sataa

— esim. x>+ 10 > 7x

e kaava on tosi tarkoittaa samaa kuin kaava tuottaa T

e kaava on epatosi tarkoittaa samaa kuin kaava tuottaa F

Talla kurssilla tilanne tarkoittaa muuttujien arvojen yhdistelmaa

e esim. tanaan voi olla 6.12.1917, 1.1.2024, ...

® esim. x <y on tosi jos x=0Ay =1, mutta epatosi josx=1Ay=1
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Vaittamia esitetdan ja paatelmia tehdaan eritasoisten oletusten alaisuudessa

e Torikatu on tarked joukkoliitkennekatu on totta Oulussa mutta ei Jyvaskyldssa

e jos x > 0 niin x > 1 on pateva jos puhutaan kokonaisluvuista,
mutta ei ole jos puhutaan reaaliluvuista

jos olen menossa pyoralla Harjun nakotornille, niin

— jos en pue sadevaatteita ja alkaa sataa, niin kastun sateesta
— jos puen sadevaatteet, niin kastun hiesta

= jos alkaa sataa, niin kastun joka tapauksessa

kokonaisluvuilla

— jos n <0, niin n?> > n, koska aina n*> >0

— muussa tapauksessa n > 1, joten n=n-n>1-n=n

— aina n? >n
voi jopa olla, ettad tehdyt oletukset ovat tarkoituksellisesti mahdottomat
— jos kassakaappi olisi rajaytetty viimeistdan kun vahtimestari
|ahti toista, niin vahtimestari olisi kuullut rdjahdyksen
= kassakaappi rajaytettiin sen jalkeen kun vahtimestari lahti toista

esim. sivulla 6 paateltiin kokonaisluvuilla pitkdan oletuksesta
0 < n < mAn=mk sen osoittamiseksi, ettd se on mahdoton
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Tilanne on mahdollinen, jos ja vain jos se toteuttaa tehdyt oletukset

e esim. Carrollin parturiesimerkissa
— Allen paikalla, Brown ulkona ja Carr paikalla on mahdollinen
— Allen ulkona, Brown paikalla ja Carr ulkona on mahdoton

e kun vaitetdan, ettd jokin kaava patee, niin tyypillisesti tarkoitetaan,
ettd se on tosi jokaisessa mahdollisessa tilanteessa

e esim. jos x > 0, niin (\/)_c)2 =X
— ej vaita, etta (\/—1)2 — —1, koska x = —1 rikkoo oletusta x > 0

2
— vaittds, ettd (V7)7 =7, ( %) =z, ...

Kaava voidaan kirjoittaa ilman tarkoitusta vaittaa, etta se patee

e esim. oletuksen ilmaisemiseksi: jos x > 0, niin ...
— tarkastelu rajoitetaan niihin tilanteisiin, joissa kaava on tosi

— siita eteenpain kunnes oletuksesta luovutaan, mahdollisia
ovat vain sellaiset tilanteet, joissa kaava on tosi

e esim. ratkaistavan tehtavan ilmaisemiseksi: ratkaise yhtalopari 2x —y =3 A3x—2y =2
— ratkaisijan pitda etsid ne tilanteet, joissa kaava on tosi
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Yhtapitavyys

e olkoot vasen ja oikea kaavoja

Vasen < oikea tarkoittaa, ettd jokaisessa mahdollisessa tilanteessa,
jossa vasen on tosi, myos oikea on tosi, ja painvastoin.

siis ei saa olla olemassa sellaista muuttujien arvojen yhdistelmaa, joka
toteuttaa tehdyt oletukset, ja jossa toinen puoli on ja toinen ei ole tosi

esim. x*>+10>7x < x<2Vx>5

esim. jos x < 2, niin =9 & x=-3Vx=3 & x=-3

— jos x = —3, niin sekd x> =9 ettd x = —3Vx =3 ettd x = —3 on tosi

— jos x < —3 tai —3 < x < 2, niin mikdan niista ei ole tosi

— kun x =3 ei x < 2 toteudu, joten ei haittaa ettd x = —3Vx =3 mutta ei x =

vasen < oikea ei ole tosi eika epatosi, vaan pateva tai epapdteva
— jos on olemassa yksikin muuttujien arvojen yhdistelm3,

joka toteuttaa voimassa olevat oletukset, ja jolla toinen

puoli on tosi mutta toinen ei ole, niin se on epapateva
— muussa tapauksessa se on pateva

vasen < oikea ei ole kaava, vaan vertaa kahta kaavaa
— analogia: x> + 10 tuottaa lukuja ja 7x tuottaa lukuja,
mutta x>+ 10 > 7x ei tuota vaan vertaa lukuja

vasen < oikea on yhtapitdvyys (ja vain se on yhtapitavyys)
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Yhtapitavyysketju

kaava, < kaavar < ... < kaava, tarkoittaa, etta
kaava, < kaava, ja kaava, < kaavas ja ... ja kaava, | & kaava,, .

e jokaisessa mahdollisessa tilanteessa, jossa jokin kaava; on tosi, on jokainen kaava; tosi

Yhtapitavyyden paattelysaantoja

jos on paatelty niin saa paatell3

vasen < oikea oikea < vasen

kaava| < kaavar, < ... < kaava,, | kaava; < kaava,
kaava < kaava

ensimmainen seuraa [1]:n osuudesta "ja pdinvastoin”
toisen perustelemiseksi tarkastelemme mita tahansa mahdollista tilannetta
jos siind yksikin kaava; on tosi, niin
— [1]:n mukaan kaava;i, kaava;i,, ..., kaava, ovat tosi
ja kaava;_, kaava;_;, ..., kaava; ovat tosi
= seka kaava; etta kaava, on tosi
muussa tapauksessa mikaan kaavoista kaava; ei ole tosi,
joten kumpikaan kaavoista kaava; ja kaava, ei ole tosi

kolmas on pateva, koska kaava on tosi silloin ja vain silloin kun se on tosi
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Jokaisessa mahdollisessa tilanteessa tosi kaava <:n avulla ilmaistuna

kaava < T jos ja vain jos jokaisessa mahdollisessa tilanteessa kaava tuottaa T. 3]

Jos tarkoitus on vaittaa, ettd kaava,, ..., kaava, ovat jokaisessa mahdollisessa
tilanteessa tosi, niin yhtapitavyysketjun voi aloittaa " T < kaava;”

e esim. jokaisella a ja b patee ab < “2;1’2, koska aina (a—b)* >0, joten ...:

T o (a—b?>0 & a®—2ab+1*>0 < a*+b2>2ab & ab< 5

— jokainen yhtdpitavyysketjun kaava on tosi kaikilla reaaliluvuilla a ja b

e vertaa yhtilon x> 4+2x—15 =0 juuret ovat x = —5Vx =23, koska ...:
—4.1-(—15)

_ 2
P2 15=0 o x= V2 & x=-5Vx=3
— kukin yhtapitavyysketjun kaava on tosi silloin ja vain silloin kun x = -5 taix =3
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Vastaesimerkki (counter-example)

e vastaesimerkki tarkoittaa yksittdistapausta, jossa jokin vaite, sdanto tms. rikkoutuu
® esim. x= 5 on vastaesimerkki vaitteelle, ett3 reaaliluvuilla aina x% > x

- (3)=1<3

vastaesimerkki yhtapitavyydelle vasen < oikea on tilanne, jossa
— voimassa olevat oletukset toteutuvat

— toinen kaavoista vasen ja oikea on tosi, ja

— toinen kaavoista vasen ja oikea ei ole tosi

vastaesimerkki osoittaa, ettd vaite, sdanto tms. ei ole yleispateva
matematiikassa "pateva’ tarkoittaa yleispatevaa
yksikin vastaesimerkki riittdd kumoamaan vaitteen, sdannon tms.

toisinaan vaite, saanto tms. saadaan patevaksi
lisiamalla ehto, joka estda poikkeustapaukset

esim. x - ;IC — | ei ole pateva, mutta jos x # 0 niin x- % =1 on
esim. \/5\/5 — v/ ab ei ole pateva, mutta jos a > 0Ab >0 niin \/&\/E = +/ab on
vaite, paattelysdantd tms. on pateva jos ja vain jos silla ei ole yhtdan vastaesimerkkia

esim. jos Ox =3, niin x+ 1 =77 on pateva
— ei ole olemassa lukua, jolle Ox = 3, joten
ei ole olemassa lukua, jolle Ox =3 muttaeix+1=7

jopa Jos Ox =3, niin Ox =4, joten 3 =4 on pateva
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Kaksoiskiellon poisto

e jos ei ole niin, ettd ei sada, niin sataa
e jos sataa, niin ei ole niin, etta ei sada

e siis "ei ole niin, ettd ei sada’ tarkoittaa samaa kuin "sataa”
—(=(8)) < (S)
tama ei pade pelkastaan satamiselle, vaan patee kun S:n tilalla on mika tahansa kaava
kaavoja on tapana merkita kreikkalaisilla kirjaimilla ¢ (fii), y (psii) ja x (khii)
~(=(9)) < (0)

sallimme jattaa sulkeet pois silloin, kun niiden rajaama alue on selva ilmankin

- & @ [4]

Vaihdannaisuus

e oikea N\ vasen on tosi tasmalleen silloin kun vasen A oikea on tosi
OANY <= YA

e esim. Oslo on Norjassa A Jyvaskyla on Ruotsissa on epatosi
e oikea\/ vasen on tosi tasmalleen silloin kun vasen \V oikea on tosi

VY < YV
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Morganin lait Suomen kielen "eikd” on logiikan "ja ei”

/

jos ei ole niin, ettd sataa tai tuulee, niin ei sada eika tuule
jos ei sada eika tuule, niin ei ole niin, ettd sataa tai tuulee
siis "ei ole niin, ettd sataa tai tuulee” tarkoittaa samaa kuin "ei sada ja ei tuule”

—(SVT) & (=S)A(-T)

sulkeiden maaran vahentamiseksi ( S\/T ﬂS/\ﬂT ( S/\T ﬂS\/ﬂT

on omaksuttu seuraava kaytanto:
— — lasketaan ensin
— sitten A =) (&) =) (&)
— sitten V
L(SVT) & —$A-T 5D OO D © @

"ei ole niin, ettd sataa ja tuulee” tarkoittaa samaa kuin "ei sada tai ei tuule”
—(SAT) & =SVv-T

nama kaksi yhtapitavyytta patevat, kun S:n ja T:n tilalla on mitkd tahansa kaavat
“(eVy) & "Ny “(pAY) = VoY [7]

edelld olevan kuvan tapa esittdd lauseke tai kaava piirroksena on lausekepuu
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Absorptiolait

e kaksi hassunoloista lakia, joista kuitenkin on paattelemisessa hyotya
e jos sataa ja (sataa tai tuulee), niin sataa

jos sataa, niin sataa tai tuulee
= sataa ja (sataa tai tuulee)

niinpd "sataa ja (sataa tai tuulee)” tarkoittaa samaa kuin "sataa”

tamakin patee myos kun "sataa” ja "tuulee” korvataan milld tahansa kaavoilla
PA(PVY) = ¢

se patee myos kun @:n tilalla on =@ ja y:n tilalla on =y
COA(RQVY) & g

(kaksiarvologiikassa patee) jos vasen < oikea, niin —vasen < —oikea
(@A (mpV oY) & 0

kaksoiskiellon poistolla [4], De Morganin laeilla [7] ja silld, ett3

"< toimii molempiin suuntiin samalla tavalla [2], saadaan

¢ & 0 & (A (HPVY)) & SV (2@ Vy)
S OV (meA—Y) & oV (QAY)
niinpd [2] @V (pAY) < ¢
kaikkiaan saatiin kaksi absorptiolakia:

PA(QVY) & ¢ OV (QAY) & ¢
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Ohjelmoinnissa, matematiikassa ja arjessa esiintyy myos maarittelemattomia vaitteita

® esim. olio = null; if( olio.kenttd == 0 ){ ... }

e esim. seuraavan palauttama arvo on 1: i=0; while(true){i=1;} return i;
® esim. —% < %

e esim. Suomen kuningatar antoi tulipalon sammuttajalle urhoollisuusmitalin

Sellaiset vaitteet eivat ole tosia, mutta myoskaan "ei’ edessa ei tee niistd tosia

esim. olio = null; if( olio.kenttd !'= 0 ){ ... }

esim. seuraavan palauttama arvo ei ole 1: i=0; while(true){i=1;} return i;
: 1< 1

esim. ) Z 0

esim. Suomen kuningatar ei antanut tulipalon sammuttajalle urhoollisuusmitalia

Siksi toisinaan tarvitaan kolmas totuusarvo "'maarittelematon” U
e vasen A oikea on maarittelematon jos ja vain jos jompikumpi puoli
on maarittelematon ja toinen puoli ei ole epatosi

e vasenV oikea on maarittelematon jos ja vain jos jompikumpi puoli
on madrittelematon ja toinen puoli ei ole tosi

e —oikea on maarittelematon jos ja vain jos oikea on maarittelematon

e kaksiarvoisessa (two-valued) logiikassa U ei ole ja
kolmiarvoisessa (three-valued) on kaytossa
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Huomaal
e "ei ole tosi” ei ole sama kuin "epatosi”
e se on sama kuin “epatosi tai maarittelematon”

Jos ajatellaan, ettd F on pienin, U on keskimmainen ja T on suurin, niin
e vasen A\ oikea tuottaa minimin siita mita vasen ja oikea tuottavat

e vasen\ oikea tuottaa maksimin siitd mitd vasen ja oikea tuottavat

Yhteenveto taulukoina F UT

e T tarkoittaa "tosi”

e F tarkoittaa "epatosi”

FFF
FUU
FUT

e U tarkoittaa "maarittelematon”

Huomaa ero

e T, U ja F ovat muuttujia, jotka voivat saada minka tahansa totuusarvon

e T, U ja F ovat totuusarvoja
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Propositiomuuttuja voi mahdollisessa tilanteessa saada arvokseen vain F tai T. [10]

e tima rajoitus varmistaa, ettd maarittelemattoman kasittely menee aina jarkevasti
— tarkemmat yksityiskohdat kuuluvat kurssin ulkopuolelle

e sovellusten kannalta se tarkoittaa mm. ett3d aina joko sataa
tai ei sada; koskaan ei ole maarittelematonta, sataako

e propositiomuuttujan tilalle laitettava kaava voi tuottaa U

e tima on samankaltaista sen kanssa, ettad tavallisen muuttujan arvo ei koskaan
ole maarittelematon, mutta muuttujan tilalle laitettava lauseke voi olla
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Laki ja paattelysaanto

o talla kurssilla /aki tarkoittaa kaavaa, yhtapitavyytta, paattelyimplikaatiota tai
yhtatotuutta, joka on voimassa jokaisella muuttujien arvojen yhdistelmalla
—esim.a+b=>b+a
— ei tarkasteta pelkastaan mahdollisissa tilanteissa, vaan kaikissa tilanteissa
— "paattelyimplikaatio” esitellaan luvussa 6 ja "yhtatotuus” luvussa 5

tarkea periaate:

llman muita oletuksia kuin T johdettu kaava, yhtapitavyys,
paattelyimplikaatio tai yhtatotuus on laki.

— puheenaiheen lakeja, kuten a+ b = b+ a, ei katsota oletuksiksi

oletusten alaisena johdetusta kaavasta tms. saadaan
laki ilmaisemalla oletukset osana kaavaa tms.
Co . a
— esim. jos b#0,niin 7 -b=a
—esim. b=0V 3 -b=a

— asiaan palataan kun on otettu kdyttoon symboli ilmaisemaan “jos ... niin ...

talla kurssilla paattelysaanto tarkoittaa siantéa, jonka mukaan

saa johtaa kaavan, yhtapitavyyden tai paattelyimplikaation

— esim. jos on johdettu kaavat ¢ ja y, niin saa johtaa @ Ay

— esim. jos on johdettu @; < @, ja @y < @3, niin saa johtaa ¢ < @3 |2]

paattelysadannon kayttd paattelyssa on paattelyaskel
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Erds hyvin yleisesti kaytetty paattelysdanto:

Jos laissa ei esiinny symboleita V eika d, niin lain muuttujien
tilalle saa sijoittaa mitkd tahansa maaritellyt lausekkeet.

e saattaa olla tarpeen lisata sulkeita laskujarjestyksen sailyttamiseksi
— esim. laista Oa = 0 saa johtaa O(x+ 1) = 0 sijoittamalla a:ksi x+ 1,
mutta ei saa johtaa Ox+1 =0

e saman muuttujan jokaisen esiintyman tilalle on sijoitettava sama lauseke
— esim. laista a+b = b+a saa johtaa (x*> +4) +xy = xy+ (x* +4)
sijoittamalla a:ksi x> +4 ja b:ksi xy

e [12] on pateva, koska laskun jatkamisen kannalta vain valituloksen arvolla on
merkitysta, ei silla saatiinko se suoraan muuttujasta vai laskun tuloksena
— esim. tilanne x=5Ay =3

e vilituloksen pitaa kuitenkin olla maaritelty, jotta se kelpaisi muuttujan tilalle

— esim. laista @ = a ei saa johtaa % = %
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Miksi (x? +4) +xy =xy+ (x> +4) eikd x> +4 +xy = xy +x> +47
e siksi, ettd katsomme nyt asiaa hyvin yksityiskohtaisella tasolla
— x> +4+xy=xy+x>+4 on oikein
— kaytannossa siihen saa hypata suoraan
— oikeasti siithen padseminen vaatii kuitenkin useamman kuin yhden paattelyaskeleen

e vakiintuneen kiytinnén mukaan x? +4 -+ xy tarkoittaa samaa kuin (x> +4) +xy
ja (xy+x?)+4 tarkoittaa samaa kuin xy 4 x>+ 4

e ns. liitintilaista voidaan johtaa xy + (x> +4) = (xy +x%) +4 [12]
= X +44xy=(2+4) Fxy=xy+(x*+4) = (xy+x?) +4=xy+ x> +4

o =:n lakeja ja [12] kiyttimall3 siitd saadaan x> +4 +xy = xy + x> + 4
e jos et ole varma, tarvitaanko sulkeita, niin lisdd ne varmuuden vuoksi

Miksi V ja d on kielletty?

e ne otetaan kayttoon luvussa 11
e niiden vaikutuksesta se, mitd muuttujaa esim. x tarkoittaa, voi vaihtua

= varomaton sijoitus niiden alaisuudessa voi tuottaa samankaltaisen virheen kuin
"kuusi plus yksi on seitseman, joten joulukuusi plus yksi on jouluseitseman”

e tihan ongelmaan on ratkaisu, mutta tassa vaiheessa se on vaikea selittaa
e vyksinkertaisinta on kieltdd ne kunnes niiden oikea kadyttotapa voidaan kertoa
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Tassad luvussa kohtaamiamme logiikan kasitteita:

totuusarvot tosi T, epatosi F ja maarittelematéon U

propositio on vakio tai muuttuja, jonka arvo on totuusarvo
— kaytettavissa olevat propositiot riippuvat puheenaiheesta
— esim. "Jyvaskylda on Suomessa”

tilanne on muuttujien arvojen yhdistelma

— propositiomuuttujat, kuten “sataa”

— tavalliset muuttujat kuten x, jotka sisdltavat esim. lukuja
ja esiintyvdat mm. vertailussa kuten x* +4 < 3x

kaavoja merkitaan kreikkalaisilla kirjaimilla @ (fii), v (psii) ja x (khii)
— kaava tuottaa totuusarvon T, F tai U
— hyvin monen kaavan tuottama totuusarvo riippuu tilanteesta, mutta ei kaikkien

oletus rajoittaa tilanteita, jotka otetaan huomioon
mahdollinen tilanne on tilanne, joka toteuttaa kaikki voimassa olevat oletukset

el @, Ja @AY ja tai OV Y AN FUT
— — lasketaan ensin, sitten A ja vasta sitten V F E(F
- Tk - F&Tja-UsU

-FANo s oNFSF, TAopS oNANT S @ jaUNU S U
-FVosoVEFs oo, TVosoVT S TijlalUvUs U

E
U
T
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yhtapitavyys ¢ < y

— on pateva, jos ja vain jos jokaisessa mahdollisessa tilanteessa,
jossa toinen @:stad ja y:std on tosi, toinenkin on tosi

— muutoin se on epapateva

— yhtapitavyytta tarkastettaessa otetaan huomioon vain ne muuttujien
arvojen yhdistelmat, jotka toteuttavat tehdyt oletukset

paattelysaanto on saanto, jolla saa johtaa kaavan, yhtapitavyyden tms.
— moni paattelysaanto tarvitsee lahtokohdakseen kaavoja ja/tai yhtapitdvyyksia tms.

laki on kaava, yhtapitavyys tms., joka on voimassa jokaisessa tilanteessa
— on voimassa, vaikka ei olisi tehty mitaan oletuksia
— myShemmin esiteltdva padttelysdanto [39]

kertoo, kuinka kaavasta tms. saadaan laki

vastaesimerkki on tilanne, jossa kaava ei ole tosi tai yhtapitavyys tms. ei pade
— kaava tms. on laki jos ja vain jos silla ei ole yhtdan vastaesimerkkia

muutama kaavoja koskeva laki

Q@ & @ kaksoiskiellon poisto
OANY & YA vaihdannaisuus
—(eVVY) & QpAN-Yy De Morganin lait

OAN(PVY) & ¢ absorptiolait
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3 Esimerkki: ihmisten sukulaissuhteet

Joukko ihmisia esimerkit yms. ovat ruskealla
e heihin voidaan viitata e e
— nimilla, esim. Diana, Harry yleispatevat asiat ovat tummansinisella
— muuttujilla, esim. x, y < /

Laskutoimitukset eli funktiosymbolit vanhA(x), vanhB(x) ja puoliso(x)

e ottavat ihmisen ja tuottavat ihmisen tai ei mitdan
— edustavat osittaisia tai taysia funktioita

esim. vanhA( Lilibet ) = Meghan
— vanhemmista ensin syntynyt on vanhempi-A

esim. puoliso( Meghan) = Harry
esim. puoliso( Lilibet) ei tuota mitdan (ei ole maaritelty), Lilibetilla ei ole puolisoa
esim. vanhB( puoliso( vanhA( Lilibet))) = Diana

Relaatiosymbolit eli predikaatit lapsi(x,y), sisarus(x,y), parisuhteessa(x), . ..

e ottavat yhden tai kaksi ihmistad ja tuottavat totuusarvon
e esim. sisarus(Harry,William) < T
e esim. sisarus(Diana,Harry) < F
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Kumpi on tosi, lapsi( Harry, Diana) vai lapsi( Diana,Harry)?
e ainakin toinen on tosi: lapsi(Harry,Diana) V lapsi( Diana,Harry )

e korkeintaan toinen on tosi: —(lapsi(Harry,Diana) A lapsi( Diana,Harry))

= otamme kayttoon helpommin muistettavan merkinnan lapsi <= vanhempi
— esim. Harry <— Diana

o x>y & y=vanhA(x)Vy=vanhB(x)

Huomaa ero vareilla helpotetaan symbolien esiintymien |8ytamista

e ihmisiad verrataan yhtasuuruuden symbolilla —/
e totuusarvoja verrataan yhtapitavyyden symbolilla <:>

o esim. x<=y &y :%nhA(x)\/y:%nhB(x)

Huomaa ero: puolison ja vanhemmat voi ilmaista laskutoimituksina, lasta ei voi

e laskutoimitus voi tuottaa enintddn yhden lopputuloksen

e puolisoita on enintdan yksi ja vanhempia enintdan kaksi

= kolme laskutoimitusta riittda: puoliso(x), vanhA(x) ja vanhB(x)
e lapsien maaraa ei ole rajattu

= tarvittaisiin loputtomasti laskutoimituksien symboleita
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Miksi on valittu, ettd ensin syntynyt vanhempi on vanhempi-A?
e pitdisiko olla vanhA( Lilibet) = Meghan ja vanhB( Lilibet ) = Harry vai toisinpain?

vanhA(Lilibet) = vanhB(Archie) A
vanhB(Lilibet) = vanhA( Archie)

e sisarus, jos jokaisen vanhemmat voivat olla kummin pain vaan:
sisarus(x,y) < eri vaihtoehdot eri vareill3

( (vanhA(x) =vanhA(y) AvanhB(x) = vanhB(y)) v~
(vanhA(x) = vanhB(y) AvanhB(x) = vanhA(y) )

) ANx#y

e sisarus, jos sisarusten vanhemmilla on sama jarjestys:
sisarus(x,y) < vanhA(x) =vanhA(y) AvanhB(x) =vanhB(y)Ax #y

= vanhempien asettaminen jarjestykseen yksinkertaistaa kaavoja

e sallitaanko

e valitsemme mielivaltaisesti, ettd aikaisemmin syntynyt on vanhempi-A

Jotta esimerkkimme ei muuttuisi lilan monimutkaiseksi,
oletamme ettd jokaisella on tismalleen kaksi vanhempaa:

vanhA(x) # vanhB(x) < T

= vanhA(x) ja vanhB(x) ovat aina maaritellyt (harjoitustehtava)
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Voidaan ilmaista mm. seuraavasti, ettd kukaan ei ole oma lapsensa:

x<—x & F

—(x—x) & T

— pelkkd —(x <= x) jattaa avoimeksi, tarkoitetaanko, ettd patee kaikille x
xx & T

x # vanhA(x) Nx #vanhB(x) < T

Esimerkki paattelysta yhtasuuruusketjulla

e jos vanhB(puoliso( vanhA(Lilibet))) on maaritelty, niin
vanhB( puoliso( vanhA( Lilibet) ) )
vanhB( puoliso( Meghan)) vanhA(Lilibet) = Meghan [sivu 29]
vanhB(Harry) puoliso( Meghan) = Harry [sivu 29|
= Diana vanhB(Harry ) = Diana Wikipedia

e vanhB(Harry) jne. on madritelty, joten vanhB(puoliso( vanhA( Lilibet))) = Diana

Esimerkki paattelysta yhtapitavyysketjulla: sisarus(x,y) < sisarus(y,x)

sisarus(x,y)
& vanhA(x) =vanhA(y) AvanhB(x) =vanhB(y)Ax#y sisarus:n maaritelma
< vanhA(y) = vanhA(x) AvanhB(y) =vanhB(x) Ay #x =:n symmetrisyys
& sisarus(y,x) sisarus:n maaritelma
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Puoliso-suhde on symmetrinen: x = puoliso(y) =y = puoliso(x)

e niinpa jos y = puoliso(x), niin x = puoliso(y), joten x = puoliso( puoliso(x))
N~

Onko jokainen puolisonsa puoliso?

e Lilibetilld ei ole puolisoa, joten han ei ole puolisonsa puoliso

Voimmeko merkita puoliso( Lilibet) = "olematon?

e Archiellakaan ei ole puolisoa, joten pateeko
puoliso( Lilibet) = "olematon” = puoliso( Archie)
ja edelleen
puoliso( Lilibet ) = puoliso( Archie) 7
e on luontevaa ajatella, ettd kumpikaan seuraavista ei ole totta:
puoliso( Lilibet ) = puoliso( Archie)
puoliso( Lilibet) # puoliso( Archie)
e jos kumpi tahansa olisi epatosi, niin toinen olisi tosi
— haluamme pitda kiinni siitd, ettd a # b tarkoittaa samaa kuin —(a = b)
e logiikka saadaan talta osin toimivaksi seuraavalla kaytannolla:

Vertailu (yleissmmin relaatio) tuottaa U jos ja vain
jos ainakin yksi sen osapuoli on maarittelematon.
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Jokainen, jolla on puoliso, on puolisonsa puoliso

e parisuhteessa(x) tarkoittakoon, etta x:1ld on puoliso
e silloin

parisuhteessa(x) < x = puoliso( puoliso(x))
e jos x:lla on puoliso, niin molemmat puolet ovat tosi

e jos x:lla ei ole puolisoa, niin vasen puoli on epatosi ja oikea puoli maarittelematon

e kumpikaan tapaus ei riko maaritelmaa [1]:

"vasen < oikea tarkoittaa, ettd jokaisessa mahdollisessa tilanteessa,
jossa vasen on tosi, myos oikea on tosi, ja painvastoin”

Sama hieman eri tavalla

- parisuhteessa(x )\ x = puoliso(puoliso(x)) < T

e jos x:lla on puoliso, niin x = puoliso( puoliso(x)) on tosi, kuten edelld nahtiin

e jos x:lla ei ole puolisoa, niin = parisuhteessa(x) on tosi maaritelmien mukaan

= aina V:n jompikumpi puoli on tosi
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Kukaan ei ole oma puolisonsa

e tima ei toimi: x # puoliso(x) < T
— Lilibet # puoliso( Lilibet ) ei ole tosi vaan maarittelematon
— x = Lilibet on vastaesimerkki yhtapitavyydelle x # puoliso(x) < T

e kertaus [sivu 17]: vastaesimerkki on tapaus, jossa viite, yhtapitavyys tms. ei pade
— kumoaa sen, ettd vaite tms. on yleispateva eli patee jokaisessa tapauksessa

e silti tama toimii: x = puoliso(x) < F
— jos x:l13 on puoliso, niin molemmat puolet ovat epatosi
— jos x:lla ei ole puolisoa, niin vasen puoli on maarittelematon ja oikea puoli epatosi

e tiamakin toimii: —parisuhteessa(x)\V x # puoliso(x) < T

Al kiytd symbolia 4

e on epaselvaa, tarkoittaisiko vasen <5 oikea "jossain tilanteessa’ vai
"kaikissa tilanteissa” "toinen puoli on ja toinen puoli ei ole T"
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Tassad luvussa kohtaamiamme logiikan kasitteita:

e laskutoimitukset eli funktiosymbolit
— tuottavat puheenaiheen alkion (tdssa luvussa ihminen) tai ei mitdan
— tuloksia voi verrata =:lla ja #:lla

e relaatiosymbolit eli predikaatit
— tuottavat totuusarvon
— tuloksia voi verrata <:lla

— (315 kiytd &)
e lain ilmaiseminen muodossa ¢ < v, ¢ < T tai ¢ < F
— "< T" ja"< F" korvataan tyylikkaammalla keinolla luvussa 11

e ensimmaiset esimerkit paattelemisesta tiedettyja kaavoja ja lakeja kayttaen
e yhtapitavyyden tarkastaminen tarkastamalla eri tapausten tuottamat totuusarvot
Lisaksi kohtasimme puheenaiheesta riippuvia kasitteita:

e vakiosymbolit Diana, William, Harry, Meghan, Lilibet ja Archie

e laskutoimitukset vanhA(x), vanhB(x) ja puoliso(x)

e relaatiosymbolit parisuhteessa(x), lapsi(x,y), sisarus(x,y), serkku(x,y), x <=y
o lakeja, kuten  x=puoliso(y) < y=puoliso(x) x<x < F
x>y & y=vanhA(x)Vy=vanhB(x) vanhA(x)#vanhB(x) < T
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4 Lausekkeet ja sijoittaminen

Predikaattilogiikan kieli (language) jakaa symbolijonot kahtia
e niihin, joilla ei ole merkitysta
— esim. 14+ =<)x
e niihin, joilla on merkitys
— esim. x < 2
—esim. x> yA3=4
e kieleen kuuluvat ne ja vain ne, joilla on merkitys

e kieleen kuuluvien symbolijonojen ei tarvitse olla tosia
— kun tilanne on valittu, tuottaa kieleen kuuluva jonkin totuusarvon F, T tai U
— kieleen kuulumaton ei tuota

Predikaattilogiikan kielessa on kaksi tasoa: lausekkeet ja kaavat

o lausekkeet (expression, term) tuottavat puheenaiheen alkioita
e kaavat (formula) tuottavat totuusarvoja
e kaavat sisdltavat usein lausekkeita, mutta ei toisinpain

ausekkeiden rakenne riippuu puheenaiheesta

= se, mitd sanotaan predikaattilogiikan kieleksi, on itse asiassa monta eri kielta
e kaavojen rakenne ei muilta osin riipu puheenaiheesta (mutta voi riippua puhujasta)
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| ausekkeen rakenne

e lauseke muodostuu vakiosymboleista, muuttujista, funktiosymboleista ja/tai sulkeista
— vakiosymboli on vakion nimi, esim. Diana

— funktiosymboli on (osittaisen) funktion nimi, esim. puoliso(x)

esim. vanhB( puoliso( vanhA( Lilibet) ) ) sisdltda 4 lauseketta
esim. reaaliluvuilla —2x+ 3y sisaltdd 8 lauseketta

kaytettavissa olevat vakiosymbolit ja funktiosymbolit riippuvat puheenaiheesta
— esim. edellisessa luvussa Diana, Harry, vanhA(x), puoliso(x), ...
— esim. reaaliluvuilla 0, 3810, 4+, -, ...

lausekkeen muuttujat saavat ja lausekkeet tuottavat puheenaiheen alkioita
— luvussa 3 muuttujat saivat ja lausekkeet tuottivat arvoikseen ihmisia
— luvussa 7 muuttujat saavat ja lausekkeet tuottavat reaalilukuja

kullakin funktiosymbolilla on paikkaluku (arity)
— funktiosymbolin argumenttien maara
— positiivinen kokonaisluku
(0-paikkaisten funktiosymboleiden tilalla on vakiosymbolit)
— esim. puoliso:n paikkaluku on 1 ja +:n paikkaluku on 2

eri puheenaiheilla on omia merkintatapoja funktiosymboleiden kaytolle

— esim. reaaliluvuilla ei merkitd /(—(x,1),+(x,1)) vaan ;%

— esim. Java-ohjelmointikielessa ei merkitd size(A) vaan A.size()
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Lauseke esittdad osittaisen funktion puheenaiheen alkiomonikoilta puheenaiheen alkioille

e 1-paikkainen osittainen funktio f(x) tuottaa yhdestd alkiosta enintddn yhden alkion
2-paikkainen osittainen funktio f(x,y) tuottaa kahdesta alkiosta enintddn yhden
3-paikkainen osittainen funktio f(x,y,z) tuottaa kolmesta alkiosta enintadn yhden

esim. vanhA(vanhB(x) ) tuottaa kullekin henkildlle yhden hdnen isovanhemmistaan

esim. vanhA( puoliso(x)) tuottaa parisuhteessa olevalle henkildlle
hanen puolisonsa vanhemmista yhden, ja muille se ei ole maaritelty

h(1 — 15p) tuottaa alennetun hinnan, kun alkuperainen hinta on # ja alennus on a %

matematiikassa tata merkitdan usein f(xy,...,x,) = lauseke
— esim. kanta-asiakashinta(h,a) = h(1 — 155)

Puheenaiheessa on aina oltava vahintaan yksi alkio

e tama on ainoa predikaattilogiikan teorian asettama rajoitus puheenaiheille

e ilman sitd moni laki ja sdanto monimutkaistuisi melkein turhan takia
— puheenaiheista, joissa ei ole yhtdaan alkiota, pystyy hyvin
harvoin tekemaan hyodyllisia kaavoja tai paattelyita

e vyksisarvisia ei ole, joten kummallekaan seuraavista ei ole vastaesimerkkeja:
— jokainen yksisarvinen on vaaleanpunainen
— mikaan yksisarvinen ei ole vaaleanpunainen
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Maarittelemattomista lausekkeista

e seuraava periaate on osoittautunut hyvaksi:

Lauseke on maarittelematon jos ja vain jos se
sisdltdad maarittelemattoman laskutoimituksen.

esim. vaikka Oa = O jokaisella reaaliluvulla a, ei 0v/—1 ole 0
vaan maarittelematon, koska v/—1 ei ole maaritelty

muuttujat ovat aina maaritellyt

emme ota kdyttoon symbolia edustamaan maarittelemattoman lausekkeen tulosta
= vakiosymbolit ovat aina maaritellyt

— esim. v/—1 ei ole vakiosymboli vaan kolmesta osasta koostuva lauseke

matematiikassa maarittelematontad edustamaan kaytetdan toisinaan symbolia L
— jos _L olisi kuten luvut, niin voitaisiin paatella v—1= 1 = % ja edelleen /—1 = %
= _:n haitat olisivat suuremmat kuin hyodyt

ohjelmoinnin null on samankaltainen kuin L

ohjelmoinnin NaN (not a number) poikkeaa molemmista
— 0./0. == 0./0. tuottaa false
— 0./0. '=0./0. tuottaa true

madarittelematon lauseke vastaa ikuiseen silmukkaan jaaneen aliohjelman tulosta
— sieltd ei saada "poikkeus”, "erikoistilanne” tms. vaan sieltd ei saada yhtdaan mitdan
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Jokaiselle funktiosymbolille on kaava, joka kertoo milloin funktio on maaritelty
® esim.
— § on madritelty, jos ja vain jos y # 0
— 4/x on madritelty, jos ja vain jos x > 0
— puoliso(x) on madritelty, jos ja vain jos x = Harry Vx = Meghan V...
"on maaritelty’ -kaavalle ei ole vakiintunutta merkintaa

merkitsemme tall3 kurssilla sitd [ f]

esim.
3] ony#0

/x| on x>0
puoliso(x)| on x =HarryVx = MeghanV ...

jos "on madritelty” -kaavassa esiintyy funktiosymboleita,
niin niiden "on maaritelty’ -kaavojen pitaa olla T
— tavallisesti niissa ei esiinny funktiosymboleita

"on maaritelty” -kaava ei koskaan tuota U
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Monimutkaisesmman lausekkeen "on maaritelty” -kaava saadaan rekursiivisesti |[14]

e jos lauseke on vakio- tai muuttujasymboli, niin [lauseke| on T

o ”ZZ? 51122 | on lauseke, # O A [lauseke, | A [lauseke; |

| lauseke| + lausekes | on |lausekey | N |lauseke; |

esim.

x| ja [2] ovat T

x+2] on TAT

Vx+2| onx+2>0A(TAT)
xy] on TAT

(X2 on xy £0A (x+2>0A(TAT))A(TAT)

osuudet AT ja T A saa jattaa pois
x+2]onT

[Vx+2| onx+2>0

xy| on T

—Vi;rzj onxy20Ax+2>0
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Lausekkeiden edustajat §, g, f; jne.

edelld lauseke| ja lauseke, oli kompeld merkinta!

kun jatkossa haluamme puhua lausekkeesta kertomatta
mika lauseke, kdytamme fraktuurakirjaimia f, g jne.

ne erottuvat kaavoista, koska kaavoille kaytetaan kreikkalaisia kirjaimia ¢, v jne.
ne erottuvat myos niista kasitteista, joille kdytetaan kursiivia, kuten x ja puoliso

esim. reaaliluvuilla x = x on aina tosi mutta f = { ei ole aina tosi
— x saa lukuarvoja, ja jokainen luku on yhtdsuuri itsensd kanssa
— f:n tilalla saa olla lauseke %, eika % = % ole tosi vaan maarittelematon

lausekkeen rakenne voidaan nyt ilmaista seuraavasti:

vakiosymboli, muuttuja tai muotoa f(fi,...,f,), missa

— f on funktiosymboli

— n on f:n paikkaluku

— f1, ..., fn ovat lausekkeita

— merkintatavan f(fi,...,f,) tilalla voi olla puheenaiheen oma merkintatapa
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Merkinnéilla f(xp,...,x,) ja f(g1,...,9,) esitetddn lausekkeiden gi,..., g,
sijoittaminen muuttujien xq,...,x, tilalle lausekkeessa f

e esim. jos f(x) on vanhB(puoliso(x)) ja g on vanhA(Lilibet) ,
niin §(g) on vanhB( puoliso(vanhA( Lilibet)))
kun lauseke sijoitetaan muuttujan tilalle, saattaa olla tarpeen lisata sulkeet tai -
— jos  f(x,y) on x> =3y ja gon5b ja hon6,
niin §(g,h) on (5b)> —3-6
— jos on epavarma tarvitaanko sulkeita, ne voi lisata varmuuden vuoksi
— esim. jos f(x) on 1+x ja g on 3, niin saa kirjoittaa 1+ (3)

sijoitus tehddan muuttujan jokaiseen esiintymaan lausekkeessa

— jos  f(x,y)onx*—2xy ja gonx+1 ja hono,
niin f(g.h) on (x+1)>=2(x+1)-6

merkintd §(x) ei takaa, ettd x esiintyy f:ssa

— esim. g(a) on 0 sivulla 52

merkinndssa f(xi,...,x,) ei valttdmatta ndyteta sulkeissa kaikkia muuttujia
— asian kannalta tarpeettomat muuttujat vievat tilaa ja hairitsevat lukemista
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Esimerkki lausekepuiden avulla

e fony—x, gonx’+1jabhla)=xy++4a
= H(F) on xy-++/4(y —x) ja h(g) on xy+/4(* + 1)

f g
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Yhtasuuruuden symmetrisyys lausekkeilla ilmaistuna

Jos § ja g ovat mitkad tahansa lausekkeet, niin =g < g=+.

paattelysdaannolld [15] voidaan johtaa esim.

puoliso(Harry) = vanhA(x) < vanhA(x) = puoliso( Harry)

valitsemalla f:ksi puoliso(Harry) ja g:ksi vanhA(x)
tassa esimerkissa
— joillakin x kuten Lilibet "<":n molemmat puolet tuottavat T

— joillakin x kuten Harry "<":n kumpikaan puoli ei tuota T
— millaan x ei kdy niin, ettd toinen puoli tuottaa ja toinen ei tuota T

olennaista on, ettd kun valitaan muuttujille mitkd tahansa arvot,
niin joko sekd f =g ettd g = f tai ei kumpikaan tuottaa T
voi olla, ettd molemmat tuottavat aina T, esim. x+x=2x & 2x=x+x
voi olla, ettd kumpikaan ei tuota koskaan T, esim. x+1=x & x=x+1
voi olla, ettad toisinaan molemmat tuottavat ja toisinaan kumpikaan ei tuota T
ei voi koskaan olla, ettd toinen tuottaa ja toinen ei tuota T

paattelysdannolla [15] todellakin voidaan johtaa 0 = 1< 1 =0 ja se on pateva
— silla ei todellakaan ole yhtdan vastaesimerkkia
— intuitio, ettd 0 = 1< 1 =0 on virheellinen koska 0 = 1 on epatosi, johtaa harhaan
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Yhtasuuren sijoittaminen lausekkeeseen
Jos [h(F)] v [b(g)] ja § =g, niin h(f) =h(g).

e esim. tiedosta puoliso( Meghan) = Harry [sivu 29| voidaan johtaa
vanhB( puoliso( Meghan) ) = vanhB( Harry ) valitsemalla seuraavasti:

on vanhB(x) vanhB(x) on aina maaritelty [sivu 31]
on puoliso( Meghan)

on Harry Harry on maaritelty

on vanhB(puoliso( Meghan) )

on vanhB(Harry) vanhB( Harry) on maaritelty

e esim. jos on oletettu x+5 < y ja tiedetddn y —x = x> + 1, niin voidaan
johtaa xy+/4(y —x) = xy +/4(x3 + 1) valitsemalla seuraaavasti:

on xy-+v4da

on y—x
on x°+1
on xy++/4(y—x)  on maaritelty, koska oletettiin x+5 <y
on xy+/4(x3+1)
e jollei vaadittaisi, ettd h(f) on maaritelty, voitaisiin
tiedosta 0 = 0 valitsemalla h(x):ksi 1 johtaa § =
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Miksi [16] on pateva?
e tarkastelemme mitad tahansa tilannetta, jossa h(f) tai h(g) on maaritelty ja f=g
— "tilanne” tarkoittaa muuttujien arvojen yhdistelmaa
e f= g tarkoittaa, ettd f ja g ovat maaritellyt [13] ja tuottavat saman alkion
= h(x) saa h(f):ssd saman alkion x:ksi kuin h(g):ssa
= h(f) tuottaa saman lopputuloksen kuin h(g)
= koska h(f):n tai h(g):n lopputulos on maaritelty, patee h(f) = h(g)

Esimerkki
e fony—x, gonx’+1jah(a)=xy++4a

e kun x=2 ja y=11, niin
— f, g ja b(f) tuottavat 11—2=9, 2°+1=9ja 2-11++4-9=22+/36,
joten H(f) on maaritelty ja f =g
= sekd h(f) ettd h(g) laskevat h(9) eli 2-11++/4-9
— se on madritelty, koska h(f) on maaritelty
— se on yhtdsuuri itsensd kanssa

samoin tapahtuu jokaisella x ja y, joilla xy+ /4(y —x) on miiritelty ja y —x = x> + 1
ei ole valid mitd tapahtuu kun x= -2 jay= -9,

koska xy + \/4(y —x) ei silloin ole maaritelty

ei ole vilid mitd tapahtuu kun x =1 ja y=1, koska y —x = x’ + 1 ei silloin toteudu

AV Sovellettu predikaattilogiikka 12. joulukuuta 2023 4 Lausekkeet ja sijoittaminen 48/208



e tilanne x =2 ja y =11 kuvana

AV Sovellettu predikaattilogiikka 12. joulukuuta 2023 4 Lausekkeet ja sijoittaminen 49/208



Sen muuttujan nimen, johon paattelysdadannossa [16] sijoitetaan,
saa valita vapaasti kunhan se ei sekaannu muihin muuttujiin

e siitd, ettd x =35, voi johtaa x> +2x+1=x>+2-5+1
sijoittamalla a:n tilalle x ja 5 lausekkeessa x> +2a+ 1 [16]
e jos kohdemuuttujan nimi ei olisi a vaan x, tulisi x> +2x+1 ja 52 +2-5+1

Usein sen, ettd h(f) on maaritelty, voi varmistaa jakamalla kasittely tapauksiin

e esim. yhtilod x* = x ratkaistaessa saa paitell3 seuraavasti:

e jos x # 0, niin

X2

— - on maaritelty [14]

. 2 .. 2
= jos x* =X, niin =~ == [16]

— syista, joihin ei menna nyt, patee jos x # 0 niin x == ja > =1

2

. . . 2 .
= jos x # 0 ja x> =x, niin x="-=7"=1, jotenx=1
— sijoittamalla on helppo tarkastaa, ettd jos x = 1, niin x> = x

e muussa tapauksessa x =0, joten x> =0 ja x =0, joten x> =x

e niinpid x>’ =x & x=0Vx=1
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Yhtasuuruutena esitetyn lain soveltaminen

Jos by,..., b, ovat maaritellyt, niin laista f(ay,...,a,)
saa johtaa kaavan f(by,...,0,) = g(b1,-..,ba).

tarkastelemme mitad tahansa muuttujien arvojen
yhdistelmas, jolla hy,...,h, ovat maaritellyt

koska by,...,h, ovat maaritellyt, kukin niistd tuottaa jonkin alkion

se, ettad f(ay,...,a,) =g(ai,...,a,) on laki, tarkoittaa, etta aina kun f saa argumen-
teikseen samat alkiot kuin g saa, tuottaa § tuloksekseen saman alkion kuin g tuottaa
— koska tuotos on alkio, ovat f(ay,...,a,) ja g(ay,...,a,) maaritellyt

koska § tuottaa saman alkion kuin g kun ay,...,a, ovat mitka tahansa alkiot,
se patee myos kun ay,...,a, ovat ne alkiot, jotka h,...,H, tuottavat

Esimerkiksi reaalilukujen laista a+b=b+a voidaan paattelysdannolla [17]
johtaa 2x+3 =3+ 2x valitsemalla seuraavasti:

f(a,b)  on a+b

g(a,b) b+a

ba on 2x on aina madritelty, koska kertolasku on aina maarit. [14]
by on 3 on aina madritelty, koska siina ei ole laskutoimituksia [14]

f(haahb) on 2x+3
g(baahb) on 3+2x
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Esimerkiksi reaalilukujen laista Oa =0 voidaan paattelysaanndlla [17]
johtaa O(x*>+1) =0 valitsemalla seuraavasti:

f(a) on Oa

g(a) on 0

b on x*+1 on aina mairitelty, koska a® ja a-+ b ovat aina mair. [14]
f(h) on O(x*+1)

g(h) on 0

Paattelysadanndlle [17] riittaa, ettd bh;:t ovat maaritellyt mahdollisissa tilanteissa

e esim. jos on oletettu, ettd x # 0, niin laista 0a =0 voidaan johtaa 0- % =0:
— kuten edelld, f(a) ja g(a) ovat Oa ja O
— valitaan h:ksi %
= §(h) on 0- 1 ja g(h) on 0
e jollei vaadltta|5| ettd h;:t ovat maaritellyt, niin voitaisiin johtaa O-
— nytkin kaytetaan lakia Oa = 0, joten f(a) ja g(a) ovat kuten edel
— valitaan b: k5| -

= f(h) on O- éja h) on 0

o
It

e vaikka a # 0 takaa é = 5 ja a—l on maaritelty, ei a # 0 takaa

f(ai,...,a,) =g(ai,...,a,) on voimassa mahdollisissa tilanteissa
1

a—1 a—1

Sen sijaan ei riita, etta

Paattelysdanto [17] on suora seuraus paattelysdannosta [12]
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5 Kaavat

Atomikaava (atomic formula) voi olla viittd eri muotoa
o F, T tai U

e muotoa f=g tai f#g
— § ja g ovat lausekkeita
— esim. x> +3x+2=0

e muotoa P(fi,...,fn)
— P on relaatiosymboli eli predikaatti ja n on sen paikkaluku (n € Z™)
— f1, ..., fn ovat lausekkeita
— esim. x> +3x+2<0
— esim. parisuhteessa( Archie)

e muotoa X
— X on propositiomuuttuja
— sen tilalle voi sijoittaa kaavan

e muotoa (atomikaava)
— tehtdva on toisarvoinen: sallia turhat sulkeet
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= ja # kasitellaan erikseen muista relaatiosymboleista, koska
e ne ovat mielekkditd kaikille puheenaiheille
e niilld on omia paattelysiantoja
Kaytettdvissa olevat relaatiosymbolit (muut kuin = ja #) riippuvat puheenaiheesta
e esim. luvussa 3 parisuhteessa(x), sisarus(x,y), ...
e esim. reaaliluvuilla x <y, x <y, ...
Eri puheenaiheilla on omia merkintatapoja relaatiosymbolien kaytolle

e esim. luvussa 3 ei <—(f,g) vaan f<— g

e esim. reaaliluvuilla ei <(f,g) vaan § <g
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Kaava on atomikaava tai mik3 tahansa seuraavista muodoista:
(o) —Q OAY oVy Q=Y <=y Vx: dx: @

® — W ja @ < Y esitelldan sivulla 87
Vx: @ ja dx: @ esitelldan luvussa 11

kaavan muuttujat saavat puheenaiheen alkioita ja kaavat tuottavat totuusarvoja
— (kaavan tavalliset muuttujat, nyt ei puhuta propositiomuuttujista)

— esim. luvussa 3 muuttujat saivat arvoikseen ihmisia

— esim. monessa muussa esimerkissd muuttujat saavat arvoikseen reaalilukuja

(tavalliset) muuttujat eivat koskaan saa arvokseen "maarittelematon”

— lausekkeet voivat olla maarittelemattomia, muuttujat eivat voi

kaavan propositiomuuttujat saavat arvoikseen totuusarvoja
— mabhdollisissa tilanteissa ei kuitenkaan totuusarvoa U

jos jokainen funktiosymboli on aina maaritelty ja jos

kaavaa U ei kaytetd, niin mikdan kaava ei tuota U

— logiikka on silloin kaksiarvoinen

— esim. reaaliluvut niin ettd laskutoimituksina on vain + ja -
— esim. pelkalla propositiologiikalla mallinnetut asetelmat
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Esimerkki: itseisarvon maaritelma

Jokaisella reaaliluvulla a patee a <OA|la|=—aVa>0Ala|=a.

e tarkoittaa samaa kuin etta
— jos a > 0 niin |a| = a, ja
— jos a < 0 niin |a| = —a
e kaavassa a <OA|a|=—aVa>0Alal=a on
— 1 vakiosymboli: 0, yhteensa 2 esiintymaa
— 1 muuttujasymboli: g,
yhteensa 6 esiintymaa
2 eri yksipaikkaista funktiosymbolia:
| | ja —, yhteensd 3 esiintymaa
4 eri lauseketta: a, 0, |al, ja —a, yhteensa 11 esiintymaa
3 eri relaatiosymbolia: <, = ja >, yhteensa 4 esiintymaa
4 eri atomikaavaa: a <0, |a| = —a, a>0ja |a| =a
3 eri muuta kaavaa: a < OA |a| = —a, a > 0 Ala| = a ja koko alkuperdinen kaava
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Kaava esittaa (tayden) funktion puheenaiheen alkiomonikoilta totuusarvoille

e koska vanhA(Harry) = Charles, puoliso( Charles) = Camilla
ja puoliso( Diana) ei ole madritelty, saamme

x | Archie Lilibet Harry

puoliso(vanhA(x)) = vanhB(x) T T F
vanhA(x) = puoliso(vanhB(x)) T T U

e jos piste (x,y) on kuvan ruskealla alueella, niin
seuraava kaava tuottaa T, ja muutoin se tuottaa F:

(x—=2)24+ (-1 <1V(E-=3)2+(Hr—-1)72<1V2<x<3A0<y<2

Lausekkeen sijoittaminen muuttujan tilalle kaavassa

e merkinndilld ¢(x) ja ¢(f) esitetdan f:n sijoittaminen x:n tilalle kaavassa @
e esim. jos @(x,y) on sisarus(puoliso(x),y) ja f on vanhA(Lilibet) ja g on William,
niin @(f,g) on sisarus(puoliso( vanhA( Lilibet) ), William)
e esim. jos @(a) on
a<OAl|al=—-aVa>0Al|al=a

ja f on x> —2, niin ¢@(f) on
x> =2 <ON[x?=2]=—(x*=2) Vx> —2> 0N [x* —2| =x* -2
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Yhtasuuren sijoittaminen kaavaan

Jos = g tai seka f ettd g on maarittelematon, ja jos
@ ei sisalla symboleita V ja 3, niin ¢(f) < ¢(g).

kun f = g, saa @ argumentikseen @(f):ssa saman alkion
kuin ¢(g):ssa, joten se tuottaa saman totuusarvon

kun seka f ettd g on maarittelematon, saa sekd @(f) ettd ¢(g) argumentikseen
maarittelemattoman lausekkeen, joten ne tuottavat saman totuusarvon

nytkin riittaa, ettd jokaisessa mahdollisessa tilanteessa
f =g tai sekd f ettd g on maarittelematon

ehto, ettd @ ei saa sisaltdaa vV ja d, korvataan lievemmalla luvussa 11

Esimerkiksi siitd, ettd 3x—2(2x—3) =3x—4x+6 , voidaan paattelysdannolld [19] johtaa
y=2x—3A3x—-2(2x—-3)=2 & y=2x—3A3x—4x+6=2

valitsemalla seuraavasti:

on y=2x—3Na=2

on 3x—2(2x—3) on aina madritelty [14]
on 3x—4x+6 on aina madritelty [14]
on y=2x—3A3x—2(2x—3)=2

on y=2x—3A3x—4x+6=2
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Esimerkiksi siitd, ettd kun x > 0 patee v4x = 2+/x, voidaan johtaa V4x=6 < 2,/x=06
e kun x < 0, ovat sen molemmat puolet maarittelemattomat

Esimerkiksi 3|x — 4| = x+ 4 voidaan ratkaista seuraavasti:
joko x <4AN|x—4|=—(x—4) taix>4N|x—4|=x—4[18]
jos x < 4, niin |x—4| = —(x—4), joten [19]
3x—4|=x4+4 & 3(—-(x—4))=x+4 & -3x+12=x+4 & x=2
jos x >4, niin |x—4| =x—4, joten [19]
3x—4|=x4+4 & 3(x—4)=x+4 & 3x—12=x+4 & x=38
tapauksista yhteensd saadaan x<4Ax=2Vx>4Ax=8 & x=2Vx=28

kaiken kaikkiaan 3|x—4|=x+4 < x=2Vx=28
Y /

/
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Esimerkiksi |x — 4|+ 16 = 3x voidaan ratkaista seuraavasti:

joko x <4AN|x—4|=—(x—4) taix>4N|x—4|=x—4[18]
jos x < 4, niin |x—4| = —(x—4), joten [19]
x—4|+16=3x & —(x—4)4+16=3x & 20=4x & x=5
jos x >4, niin |x—4| =x—4, joten [19]
x—4|+16=3x & x—44+16=3x & 12=2x & x=6
tapauksista yhteensd saadaan x<4Ax=5Vx>4Ax=6 & FVx=6 & x=6
kaiken kaikkiaan |[x—4|+16=3x < x=6
NS %
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Melko vaatimattomalta vaikuttava paattelysaanto

Jos § on madritelty, niin § =f. [20]

Paattelysaannailla [2], [19] ja [20] voidaan johtaa [16]:n ensimmd&inen osa seuraavasti

e jos h(f) on madritelty, niin H(f) = h(f) [20]

e valitaan ¢(x):ksi h(f) = bh(x)

o jos lisiksi f =g, niin ¢(f) < @(g) eli b(f) =b(f) < b(F) =blg) [19]
= jos h(f) on maaritelty ja f =g, niin h(§) =b(g) [2]

Toinen osa voidaan johtaa =:n symmetrisyydelld [15] ensimmaisesta seuraavasti

e jos f=g niin g=7f [15]
e jos lisdksi h(g) on madritelty, niin [16]:n ensimmd3isen osan nojalla h(g) = H(§)

= b(f) =b(g) [15]

Toinen osa voidaan johtaa ilman =:n symmetrisyytta seuraavasti
e jos h(g) on madritelty, niin h(g) =h(g) [20]
e valitaan ¢(x):ksi h(x) = h(g)

e jos lisdksi f =g, niin ¢(f) < ¢@(g) eli ¢(g) < ¢(f) |2
eli h(g) =b(g) < b(f)=b(g) [19]

= jos h(g) on maaritelty ja f =g, niin h(§) =b(g) [2]
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Kaavan sisdltaman yhtasuuruuden soveltaminen

Jos ¢ ei sisdlla symboleita V ja 3, niin f=gA@(f) < f=gA0(g) . [21]

kun f = g tuottaa F, tuottaa [21]:n <:n kumpikin puoli F
kun f = g tuottaa U, tuottaa [21]:n <:n kumpikin puoli enintddn U [9]

kun f = g tuottaa T, saa ¢ saman alkion argumentikseen sekd @(f):ssa ettda ¢(g):ssa,
joten se tuottaa saman tuloksen, joka on samalla <:n kummankin puolen totuusarvo

nytkin V:n ja d:n kielto korvataan lievemmallad ehdolla luvussa 11

[21] on melkein sama kuin [19], mutta "f = g" on kaavassa eika taustalla oletuksena
— toisinaan [21] on kdtevdampi esim. yhtaloryhmien ratkaisemisessa

Paattelysadanndlla [21] voidaan esimerkiksi johtaa

y=2x—3A3x—2y=2
& y=2x—3AN3x—-2(2x—3) =2
valitsemalla seuraavasti:

on y

on 2x—3
3Ax—2a=72
3x—2y=2
3x—2(2x—3)=2

AV Sovellettu predikaattilogiikka 12. joulukuuta 2023 5 Kaavat 62/208



Propositiologiikan kaavan kayttaminen

e koska @, v jne. edustavat mielivaltaisia kaavoja,
saa niiden tilalle laittaa mielivaltaiset kaavat

e esimerkiksi propositiologiikan laista [5] eli ¢ Ay < WA @ voidaan johtaa
X —2<O0AP-2=—-(x*-2) & [¥*-2|=—-(x*-2)Ax*—2<0

valitsemalla seuraavasti:

(0 on x*—2<0

W on [x?—

@AYy on
WVAQ on

Parillisen ja parittoman maaran —:a alaisuudessa oleminen
o ("PA=((QA-R)A(=QVP)))A(RV(FV=P))
e R on vain parillisen maaran alaisuudessa

e P on vain parittoman maaran alaisuudessa

e (O on seka parillisen ettd parittoman maaran alaisuudessa
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Kaavan sijoittaminen propositiomuuttujan tilalle kaavassa, sdanto 1

e merkinndilld ¢(X) ja @(y) esitetdan y:n sijoittaminen X:n tilalle kaavassa ¢

Jos Y < x ja jos X ei ole ¢(X):ssa muiden symbolien alaisuudessa

kuin A, V ja parillinen maara symbolia =, niin ¢(v) < ¢(x). [22]

e saamme tdman todistamiseen riittdvan keinon vasta sivulla 128
— vaikeutena on sulkea pois mahdollisuus, ettd ¢(U) tuottaa T mutta ¢(F) ei tuota

Esimerkiksi sivulla 46 johdetusta
vanhA(x) =vanhA(y) < vanhA(y) = vanhA(x)

voidaan paattelysdanndlla [22] johtaa

vanhA(x) = vanhA(y) AvanhB(x) = vanhB(y) Ax #y
< vanhA(y) =vanhA(x) AvanhB(x) = vanhB(y) Ax #y

valitsemalla seuraavasti:

on X AvanhB(x
on vanhA(x)
on vanhA(y)
on vanhA(x)
on vanhA(y)

) =vanhB(y)Ax#Yy

vanhA(y)

vanhA(x)

vanhA(y) AvanhB(x) =vanhB(y)Ax #y
vanhA(x) AvanhB(x) =vanhB(y)Ax #y

e toistamalla sama keski- ja loppuosalle saadaan sivulla 32 kaytetty yhtapitavyys
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FUT|=- A v v 3
T U F|[- v A 3V

e jos kaavassa ei ole muuta kuin atomikaavoja ja taulukon symboleita, niin jos
kaavan symbolit ja atomikaavojen totuusarvot vaihdetaan taulukon mukaisesti,
niin myos kaavan tuottama totuusarvo vaihtuu taulukon mukaisesti [7,95]

Symmetria

e kolmiarvologiikassa < ei sdilyta tatd symmetriaa, koska U < F mutta ei -U < —F
e melko pian esiteltiva = sdilyttda symmetrian

Kaavan sijoittaminen propositiomuuttujan tilalle kaavassa, sdanto 2

Jos v <y, jos v ja y tuottavat U vain yhtaaikaa, ja jos ¢ ei sisilla symboleita
Y ja 3, niin o(v) < @(x), ja @(y) ja @(x) tuottavat U vain yht3aikaa.

e missd tahansa mahdollisessa tilanteessa v ja ¥ tuottavat saman totuusarvon
= (0 saa siind saman argumentin @(y):ssd kuin @():ssa
= ¢@(y¥) ja ¢(x) tuottavat saman totuusarvon

Yll3 olevassa saannossa todellakin taytyy vaatia ettd U tuotetaan vain yhtaaikaa

e muutoin valitsemalla ¢(X):ksi =X voitaisiin siitd, ettd U < F,
johtaa U< T seuraavasti: U< U -F& T
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| |:n yleistdminen kaavoihin

e sivulla 41 asetettiin vaatimus, ettd jokaisella funktiosymbolilla f on oltava
kaava | f|, joka tuottaa T kun f on maaritelty ja F muulloin
= ei koskaan tuota U

sivulla 42 se yleistettiin lausekkeisiin periaatteen [14] mukaisesti
— lauseke on maarittelematon jos ja vain jos se
sisaltdd maarittelemattoman laskutoimituksen

nyt se yleistetddn kaavoihin siten, ettd [¢| tuottaa F kun ¢ tuottaa U,
ja muulloin [¢@] tuottaa T (eli kun ¢ tuottaa T tai F)
= ei koskaan tuota U

tietenkin [F| < [T|] < Tja [U| < F

f=9] & [i#9] & [i<e] & ... & [fIr]g] [13]
P(f1,--5 )] = TRIA--ATFa] [13]

jos X on propositiomuuttuja, niin mahdollisissa tilanteissa [X| < T [10]
0] < [o] [9]

oAY] & [e]Aly]VIe|A-eV Iy A-y |9
— |o| N eikd -0, jotta kaava ei koskaan tuottaisi U

@V w| harjoitustehtavaksi

| | ei ole logiikan vaan metakielen symboli
— ei ota ja tuota totuusarvoa, vaan ottaa ja tuottaa kaavan
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Yhtatotuus =

e sivun 65 saanto sisidltdd kahdesti samankaltaisen melko pitkdn ilmauksen

Jos v <y, jos v ja y tuottavat U vain yhtaaikaa, ja jos ¢ ei sisdlla symboleita
V ja 3, niin ¢(v) < @(x), ja @(y) ja @(x) tuottavat U vain yht3aikaa.

= jotta jatkossa ei tarvitsisi kirjoittaa yhta kompelosti,
otamme kayttoon uuden merkinnan

Vasen = oikea tarkoittaa, ettad jokaisessa mahdollisessa 23]
tilanteessa vasen ja oikea saavat saman totuusarvon.

e =:n ja <:n ero on, ettd < sallii mutta = ei salli toisen puolen tuottaa F ja toisen U
— kaksiarvologiikassa = ja < tarkoittavat samaa

e molemmat tarvitaan

— = on informatiivisempi, joillekin sdannaille valttamaton ja ehka luontevampikin
— <& tarvitaan mm. ilmaisemaan yhtaloiden ratkaisuja, kuten

3vVx—1=x+1 & x=2Vx=5

— kun x=0, 3v/x—1=x-+1 tuottaa U mutta
x=2Vx=>5 tuottaa F, joten = ei toimi

e = ei ole melkein missdan muualla kuin tissd kurssissa kdytossa tassd merkityksessa
— kolmiarvologiikkaa kaytetaan vahan, paattelyoperaattoreiden kanssa hyvin vahan
— = on toisinaan kaytossa kaksiarvologiikassa kuten < tai <> [sivu 87|
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Yhtatotuuden paattelysdantoja

jos on paatelty ja niin saa paatella  ja

=y V=0
(plE(sz..._(Pn (plE(pn
P=0
o=y ¢y
¢y Q& Y =y
o=y o] < y] p=y

e <-saanndt [3,15,19] patevat myos =:lle

@ =T jos ja vain jos jokaisessa mahdollisessa tilanteessa ¢ tuottaa T.
Jos § ja g ovat mitkad tahansa lausekkeet, niin =g = g=7.

Jos = g tai seka f ettd g on maarittelematon, ja jos
¢ ei sisdlld symboleita V ja 3, niin ¢(f) = ¢(g).

o [21] ei: Jos ¢ ei sisdlla symboleita V ja 3, niin f=gA@(f) < f=gA@(g) .
— vastaesimerkki: jos @(a) on a <0, f on { ja g on 1, niin saadaan

T=1A2<0 & 2=1A1<0 =F
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Nyt sivun 65 saanto voidaan kirjoittaa napparammin

Jos y =y ja ¢ eisisdlld symboleita V ja 3, niin ¢(v) = ¢(x).

Nama propositiologiikan <-lait patevat myos =:lle

oANF
ovVT
ONT
oVFEF
PAQ
oV

F e = @
T

VAP
yVvo
oV oy
TONATY

0 OAY
0 AVRT
¢ —(oAy)
¢ —(oVy)

e sivulla 129 esitettava [58] kertoo, miten ne voi
todistaa helposti siita, ettd ne <-patevat
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On (vain) nelja tarkeda 2-arvoisen propositiologiikan lakia,
jotka eivat =-pade 3-arvoisessa propositiologiikassa
o OV T
— kolmannen poissuljetun laki sanoo etta kolmatta totuusarvoa ei ole
= ei tietenkddn edes <-pade, UV-U=U
e N0 = F
— ristiriidattomuuden laki <-patee, UA-U=U
* PA(-QVY) & QAY
—joso=Ujay=F ninpAN(—oVy)=UjapAy=F
°* PV (-QAY) & VY
® A (=@ V ) toimii kuten monien ohjelmointikielten eka && toka

e jos =F, niin pA(—m@oVy)=F
— jos eka tuottaa false, niin toka ei lasketa vaan palautetaan false
e jos =T, niin pA(—QOV V) =y
— jos eka tuottaa true, niin lasketaan toka ja palautetaan se minka toka tuottaa
— jos talloin toka kaatuu, niin eka && toka kaatuu
e jos =U, niin oA (—@pVy)=U
— jos eka kaatuu, niin eka && toka kaatuu

¢V (=@ A y) toimii kuten monien ohjelmointikielten eka || toka
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Negaatioiden painaminen alas

e tarkastellaan mitd tahansa kaavaa muotoa —@, jossa ei esiinny
muuta kuin atomikaavoja ja symboleita =, A ja V (ja sulkeita)

e De Morganin laeilla voidaan osoittaa, etta se sdilyy yhtatotena
seuraavassa muunnoksessa (sulkeita voidaan joutua lisdamaan):
— ylin = poistetaan
— jokainen A korvataan V:lla ja painvastoin
— jokaisen atomikaavan eteen lisatdan —

o © o W GEED
o ™ 0 OO G
» o®w ©® O®

e siis —kaava"(@Qy,...,0,) = kaava,(—@,...,~@,) , miss3
- 1, ..., ¢, ovat atomikaavoja

— kaava, saadaan kaavasta kaava” vaihtamalla A ja V toisikseen

AV Sovellettu predikaattilogiikka 12. joulukuuta 2023 5 Kaavat 71/208



Mika tahansa kaava, jossa esiintyy vain edelld mainittuja symboleita, voidaan muuttaa
yhtatodeksi kaavaksi, jossa kunkin —:n alaisuudessa on vain atomikaava

e tehdain edelld mainittu muunnos jokaiselle osakaavalle
=, jossa on muutakin kuin atomikaavoja ja —:ta
= kunkin —:n alaisuudessa on vain nolla tai useampi — seka atomikaava

e poistetaan jokainen ——

e lisiksi atomikaavoja voi tietenkin muokata seuraavasti:
“F=T -U=U -T=F ~(f=9)=f#9 ~(f#9) =f=9g ~(<g =f>g ...

Yhtatotena sdilymisen perustelu kiy lapi eri kaavamuodot (rakenteellinen induktio)

o = (vasen™(@y, ..., 0,) Noikea” (@1,...,0,))
—vasen™(Qy,...,0,)\V —oikea™ (@1, ..., 0,) De Morgan 1
vaseny (—Qy,...,—@,)\ oikeay(—@y,...,—@,) induktio-oletus, [26]
= (vasen™(@y,...,0,) Voikea™ (@1, ...,0,))
—vasen”(Q1,...,0,) \—oikea” (@y,...,Q,) De Morgan 2
vaseny (—Qy,...,~@,) Noikeay(—@1,...,—¢@,) induktio-oletus, [26]

o ~(=kaava™(Qi,...,0,)) = —~—kaava"(Qi,...,0,) = —kaavay(—Q,...,—@,)
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Propositiologiikan lakien, joissa esiintyvat vain =, A, V ja =, symmetria

e kuten [27] havainnollistaa, ei muuta kuin niitd sisdltavat lait esiintyvat pareina, joissa
toinen osapuoli saadaan toisesta vaihtamalla jokaisen A tilalle V ja toisinpain
— - = (@ on oma parinsa
e timan todistamiseksi riittdd De Morganin laki 1, kaksoiskiellon poisto, [24] ja [26]
e De Morganin laki 2 voidaan johtaa De Morganin laista 1
—(pVy)
—(=—¢@V ——y) kaksoiskiellon poisto takaperin [24,26]
(= A—y) De Morgan 1 takaperin [24,26]
= —QAY kaksoiskiellon poisto

e jos vasen(Q, ) = oikea” (@, ), niin vasen., (@, y) = oikea., (@, y)
— jos kaava, saadaan kaavasta kaava” vaihtamalla A ja Vv,

niin kaava” saadaan kaavasta kaava, vaihtamalla A ja Vv
— negaation alas painamisen todistus ei kdyttanyt muuta kuin edelld mainittuja

vaseny (@, )
——vasen (Q, y) kaksoiskiellon poisto takaperin [24]

—vasen”(—@,—y)  negaation painaminen alas [26]

—oikea" (—@,—y)  oletus vasen (@, y) = oikea™ (@, ) [26]
oikea,, (——@,——y) negaation painaminen alas

oikeay (Q, ) kaksoiskiellon poisto [26]
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6 Kaksi eri implikaatiota (ja muutakin)

Paattelyimplikaatio = ja <

Yasen = oik.ea tarkoittaa, ettéi.jokaisessa mahdolli§essa 28]
tilanteessa, jossa vasen on tosi, myos oikea on tosi.

toisinpain ei valttamatta pade

esim. x = Lilibet = x <= Harry mutta ei toisinpain, koska myos Archie <= Harry
esim. x >3 = x*>>9 mutta ei toisinpiin, koska myds (—4)2 > 9

tassakin yhteydessa "'mahdollinen tilanne” tarkoittaa "muuttujien
arvojen yhdistelma, joka toteuttaa tehdyt oletukset”

Vasen <= oikea tarkoittaa samaa kuin oikea = vasen.
Paattelyimplikaation paattelysaantoja

jos on paatelty ja niin saa paatella ja

0=V o=y V=0
0=V V=0 O =Y
O = Q= ...= @y 01 = @y
F=o0¢ o=1T
e kolmas sdilyy patevana, vaikka osuudessa ¢ = @, = ... = @,

yhden tai useamman "=-" tilalle laitettaisiin "< tai "=
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Mahdottomasta todellakin saa paatella mita tahansal

ehk3 yllittden, x> <0 = x=0 on pitevd piittelyaskell

"jokaisessa mahdollisessa tilanteessa, jossa vasen on tosi, myos oikea on tosi"

x2 < 0 ei ole tosi miss3an tilanteessa, joten osuuden
x = 0 el tarvitse olla tosi missdaan tilanteessa

tarkastelkaamme melkein kaikkien patevaksi hyvaksymaa paattelyda x> 1=x>0
— jos x <0, se tuottaa F=F

—jos 0 <x <1, setuottaa F=T
—jos 1 <x, setuottaa T =T
— se ei voi tuottaa T = F

tarkastelkaamme melkein kaikkien vaarana pitamaa paattelyda x> 0=x>1
— jos x <0, se tuottaa F=F

— jos 0 <x <1, setuottaa T = F

— Jjos 1 <x, setuottaa T =T

— (se ei voi tuottaa F=T)

on jarkevaa hyvaksya paattelyaskel jos ja vain jos se ei

missdan mahdollisessa tilanteessa tuota T = F

AV Sovellettu predikaattilogiikka 12. joulukuuta 2023 6 Kaksi eri implikaatiota (ja muutakin) 75/208



e sitdpaitsi tatad ilmiota olisi vaikea estda vaikka yritettdisiin, koska useimpien
hyvaksymilla s3annoilla todella voi johtaa vaarasta lahtokohdasta monenlaista
— oletetaan 1 =2
kertomalla molemmat puolet mielivaltaisella luvulla @ saadaan a = 2a
vahentamalla molemmilta puolilta @ saadaan 0 =«
sama onnistuu toisellekin mielivaltaiselle luvulle b, joten 0 = b
a=0=b>b, jotena=0>b
= kaikki luvut ovat yhtasuuria!

e se, ettd paattelyn lopputulos on selvasti vaara, ei
valttamatta tarkoita, ettd paattely on virheellinen

— voi olla, ettd paattely on itsessdan oikein, mutta sen |ldhtokohdissa on virhe

e vertaa jos Jaana pitaa jaatelostd, niin Jaana ei pida jaatelosta
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Ristiriitatodistus

e oletetaan, ettd se, mikd halutaan todistaa, ei ole tosi (on epatosi tai maarittelematon)

e johdetaan mahdoton lopputulos
= tehdyn oletuksen taytyy olla vaara, joten se, mikd haluttiin todistaa, on tosi

Esimerkki void on_palindromi( string S ){

e tarkoittakoon merkkijonotin for( int i=0, j=S.size()-1; i<j; ++i, --j ){
aliohjelmaa, joka ottaa argu- if( 8S[i] '= S[j] ){ i=0; j=S.size()-1; }
mentikseen yhden merkkijonon, }
ja joka pysahtyy tai ei pysahdy }
oletetaan, ettd on olemassa bool pysdhtyy( string koodi, string sydte ) , joka
— palauttaa true, jos koodi:n sisaltd on merkkijonotin,

joka pysahtyy syotteelld syoste
— muutoin palauttaa false

void rr( string S ){ while( pysdhtyy( S, S ) ){} } on merkkijonotin

rr( rr ); ajaa while( pyséhtyy( rr, rr ) ){}, joten jos rr( rr );
— pysahtyy, niin while-silmukka pyorii ikuisesti, joten rr( rr ); ei pysahdykaan
— ei pysahdy, niin while-silmukka lopettaa heti, joten rr( rr ); pysahtyykin

ristiriita, joten pysahtyy ei voi olla olemassa

se, ettd pysahtyy ei ole olemassa, on yksi logiikan ja
teoreettisen tietojenkasittelytieteen tarkeimpia tuloksia!
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Kaksiarvologiikassa ¢ = v jos ja vain jos =y = —.

e vasemman puolen vastaesimerkissa ¢ =T mutta y =F
— silloin =y =T mutta @ =F
= se on myos oikean puolen vastaesimerkki

e oikean puolen vastaesimerkissa -y =T mutta - =F
— silloin @ =T mutta yw=F
= se on myos vasemman puolen vastaesimerkki
= joko molemmat puolet ovat epapatevat, tai kumpikaan ei ole epapateva

e kontrapositiotodistus kayttaa tata

® esim.
— vahtimestari ei kuullut rajahdysta
— jos kassakaappi olisi rajaytetty viimeistdan kun vahtimestari
|ahti toista, niin vahtimestari olisi kuullut rajahdyksen

= kassakaappi rajaytettiin sen jalkeen kun vahtimestari lahti toista

kontrapositiotodistus on melkein sama asia kuin ristiriitatodistus
— jos oletuksesta =y saadaan johdettua —@, niin ollaan ristiriidassa
oletuksen @ kanssa, joten oletuksella ¢ patee y

niita yhdessad kutsutaan nimelld epasuora todistaminen
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Kolmiarvologiikassa asia on monimutkaisempi

vaikka U = F, silti ei =F = —U, koska muutoin T=—-F=-U=U<F joten T=F
kolmiarvologiikassa mm. @ = v jos ja vain jos “yV —-|[y| = -V ||

taman nakee vaikka miettimalld eri tapaukset

— jos @ =F tai @ = U, niin m@V || =T, joten kumpikaan = ei rikkoonnu

— jos W =T, niin ~yV—[y| =F, joten kumpikaan = ei rikkoonnu

— muutoin @ =T mutta v =F tai v = U, joten kumpikin = rikkoontuu

yleisemmin olettaen ettd, "jotkin” ja "'muut’ kattavat kaiken eivatkd mene limittdin

@:n jotkin vaihtoehdot = w:n jotkin vaihtoehdot jos ja vain jos
¥:n muut vaihtoehdot = @:n muut vaihtoehdot

oletus: ylarivi patee

— jos alarivi ei pade, niin w:n muu mutta @:n jokin vaihtoehto toteutuu
= oletuksen vuoksi y:n jokin vaihtoehto toteutuu

— ristiriita, joten alarivi patee

oletus: alarivi patee

— jos ylarivi ei pade, niin @:n jokin mutta y¥:n muu vaihtoehto toteutuu
= oletuksen vuoksi ¢:n muu vaihtoehto toteutuu

— ristiriita, joten ylarivi patee

esim. @ = =y V —=[y] jos ja vain jos ¥ = =@V =[]
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Ehdollisena yhtasuuruutena esitetyn lain soveltaminen
e padttelysdantdd [17] voi kayttdad vain aina pateviin yhtasuuruuksiin
e esim. = =1 ei pade aina, vaan vain kun x # 0
= seuraava [17]:n yleistys on hyddyllinen
Jos by,..., b, ovat maaritellyt, @ ei sisalla symboleita V ja 3 ja ¢@(b1,...,b,)

on tosi, niin laista ¢@(ay,...,a,) = f(ai,...,a,) =g(ai,...,a) [32]
saa johtaa f(bhy,....hs) =g(b1,...,b,) .

e tarkastelemme mita tahansa mahdollista tilannetta
e jos by,..., b, ovat siind maaritellyt, niin kukin niistd tuottaa jonkin alkion ay,...,a,

e jos ¢ on niille tosi, niin lain mukaan my6s § = g on niille tosi
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A:n poistolait ja lisdyssaanto
PAY = @
PAY =Y
Jos o= wjap=yx, nin Q= yYyAy.

V:n lisdyslait ja poistosaanto
O=0oVy
V=0VvVy
Jos o=y jay=yx, nin oVy=yx.

e padttely jakamalla tapauksiin perustuu naihin

Esimerkki: <-absorptiolakien johtaminen

oA (QVY) = ¢ [33]
¢ = ¢ 30,
¢ = OVy 36,
¢ = oN(@VYy) [35
PA(QVY) & ¢ [30
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Voimassa olevat oletukset ja "="

e *=9 = x=—3 ejsellaisenaan ole pitevi, koska x = 3 on vastaesimerkki
jos on oletettu, ettda x <2, niin se on pateva
— mik3an sen vastaesimerkki ei toteuta x <2
toisaalta x<2Ax*=9 = x=—3 on pateva

tama on esimerkki siitd, ettd oletuksen vaikutus ei riipu siitd, tapahtuuko paattely
oletuksen alaisuudessa vai ilmaistaanko oletus "=-":n vasemmalla puolella

jos oletus esitetddan "=":n vasemmalla puolella, niin sitd voi joutua toistamaan
—esim. x<2Ax?—4=5 = x<2Ax*=9 = x=-3
moni paattelysdaantd muuttuisi kompeloksi, jos se pitdisi muotoilla niin ettd kaikki
oletukset ovat "=":n vasemmalla ja "<":n tai "=":n molemmilla puolilla
— esim. jos [h], niin f=g < f+h=g+h [49] olisikin esim.

(muut oletukset) A [h] Af=g < (muut oletukset) ANf+H=g+b
usein on katevampaa tehda paattely oletuksen alaisuudessa

toisaalta osa paattelysdanndista, kuten [17] ja [32], tarvitsee lahtSkohdakseen lain
— talla kurssilla laki tarkoittaa kaavaa, yhtapitavyytta, paattelyimplikaatiota tai yh-
tatotuutta, joka on voimassa jokaisella muuttujien arvojen yhdistelmalla [sivu 24]

e jotta sellaisessa paattelysddannossa voitaisiin kayttad oletuksen alaisena
johdettua tulosta, taytyy oletus esittdd "=":n vasemmalla puolella

= seuraavaksi esitettava joukko paattelysdantdja on hyddyllinen

AV Sovellettu predikaattilogiikka 12. joulukuuta 2023 6 Kaksi eri implikaatiota (ja muutakin) 82/208



Oletuksen siirto implikaatioon tai yhtapitavyyteen ja toisinpain
e alla I' tarkoittaa mita tahansa adarellistd joukkoa oletuksia

@ on tosi jokaisessa mahdollisessa tilanteessa oletuksilla I" ja 7,
jos ja vain jos Y= @ on pateva oletuksilla T.

@ = Y on pateva oletuksilla I" ja ¥, jos ja vain jos
YA @ = Y on pateva oletuksilla T".

@ < Y on pateva oletuksilla I" ja ¥, jos ja vain jos
YA @ < YAy on pateva oletuksilla T

@ = Y on pateva oletuksilla I" ja v, jos ja vain jos

(Y| AYyA@ = [y| ANYAy on pateva oletuksilla T

e toiseksi ylimman perustelu
— tilanne, jossa ¥ ei tuota T, ei ole kummankaan rivin vastaesimerkki

koska ylarivilla se ei ole mahdollinen ja alarivilla YA @ ei tuota T
tilanne, jossa ¢ ei tuota T tai ¥ tuottaa T, ei ole kummankaan
rivin vastaesimerkki, koska se ei riko ¢ = v eikd YAQ = v
muissa tilanteissa ¥ ja ¢ tuottavat T mutta y ei tuota

jos I' sallii tilanteen, niin se on molempien rivien vastaesimerkki
muussa tapauksessa se kuuluu tarkastelun ulkopuolelle

e ylin palautuu toiseksi ylimpaan valitsemalla y:ksi ¢ ja @:ksi T [3,30,9]
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Alimman perustelu

@ = Y on pateva oletuksilla T" ja 7, jos ja vain jos
(Y| AYyA@ = [y| ANyAy on pateva oletuksilla T’

e jos I ei salli tilannetta, niin se ei ole kummankaan rivin vastaesimerkki
e jos I sallii mutta vy ei, niin

— vylarivilla tilanne on mahdoton

— [YIAY [YIANYA@ ja [y]| ANyAy tuottavat F

= tilanne ei ole alarivin vastaesimerkki

= tilanne ei ole kummankaan rivin vastaesimerkki
e muussa tapauksessa sekad I" ettd vy sallivat tilanteen

- y=T

= [YINYANQ=e@ja [yYJAYAY =y

= tilanne on joko molempien tai ei kummankaan rivin vastaesimerkki

= ylariville on vastaesimerkki jos ja vain jos alarivillekin on

Kolmanneksi ylimman perustelu harjoitustehtavaksi
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Paattelysaanndlla [39] voidaan kaavasta, implikaatiosta tai yhtapitavyydestd tehda laki

e esim. sivulla 105 kaytetty b#0 = 7-b=a ei ole reaalilukujen peruslaki,
vaan on esim. johdettu oletuksen b # 0 alaisuudessa seuraavasti

‘b

(a-4)-b jakolaskun maaritelmd b #£0= % =qa- 3, [32,39,16]
(3-b)  kertolaskun liitdnnaisyys (ab)c = a(bc), [17]

(b-+)  kertolaskun vaihdannaisuus ab = ba, [17 16]

-1 kddnteisarvon maaritelmd a #0=a-- =1, [32,39,16]

ykkosen maaritelma a-1 =a

a -
a -
a
a

ja oletus b # 0 on lisatty tulokseen 7 -b = a paattelysaannolla [39]

Nyt voidaan johtaa f=gAg=Hh = f=1h
e valitaan [19]:n ¢(x):ksi x = b
e oletuksella f = g saadaan f=h < g="h
e siitd [2] tuottaa g=Hh = f=1
siis oletuksella f = g saatiin g=bh = f=1h, joten [39] tuottaa

f=gNg=b = f=§
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[15] voidaan johtaa seuraavasti

valitaan [19]:n @(x):ksi x =

oletuksella f =g saadaan T < [f| = f=f < g=§ [3,2,13,20,19]
siis oletuksella f = g saatiin g =1 [2], joten f=g = g=7f [39]
samoin oletuksella g = f saadaan f =g, joten g=f = f=g

niinpd f=g < g=17 [30]
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Materiaalinen implikaatio — ja materiaalinen ekvivalenssi <>

e — ja & ottavat kaksi kaavaa ja tuottavat "pateva’ tai "epapateva’
— sijaitsevat kaavojen valissa
— lopputulos riippuu jokaisesta mahdollisesta tilanteesta
— (silti voidaan sanoa "pateva tilanteessa”, koska voidaan
valita ettd vain se tilanne on mahdollinen)

e — ja <> ottavat kaksi totuusarvoa ja tuottavat totuusarvon
— sijaitsevat kaavojen sisalla
— lopputulos lasketaan kullekin tilanteelle erikseen

_>

=Y = QVy =
Py = (0= Y)AN(y— o) U
e

® esim.

— x> 3= x>1 on pateva
x>3—=x>1tuottaa T, kun x=2
x>3—=x>1 tuottaa T, kun x on mik3 tahansa luku
x> 1=-x>73 eiole pateva (ellei tehdyista oletuksista seuraa x < 1Vx > 3)
x>1—x>3tuottaa T, kun x=4
x>1—=x>3tuottaa T, kun x=0
x>1—x>3tuottaa F, kun x =2
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=:n ja <:n patevyys —:n ja <»:n avulla ilmaistuina

Kaksiarvoisessa logiikassa ¢ = v jos ja vain jos ¢ - v < T, [42]
Ja @ <y jos ja vain jos @ <> W & T.

kaksiarvoisessa logiikassa
— (@ = Y on pateva, jos ja vain jos jokaisesssa mahdollisessa tilanteessa ¢ — v
— (@ < Y on pateva, jos ja vain jos jokaisesssa mahdollisessa tilanteessa ¢ <> v

kolmiarvoisessa logiikassa asia on monimutkaisempi
® = ¥ jos javain jos QA [@| > wA[y| < T, ja 43]
@ < W jos javain jos QA [@| > WA |y| < T,

vastaesimerkki kaavavertailulle ¢ = v on mahdollinen

tilanne, jossa @ tuottaa T mutta y tuottaa F tai U

tasmalleen samat tilanteet ovat vastaesimerkkeja kaavavertailulle

oAl = YAy =T

vastaesimerkki kaavavertailulle ¢ < v on mahdollinen tilanne,

jossa joko @ tuottaa T mutta Y ei tuota, tai toisinpdin

tasmalleen samat tilanteet ovat vastaesimerkkeja kaavavertailulle
PA[@] < wA[y] =T
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Laskujarjestys
e ensin -, sitten A, sitten V, sitten — ja lopuksi <
e ¢ — v — x lasketaan kuten ¢ — (v — )

— poikkeavaa, silld esim. a — b — ¢ lasketaan kuten (a —b) —c¢

— syy lienee siing, ettd ¢ — (¥ — ) on paljon useammin tarpeellinen
ja kayttdytyy johdonmukaisemmin kuin (¢ — v) — ¥

Paattelyoperaattorit kayttaytyvat syntaktisesti kuten vertailut

® esim. ¢ < Y = x tarkoittaa, ettd ¢ < y on pateva askel ja v = y on pateva askel
— vrt. 0 <x <1 tarkoittaa etta 0 <x jax <1
esim. (x> >0 —x*> <0) — x=0 tuottaa aina T
— jos x =0, se tuottaa (F — F) — T joka tuottaa T — T joka tuottaa T
— jos x # 0, se tuottaa (T — F) — F joka tuottaa F — F joka tuottaa T

mutta (x> >0 = x> <0) = x=0 on syntaksivirhe

— paattelyn ymparilla ei saa olla sulkeita

—vrt. (0<x) <1

lisiksi x> >0 = x> <0 = x=0 on virheellinen paittely

— x>>0 = x?> <0 ei ole pitevd: kun x =1 niin x> > 0 mutta ei x> <0

esim. C++ sallii sekd 1<1<1 ettd (1<1)<1, ja sen mielestd molemmat ovat true!
— 1<1 tuottaa false eli 0, joten 1<1<1 tuottaa saman kuin 0<1 eli 1 eli true

= matematiikan < ja ohjelmoinnin < ketjuttuvat olennaisesti eri tavalla
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Toisinaan = on parempi formalisointi ilmaukselle "jos ... niin ..." kuin —

e esim. Jos Kaino on Lontoossa niin han on Pariisissa,
tai jos han on Pariisissa niin han on Jyvaskylassa

monien, kenties enemmiston, mielestd se kuulostaa selvasti vaaralta

tarkoittakoon x Kainon sijaintia ja L, P ja J Lontoota, Pariisia ja Jyvaskylda

— tiedetdan LA P #J # L

— x=0L, x=P ja x=J eivat voi tuottaa U [14,13]

formalisoimalla "jos ... niin ..." materiaaliseksi implikaatioksi saadaan
(x=L—x=P)V(x=P—>x=J)

e josx=Pninx=L—x=P tuottaa T
e muussa tapauksessa x # P, joten x =P — x=J tuottaa T
= (x=L—x=P)V(x=P—x=1J) on aina tosi

e formalisoimalla "jos ... niin ..." =:n avulla saadaan vaite,
etta x =L = x = P on pateva tal x =P = x =J on pateva

e kumpikaan ei ole pateva
— x = L on vastaesimerkki ensimmaiselle

— x = P on vastaesimerkki jalkimmaiselle

= formalisointi =:n avulla tuottaa arkijarkea
vastaavan lopputuloksen, —:n avulla ei tuota
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Vertailu — ja <> vastaan = ja &

e tuloksen tyyppi on eri
— — ja <»: totuusarvo F, U tai T
— = ja <: paattelyaskel on tai ei ole pateva (ei ole kolmatta vaihtoehtoa)

syntaktiset saannot ovat erit
— ¢ — (Y — x) tuottaa saman lausekepuun kuin ¢ — v — y
— @ = (¥ = J) on syntaksivirhe

suhtautuminen asiayhteyteen on erilainen
— x2 =4 — x= —2 ei ole aina tosi, koska se tuottaa F kun x =2
— x> =4 = x = —2 on pitevi paittelyaskel kun kisitelldidn tapausta x < 0

kayttaytyminen maarittelemattomissa tilanteissa on erilainen

AV

_>

FUT

=

F

U

T

—

FUT

F
U
T

TTT
UUT
FUT

F
U
T

X
X

X
X

X
X
X

F
U
T

TUF
Uuuu
FUT

=
F
U

T

monessa kirjassa esitellddn vain = ja < tai vain — ja <>, ja saatetaan

antaa esitellyille edellisten ja jalkimmaisten ominaisuuksia ristiin
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Yhtdsuuruuden perusominaisuudet

e ckvivalenssi jonkin joukon alkioille tarkoittaa mitd tahansa =, joka ottaa kaksi
alkiota ja tuottaa totuusarvon siten, ettd jokaisella alkiolla a, b ja ¢ patee

1. a=a refleksiivisyys
2. ax~bANb=c = a=c transitilvisuus
3. ax~b = b=a symmetrisyys

"="ja "yhtasuuruus” tarkoittavat tavallisesti "sama alkio"
= jos '~ on =", niin jokaisella kaavalla ¢ ja alkiolla a ja b patee

4. josa=b ja @ eisisalld V eikd 3, niin ¢(a) = ¢(b) Leibnizin sdanto

talld kurssilla ominaisuuksia (1), ..., (4) vastaavat [20], [40], [15] ja [19]
— ne on muotoiltu lausekkeille eika alkioille
= [20] tarvitsee lisdehdon, ettd § on maaritelty

vain [20] ja [19] tarvittaisiin perussddnndiksi, koska [40] ja [15] voitiin johtaa niistd

on olemassa ekvivalensseja, joille (4) ei pade
— esim. "~" on ihmisten ekvivalenssi "sama syntymavuosi” ja ¢ on "elossa 1.1.2023"
— pateminen voi riippua siitd, mitd laskutoimituksia ja relaatiosymb. ¢:ssa saa olla

usein halutaan, ettd vaikka "&" ei ole "=", niin silti (4) patee
— joudutaan olemaan huolellisia, mita laskutoimituksia ja relaatiosymb. saa kayttaa
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Tama aihepiiri tulee vastaan mm. tietorakenteissa

e samalla tietosisallolla voi olla erilaisia esityksia
= "sama tietosisaltd” ei valttamatta ole sama kuin "tavu tavulta sama”
= ohjelmointikielen valmis == ei valttamatta tee mitd halutaan

rajapinta, joka sallii vain jotkin toiminnot, tukee (4):n voimassaoloa

esim. rengaspuskuri

const int koko = ...; oltava > 0 ! }

alkio taulu[ koko ]; vanhin vapaa

int vanhin = 0, vapaa = 0;

bool tyhja(){ return vanhin == vapaa; 7} | |

vanhin vapaa
bool tdysi(){ return (vapaa + 1) % koko == vanhin; }

void lisaa( alkio & uusi ){

taulu[ vapaa ] = uusi; vapaa = (vapaa + 1) 7 koko; ! f
} vanhin vapaa

alkio poista(){

int apu = vanhin; vanhin = (vanhin + 1) % koko; T T
return taulul apu ]; vapaa vanhin

}
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| ausekkeita tarvitsee sijoittaa muuttujiin muutenkin kuin yhtasuuruuksien tuottamiseksi

e [32] sallii johtaa f(by,...,h,) =g(b1,...,h,) ehdollisesta yhtdsuuruudesta
e(ai,...,ay) = flai,...,an) =g(ay,...,a,) , jos
— @ = f{=g on laki, eli voimassa jokaisella a;:n, ..., a,:n arvojen yhdistelmalla
— tehtyjen oletusten ollessa voimassa by, ...,H, ovat maaritellyt
— tehtyjen oletusten ollessa voimassa ¢(fy,...,h,) tuottaa T

L . 2 .
e esim. jos on oletettu x >4, saa laista ¢ >0 = (\/21) —a johtaa (

. B .y
— kun x> 4, on x# 2, joten %5 on maaritelty

— kunx>4,onx>0jax—2>0, joten = >0

2
= myos ( )ﬁ) on maaritelty

e tama ei kuitenkaan riitd mm. seuraavissa tilanteissa:
— halutaan johtaa f<OA|f|=—fV i>0A|f|=7F siita, ettd
f on maaritelty ja aina a <OAla|=—aVa>0Alal=a
— halutaan johtaa f<g = f#g¢g siitd, ettd a<b = a#b
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Paattelysadnnon [32] yleistys muuhun kuin yhtdsuuruuksiin

Jos §1,...,f, ovat maaritellyt ja @ ja v eivat sisalla symboleita V ja 3, niin

e laista ¢(ay,...,a,) saa johtaa kaavan @(fi,...,f,),

e oletuksesta w(fi,...,f,) ja laista y(ay,...,a,) = @(ai,...,a,)
saa johtaa kaavan ¢(fi,...,f,),

e laista y(ay,...,a,) = ¢(ay,...,a,) saa johtaa
l//(flv"'?fn):>q)(f17---afn)'

e laista y(ay,...,a,) < ¢(ay,...,a,) saa johtaa
W(flv"'afn)@(P(fla"'vfn) Ja

e laista y(ay,...,a,) = ¢(ay,...,a,) saa johtaa

W(fla'“vfn) = (P(flvvfn)
e chto, ettd @ ei saa sisaltda vV ja 4, korvataan lievemmallad luvussa 11
Esimerkki: jos f on maaritelty, niin f<OA|f|=—FV {>0A|f|=F

e a<OAla|=—aVa>0A|a| =a patee reaaliluvuilla, eika sisdlld symboleita V ja 3
e niinpa [44] tuottaa vaitteen

AV Sovellettu predikaattilogiikka 12. joulukuuta 2023 6 Kaksi eri implikaatiota (ja muutakin) 95/208



Laajentaminen maarittelemattomiin lausekkeisiin

e oletus, ettd fi,...,f, ovat maaritellyt, on toisinaan osittain tai kokonaan tarpeeton

e usein on helppo miettid, pateeko lopputulos, jos lausekkeissa on maarittelemattomia
— jos lausekkeen osa on maarittelematon, niin myos koko lauseke on [14]
= vertailu, johon se kuuluu, tuottaa U [13]
= A-ketju, johon se kuuluu, tuottaa U tai F [9]

e esim. {<g = f#g
— a<b = a#b patee reaaliluvuilla, eika sisilla symboleita V ja 3
= jos f ja g ovat madritellyt, niin [46] tuottaa f<g = f#g
— muussa tapauksessa f tai g ei ole madaritelty, joten f < g ei tuota T [13]

= f<g = §#g patee vaikka ei oletettaisi, ettd f ja g ovat maaritellyt [28]
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Paattelysaantojen [44], ..., [47] perustelu
o [45]
— tarkastelemme mitad tahansa oletusten sallimaa muuttujien
arvojen yhdistelmaa, jolla fy,...,f, ovat maaritellyt
koska kukin §; on maaritelty, se tuottaa puheenaiheen jonkin alkion g;
koska oletettiin y(fi,...,f,), se tuottaa T, joten y(ay,...,a,) tuottaa T
koska y(ay,...,a,) = @(ay,...,a,) on laki, myos ¢(ay,...,a,) tuottaa T
niinpad @(f,...,f,) tuottaa T

o [44] saadaan padattelysdaannollad [45] valitsemalla y:ksi T
— T voidaan aina olettaa todeksi, koska se on aina tosi

— jos @ on laki, niin @ on tosi jokaisessa tilanteessa, joten ¢ on tosi
jokaisessa tilanteessa jossa T on tosi, joten T = ¢ on laki

e [46] saadaan paattelysdannosta [45] paattelysaannolla [39]
e [47] saadaan paattelysdannosta [46] paattelysaanndlla [30]
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Paattelysaanto [32] voidaan johtaa paattelysddnnosta [45]

e [32] olettaa, ettd by,...,hH, ovat madaritellyt, ¢ ei sisilla symboleita V ja 3,
o(h1,...,b,) on tosi ja o@(ay,...,a,) = fla,...,a,) =g(ay,...,a,) on laki

e valitsemme [45]:n f;:ksi [32]:n b;:t, @:ksi (f =g):n ja y:ksi @:n

= [45]:n oletukset patevat: f;:t ovat maaritellyt, ¢ ja v eivat sisdlla V eikd 3,

v(fi,...,fn) on tosi ja w(ai,...,a,) = ©@(ai,...,a,) on laki

= :45: tuottaa (p(fl,,fn) eli [32]:n f(f)l,,[]n) :g(f)l,...,f)n)
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/ Reaaliluvut ja niiden yhtalot

Reaaliluvut ovat lukusuoran luvut

e kokonaisluvut, kuten 0, 3810 ja —567

e muut rationaaliluvut, kuten 23—5 ja —%

e irrationaaliluvut, kuten v2 ja 7

Reaalilukujen laskutoimituksia eli funktiosymboleita

e yhteenlasku x+y
e vastaluku —x

e vahennyslasku x—y
— tarkoittaa samaa kuin x+ (—y)

kertolasku x-y tai xy

jakolasku § tai x/y

— ei madritelty, kun y=20

— muulloin tarkoittaa samaa kuin x- % missa % on sellainen luku, etta y- % =1

itseisarvo |x|
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nelidjuuri y/x
— ei madritelty, kun x <0

potenssi x¥
— ei maaritelty, kun x =0Ay < 0 eikd kun x < 0 ja (monimutkainen ehto y:lle)

log, sin, ...

reaalilukujen yhteen-, vahennys-, kerto- ja jakolaskun lait oletetaan tutuiksi

—a+b=b+a,a—a=0,la=a, alb+c)=ab+ac, ...

= ellei toisin sanota, niitd saa kayttad vapaasti esimerkeiss3,
harjoitustehtavissa jne., eika tarvitse kertoa, mita kaytettiin

Vertailut

o <, <, >ja>
— ottavat kaksi reaalilukua ja tuottavat totuusarvon
— riittad maaritelld yksi, silla muut saa sen ja logiikan yleisten kasitteiden avulla
—esim. x<y & x<yVx=y
e — ja # katsotaan kuuluviksi logiikan yleisiin eikd reaalilukujen kasitteisiin
— ovat mielekk3itd missa tahansa puheenaiheessa
— esim. vanhA( Archie) = Meghan
— tietenkin x#£y & —(x=y)

AV Sovellettu predikaattilogiikka 12. joulukuuta 2023 7 Reaaliluvut ja niiden yhtalot 100/208



Laskujarjestys osoitetaan sulkeilla tai maaraytyy yleisesti tunnetuilla saannailla
e esim. 9—-4—-2 = (9-4)—2 =5-2 =3
eiki 9-4-2 =90—(4-2) =9-2 = 7
esim. 2+ 3x tarkoittaa 2 + (3x) eikd (2+3)x,

joten 2+4+3x=2+(3x) aina,
mutta 2+ 3x=(2+3)x vain kunx=1

9 — 4 2 9—4 2) 2+3x

o P

esim. 132 = (13)? = 169 eiki 13> =1 32
silti —3% = —(32) — —9eiki 32 =(-3)>=9
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Huomaa ero

e lukuja verrataan symbolilla =
— yhtasuuruus

e totuusarvoja verrataan symbolilla <
— yhtapitavyys

Esimerkki paattelysta yhtasuuruusketjulla: summan ja erotuksen tulon kaava

e tissad esimerkissa
— tehdadan useita asioita samassa askeleessa
— moni logiikan paattelysiantojen kayttd on piilossa pitkan askeleen sisalla
— vahennyslaskua kasitelldan itsendisena eikd vastaluvun viahentamisena

e muuttujat, yhteenlasku, vahennyslasku, kertolasku ja nelio ovat aina maariteltyja

= paattelysdannon [16] ehto, ettd h(f) on maaritelty, toteutuu alla aina [14]

(a+b)(a—D)

aa —ab+ba—bb  sulut kerrottu auki

a’—ab+ab—b* xx=x* xy=yx, [16]

a’ — b? —ab ja +ab kumoavat toisensa, [16]

e niinpd (a+b)(a—b)=a*>—b*
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Sama yksityiskohtaisemmin
e tissad esimerkissa
logiikan paattelysdantojen kiaytot on naytetty, paitsi
ne [17]:n kdytot, joissa vain muuttuja vaihtuu
vahennyslaskua kasitellaan vastaluvun vahentamisena
vaihetta "yhteenlaskun jarjestyksella ei ole valia” ei ole purettu osiin
padtelmaa "x(—y) = —xy" ei ole purettu osiin
e muuttujat, yhteenlasku, kertolasku, vastaluku, nelid ja O ovat aina maariteltyja
= paattelysdannon [16] ehto, ettd h(f) on maaritelty, toteutuu alla aina

e samoin paattelysddnnon [17] ehto, ettd h;:t ovat maaritellyt
(a+Db)(a—D)
(a+Db)(a+ —b) x—y=x+-—y, |16]
a(a+—b)+b(a+ —b) (x+y)z=xz+yz, [17]
(aa+a(—b))+ (ba+b(—b)) x(y+2z)=xy+xz, [17,16]
(aa+ —ab) + (ba+ —bb) x(—y) = —xy, [16
aa+ (ba+ —ab) + —bb yhteenlaskun jarjestyksell3d ei ole valia
a’ + (ab+ —ab) + —b? xx = x>, xy = yx, [16]
a’ 40+ —b? x+—x=0, [17,16]
a’ 4 —b? x+0=ux, [17,16]
a’ —b? x—y=x+-—y, [17,15]

AV Sovellettu predikaattilogiikka 12. joulukuuta 2023 7 Reaaliluvut ja niiden yhtalot 103/208



Nelja yhtaloiden ratkaisemisessa tarkeda yhtapitavyytta

Jos [h], niin f=¢g = f+h=g+b.
Jos [h], niin f=g = f—-h=g—b .

Jos h #0, niin f=g = fh=gh .
Jos h £0, niin f=g = 1 =12,

Perustelu sille, ettd [f| < [g]

e jos f ei ole m'aiéiritelty, niin § sisdltdd maarittelemattéman laskutoimituksen [14]
= f+b, =0, 1b Ja I sisiltivit mairittelemattoman laskutoimituksen

= f=g,f+bh= g+hf h=g—h, fo =ghja £ = & tuottavat U [13]

e samalla tavalla jos g ei ole maaritelty, niin kaikki vertailut tuottavat U
= jokaisen =:n molemmat puolet tuottavat U

e muissa tilanteissa seka § ettd g on maaritelty
— lisdksi h on maaritelty joko oletuksen vuoksi tai seurauksena oletuksesta = 0 [13]
= kaikki lausekkeet ovat maaritellyt
= minkdan =:n kumpikaan puoli ei tuota U

Enaa tarvitsee perustella f < g [24]

e riittdad osoittaa erikseen "=" ja "<=" [30]
e jokaisen "=" seuraa suoraan laista [16]
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ylemman paattelysdannon [49] <" saadaan seuraavasti:

f+b=g+b
= (f+b)-b=(g+b)—b [16]
& f=g (x+y)—y=x, [17,19]
alemman paattelysdannon [49] "<" saadaan samalla tavalla, koska (x —y) +y=x:
f-b=g-bh = (F-h+b=(@-hH+bh & f=g
ylemman paattelysdannon [50] "< saadaan seuraavasti:
— reaaliluvuilla patee b # 0= 7 ab — g

= koska f, g ja h ovat maarltellytJa h #£ 0, patee f[? fja % g [32]

alemman paattelysdannon [50] "<«" saadaan seuraavasti:
— reaaliluvuilla pitee b #£0=- 7 -b=a

= koska §, g ja b ovat maarltellytJa h#£ 0, patee | iy h=1ja —-f):g [32]

[13,16]
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Esimerkki yhtadlon ratkaisemisesta y:n suhteen yhtapitavyysketjulla

2x—y =13
& 2x—y+(y—3)=3+(y—3) lisdtty y—3, [49]
& 2x—3=y 2x—y+(y—3)=2x-3,
3+(y—3) =y [19]
& y=2x-3 [15]

e niinpa 2x—y=3 & y=2x—3

Toinen esimerkki yhtalon ratkaisemisesta yhtapitavyysketjulla

3Ax—4x+6=2

—x+6=2 3x—4x = —x, [19]

—x+6—6=2—6 lisatty —6, [49]

—x=—4 —x+6—6=—x,2—6=—4, [19]

x=4 kerrottu —1:113, a(—1) = —a, [50] takaperin

3x—4x4+6=2 & x=4
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Esimerkki yhtaloparin ratkaisemisesta yhtapitavyysketjulla

e yhtdlopari on kaava, jossa kaksi yhtdloa on yhdistetty A:lla

2x—y=3AN3x—2y=2

y=2x—3 A y ratkaistu ensimmadisestd, [sivu 106], [22]

y=2x—3 AN 3x—2(2x—3) =2 y:n lauseke sijoitettu toiseen, [sivu 62]
A3x—4x+6=2 toista sievennetty, [sivu 58]
Ax=4 toinen ratkaistu, [sivu 106], [22]

x=4 ANy=2x-—73 5]

x=4 ANy=2-4-3 x:n lauseke sijoitettu toiseen, [21]

x=4 ANy=5 2-4—-3=35, [19]

e niinpa 2x—y=3A3x—-2y=2 & x=4Ay=15

=
=
=
=
=
=
=

e kaytannossa sama esitettaisiin tiivimmin, esim.
2x—y=3AN3x—2y=2
y=2x—3A3x—-2(2x—3)=2
x=4 ANy=>5 (*)

3x—2(2x—3)=2 & —x+6=2 & x=4

AV Sovellettu predikaattilogiikka 12. joulukuuta 2023 7 Reaaliluvut ja niiden yhtalot 107/208



Esimerkin tuloksen tarkastus

e tarkastus =--suuntaan
— kaytetdan [16] ja reaalilukujen lakeja
x=4ANy=5 = 2x—y=2-4-5=8-5=3 = 2x—y=3
xX=4ANy=5 = 3x—2y=3-4-2-5=12—-10=2 = 3x—2y=2
— siksi x=4Ay=5 = 2x—y=3A3x—2y=2
e yhtaloparilla voi olla useampi kuin yksi juuri
—sekix=4ANy=0ettda x=0Ay=—2on parin 3x— 6y =12 A4x— 8y = 16 juuri
= tarvitsee tarkastaa myos <-suuntaan

e tarkastus <-suuntaan
— kaytetaan analyyttisen geometrian tietoja
— 1. asteen x-y-yhtalon juuret muodostavat ei mitaan, suoran tai koko x-y-tason
= jos 1. asteen yhtaloparilla on monta juurta, niin joko toisen
yhtalon kaikki juuret ovat myos toisen juuria tai toisinpain
— x=2Ay=1 on ensimmaisen mutta el toisen juuri
— x=0Ay= —1 on toisen mutta el ensimmaisen juuri
= yhtaloparillamme on enintdan 1 juuri
— siksi x=4Ay=5 < 2x—y=3A3x—2y=2

e onnistui molempiin suuntiin, joten 2x—y=3A3x—2y=2 < x=4Ay=5
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Esimerkkitehtavan voi ratkaista muillakin tavoilla

e olisi voitu aloittaa ratkaisemalla x ensimmaisestd, tai x tai y toisesta
e voidaan aloittaa muutenkin kuin ratkaisemalla jokin muuttuja jommastakummasta
2x—y=3 N 3x—2y=2

ensimm. kerrottu 2:lla, 2 # 0, [50,22]

ensimmadisestd vahennetty toinen (*)

vahennyslaskut laskettu, [19]
N 3-4—2y=2 x=4 sijoitettu toiseen, [21]
N —2y=—10  lisatty —12, laskut laskettu, [49,19,22]
ANy=5 takaperin kerrottu —2:lla, [50,19,22]

=
=
=
=
=
=

(*) aputulos yksityiskohtaisesti johdettuna
dx—2y=6 N 3x—2y=2
3x—2y=2 N 4x—2y=6 5]
Adx—2y—2=6-2 lisatty —2, [49,22]
3x—2y=2 AN 4x—2y—(3x—2y)=6—2 [21] takaperin
Adx—2y—(3x—2y)=6—2 AN 3x—2y=2 [5]
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Vield yksi yhtaloiden ratkaisemisessa hyodyllinen yhtapitavyys
L—ph & g#0Af=gh [51]

e jos f, g tai h on maarittelematon, niin <:n vasen puoli tuottaa U ja oikea U tai F [9]

e jos g =0, niin vasen puoli tuottaa U ja oikea F
e muissa tilanteissa g%:f [sivu 105] ja %zb & g%:gh & f=gh [50,19]

Esimerkki
> 4+x—6
x—2
e ratkaistaan x> +x—6 =2x*>—9x+ 10
10£v102—4-1-16  10+£+/36
2 2

—2x—5 & x—2#0AX+x—6=(x—2)(2x—5) =2x* —9x+ 10

& ¥ —10x+16=0 & x= & x=2Vx=38
e siisx#2N(x=2Vx=2_8), joten x =38
Seuraavat maarittelevat reaalilukujen neliGjuuren tyhjentavasti:
a>0 = \/520/\<\/5)2:a
Jos a < 0, niin /a ei ole maaritelty.
e jos \/a=+/b, niina>0Ab>0, joten a = (\/5)2 — (\/13)2 =b

Harjoitustehtava: keksi yhtapitavyys yhtaldiden /f = g ratkaisemiseksi
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Yhtalot logiikan nakokulmasta

e yhtilo (equation) on kaava muotoa vasen = oikea

e yhtalon juuret (roots) ovat ne luvut, lukuparit tms., jotka toteuttavat kaavan
— juuria kutsutaan myos "ratkaisuiksi”
— toisaalta "ratkaisu” tarkoittaa myos ratkaisuprosessin esitysta
= suosimme sanaa juuri’, kun tarkoitamme lukuarvoja eikd ratkaisuprosessia

tuntematon (unknown) on muuttuja, jonka arvo halutaan selvittaa

esimerkki

— 2+ 3x=(2+3)x on yhtilo

— Xx on tuntematon

— 1 on juuri

- 243x=243)x & 243x=5x & 2=2x & x=1 on ratkaisu

yhden muuttujan yhtadlon ratkaiseminen tarkoittaa

mahdollisimman helppotajuisen kaavan etsimista, joka

— on tosi tasmalleen silloin kun alkuperdinen kaava on tosi, eli yhtilo < vastaus
— ei koskaan tuota U

ratkaisuprosessin voi usein, mutta ei aina, esittaa katevasti muodossa

vasen = oitkea < ... & lopullinen vastaus

toisinaan ei ole selvaa, mika muoto on helppotajuisin
sallitaan vaihtelevia esitystapoja, mutta ei ihan mitad tahansa
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Yhden muuttujan yhtalon juurten esittaminen mahdollisimman helppotajuisesti

e yhden muuttujan x yhtalon juuret voidaan usein ilmoittaa muodossa

xX=c¢qVx=cV---Vx=c¢, (c tulee sanasta "constant”)

missa cq, ..., ¢, ovat vakiolausekkeita
vakiolauseke tarkoittaa lauseketta, jossa ei esiinny muuttujia
tuntematon on aina =-merkin vasemmalla puolella
¢;:t ovat aidosti kasvavassa jarjestyksessa
esim. x—lz% & xAO0AXX —x—1=0 & x= #\/X: #

vakiolausekkeet sievennetdan mahdollisimman helppotajuiseen muotoon
— esim. ei @ vaan 3++/5

— toisinaan ei ole selvdi, mikd muoto on helppotajuisin, esim. 2v/5 vai v/20

jos juuria ei ole lainkaan, niin lopullinen kaava on F
—esim. 8x+2—3x=5x+3 & 5x+2=5x+3 & 2=3 & F

jos jokainen luku on juuri, niin lopullinen kaava on T
—esim. 8x+2—-3x=5x+4+2 & x+2=5x4+2 & 2=2 & T

juurista voi muodostua myos lukuvaleja
—esim. (x+D)V2=(x+1)x © x=—1VVxl=x & x=—1Vx>0

Monen muuttujan yhtalosta ratkaistaan jokin tuntematon muiden lausekkeena

o esim. 3x—2y=2 & 2y=3x—2 & y=3x—1
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Yhden muuttujan epayhtilon (inequation) juurista tulee tyypillisesti lukuvaleja

e epadyhtidlo on muuten kuten yhtalo, mutta =-merkin tilalla on <, <, >, > tai #
e esim. x>+ 15>8x < x<3Vx>5

Yhden muuttujan lukuvalien esittdaminen mahdollisimman helppotajuisesti

e esitetdan aidosti kasvavassa jarjestyksessa
—esim.etI5>x>3Vx=2vaanx=2V3<x<5

e poikkeus: valit, joilla ei ole ylarajaa, saa esittdad muuttuja vasemmalla
—esim. x< —2Vx=3Vx>5

e poikkeus: esim. 1 <x <8Ax#2Ax=#5 voi olla helppotajuisempi kuin
l <x<2V2<x<Si5Vi5<x<8g

e vilit yhdistetdan jos mahdollista
—esim.eitx=3V2<x<5VvV4<x<T7vaan2<x<7
—esim.eix<7Vx=7Vx>T7vaan T
— esim.ei | <x<17VI12v/2<x<18vaan 1 <x<18

Mist3 tiedetdan, ettd 12v/2 < 177

e nain yksinkertaisen voi katsoa laskimella
— yleisemmin on vaara, ettad pyoristysvirheet voivat johtaa vaaraan lopputulokseen
e jos olisi 124/2 > 17, niin olisi

288 = 144-2 = 122(/2)? = (12v/2)(12v/2) > 17-124/2 > 1717 = 289
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Jos muuttujia on monta, niin esitystapa kannattaa valita tapauskohtaisesti
e mikaan osien esitysjarjestys ei valttamatta ole muita helppotajuisempi
e toisinaan hyva tapa t

— muuttujat esitetdan johdonmukaisesti samassa jarjestyksessa 1 d

— muuttujaa verrataan vain lukuihin ja T
jarjestyksessa aikaisempiin muuttujiin 12345X

— osat eivat mene paallekkain

—esim. 2<x<4N]lI<y<2V4<x<S5NT1<y<x—-2

e voi olla suuri merkitys silla, mikd muuttuja on ensimmaisena
—esim. 1 <y<2A2<x<5Vy=3A3<x<4
—vertaa 2 <x<3A1<y<2V3<x<4A(1<y<2Vy=3)V
4<x<5SAN1<y<?2

e taman tavan tarkka noudattaminen ei ole aina jarkevaa o
— esim. x=y=32V2<x<5A1<y<2V3<x<4Ay=3 12345X

e nama suositukset koskevat (epd)yhtilé(ryhma)n
juurten esittamista, eivat kaavoja yleisesti!

o esim. (x—3)?+(y—2)? <1 ei esitd x:33 eiki y:ti | ’
ratkaistuna, mutta voi silti olla helppotajuisempi kuin {
2<x<A4N2—/T—(x=3)2<y<24/1—(x—3)2 1234 5%
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Tulon nollas3aanto
fjg=0 < §f=0A[g] Vg=0A]f]

Ratkaisemme yhtilon x = v a?
koska a® > 0, on Va? mairitelty [52,45], joten jollakin x on x = Va? tosi

x2 on maaritelty, joten X2 = (Va2)2 — g2 [16,52,32]

*=a> & (x+a)(x—a)=x*—a*=0 & x+a=0Vx—a=0 & x=—aVx=a

[49,54]
koska x = Va2 > 0 [52,45], pitee [18]

— jos a < 0, niin x = a on mahdoton, joten x = —a = |q|
— josa=0, ninx=—-a=-0=0Vx=a=0, joten x=0=q|
— jos a > 0, niin x = —a on mahdoton, joten x = a = |q|

muita tapauk5|a ei ole [61], joten x=|a| = Va?=a| [38]

= |al
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8 Lisaa paattelemista propositiologiikan keinoin

Motivaatio

e paattelyissd on usein osia, jotka eivat edellytd atomikaavojen sisdan katsomista
— koskevat vain symbolien =, A, V, —, &, &, =, < ja = kayttaytymista
— toisin sanoen, koskevat vain propositiologiikkaa

e tassa luvussa tarkastellaan niihin sopivia paattelykeinoja

Usein riittad kayttad kaksiarvologiikkaa

e kaavassa ei ole maarittelemattomia laskutoimituksia, esim. x> > x+3Vx—x? = —3

e voimassa olevat oletukset tekevat kaikesta maariteltya
— esim. 3v—x—1>x-+1 oletuksen x < —1 alaisuudessa

e propositiomuuttuja ei voi mahdollisessa tilanteessa saada arvoa U [10]

Propositiologiikassa voidaan usein tarkastella jokainen tilanne erikseen

e usein pohdittavana on vain aarellinen maara kaavoja

e niissd on yhteensa vain aarellinen maara eri propositiomuuttujia
— kaavat ovat aarellisia

— on vain aarellinen maara eri tilanteita

e tilloin jokaisen tilanteen tarkasteleminen erikseen on yleispateva yksinkertainen keino
— sitd saa ja kannattaa kayttda, jos eri propositiomuuttujia on vahan
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Esimerkki

e tima tehtdva on naamioitu sddnnon [60] [sivu 132] todistamisessa tarvittavasta

e Greta ja Filip eivat asu Jyvaskyldssd, mutta saattavat kayda sielld
— joka kerta kun Filip kdy Jyvaskylassa, han kay Harjulla yhdessa Gretan kanssa
— jos Filip ja Greta kayvat Harjulla, kumpikin on kaymassa Jyvaskylassa
— Greta saa kdyda Jyvaskylassa ilman etta samalla Filip kay siella
— onko totta, ettd muulloin kuin edellisen rivin tilanteissa, joko kumpikaan
ei ole kdymassa Jyvaskylassa tai he kdyvat yhdessa Harjulla?

tarkoittakoot

— F ettad Filip on kdymassa Jyvaskylassa
— G ettad Greta on kdymassa Jyvaskylassa
— H ettd he kdyvat yhdessa Harjulla

F, G ja H eivat koskaan tuota U [10]

— ei tarvitse (eikd edes saa) tutkia totuusarvoa U

— (@ = \ patee jos ja vain jos jokaisessa mahdollisessa
tilanteessa ¢ — v tuottaa T [42]

ensimmainen tieto sanoo, etta F = H

toinen tieto sanoo, etta H = FAG

kolmas ei vaikuta mahdollisiin tilanteisiin, mutta maaraa, mita "muulloin” tarkoittaa
pateekd —=(GA—F) = =FAN-GV H?

AV  Sovellettu predikaattilogiikka  12. joulukuuta 2023 8 Lisd3 paattelemistd propositiologiikan keinoin  117/208



Tehtava ratkaistuna perinteiselld totuustaululla

e = ja mahdollisen tilan kasite eivat ole kaytettavissa
= kaytamme kaavoja muotoa oletukset — vaite ja tilanne on mahdollinen — viite
e lupaus ja tieto voidaan esittdad F - H ja H - FAG
e se, josta kysyttiin onko totta, voidaan esittdd —~(GA—-F) - -FA-GV H
e koko tehtava voidaan esittaa
(F—-H)AN(H—=FNG) - (-(GA=F) - ~-FAN-GV H)
~(GA—F) - -FA—-G V H
F—-H H—FANG GA-F —-FA-G lopputulos

o s e e R B B B T R D)
e e s B e B B s B e
4 T4 44 -4

F
F
F
F
F
T
T
T
T

e tyolastd ja virhealtista
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Totuustaulu tulkiten F = H ja H = F A G mahdollisten tilanteiden maaritelmaksi

e ei tarvitse muuntaa = —:ksi
F G H|F=H H=FANG|GAN-F —-FA-G lopputulos

ok ok F T T
ok -
ok ok T T
ok -

ok

ok ok F

= luontevampaa ja vahemman tyolasta kuin edellinen

e mahdottomia tilanteita ei tarvitse tutkia
= taulukon himmeat kohdat voidaan jattda tutkimatta
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Edellinen niin ettd kutakin tilannetta tutkitaan vain kunnes tulos on selva

e hyodynnetdan ensin sellainen tieto, jolla saadaan kasiteltya
mahdollisimman paljon tilanteita mahdollisimman helposti

Filip ja Greta kdyvat yhdessa Harjulla eli H
kumpikaan ei ole Jyvaskylassa eli =—F A -G
Filip on Jyvaskyldassa, mutta ei kaykaan Gretan kanssa Harjulla eli F A —H

jaljella on enaa tilanne -FAGA—-H
— siind Greta on Jyvaskylassa, mutta Filip ei ole

G H|F=H H=FANG| GAN-F —FA-G lopputulos

F
E
=
F
=
T
T
T
T

e tyomaara rivida kohden on vahentynyt huomattavasti
e joudutaan yha luomaan paljon riveja
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Edellinen riveja niputtamalla

e tehdaan vain yksi rivi tilanteista, joissa H on tosi
e tehdaan vain yksi rivi tilanteista, joissa —F A =G on tosi
e tehdaan vain yksi rivi tilanteista, joissa /' /A —H on tosi

e jiljella olevissa tilanteissa
— H on F, koska kaikki joissa H on T on kasitelty
— F on F, koska niist3, joissa H on F, on kasitelty kaikki joissa F on T
— G on T, koska niista, joissa H ja F ovat F, on kisitelty se jossa G on F

F G H|F=H H=FANG|GAN-F —-FA-G lopputulos

T T
FF T
T F .
F T F T T

e tyOmaara vahentyi entisestdan, eikd enda ole verrannollinen rivien maaraan

e tietoa H = F NG ei kdytetty tassa eika edellisessa lainkaan

e siitd huolehtiminen, ettd jokainen rivi kasitelladn, on vaikeutunut
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Jaljella olevien tilanteiden muodostaminen De Morganin laeilla [7]

e sivun 117 "muulloin kuin edellisen rivin tilanteissa” kattaa ne ja
vain ne tilanteet, joissa Greta ei ole Jyvaskylassa tai Filip on
- 2 (GAN—-F) & -GV——F < -GVF

o kysymyksestd nakee suoraan, ettad vaite patee jos kumpikaan ei ole Jyvaskylassa
— "onko totta, ettd ..., joko kumpikaan ei ole kiymassa Jyvaskylassa tai ... ?"

= jaljella on enaa tilanteet, joissa Greta ei ole Jyvaskyladssa
tai Filip on ja ainakin toinen on Jyvaskylassa
— 2(=FAN-G) & ——FV—-——-G & FVG
e jos Filip ei ole Jyvaskylassa, niin
— jos Greta ei ole Jyvaskylassa, niin ainakin toinen on Jyvaskyldssa ei toteudu
— muutoin Greta ei ole Jyvaskylassa tai Filip on ei toteudu

= jaljella olevissa tilanteissa Filip on Jyvaskylassa
= ensimmaisen tiedon mukaan he kayvat yhdessa Harjulla

= vaite patee
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Totuusarvojen tarkasteleminen sijoittaen ja sieventden yksi propositiomuuttuja kerrallaan

e mika tahansa —, A-, V-, —- tai <>-kaava, jonka jokin osapuoli on
F tai T, sievenee pienemmaksi, monet paljon pienemmaksi [9]

kaava kaava | tuottavat kaava  tuottaa

FAQ oANF F —F T
TAQ ONT [0, T F
FVo oVF F— o T
TV ovVT T—0 [0,
F<o¢o @<« F —Q ©—F -
T T [0, o—T T

= moni kaksiarvologiikan kaava tai kaavavertailu voidaan tutkia kitevasti seuraavasti:
— valitaan jokin sen propositiomuuttuja
sijoitetaan siihen F ja sievennetdan
sijoitetaan sithen T ja sievennetaan
poistetaan —— [4]
verrataan lopputuloksia
tarvittaessa jatketaan uudella propositiomuuttujalla

e usein kannattaa valita propositiomuuttuja, joka esiintyy monessa kohdassa
= kaava sievenee kerralla paljon
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Esimerkki: pateekd6 —-PA—-(QA-RA(-QVP))AN(Q—R) & —~(PV-(Q<+R))?
e yritetaanensin Q& T
“PAS(QA-RA(=QVP))A(Q = R) =(PV=(Q <+ R))
& PA-(TA-RA(-TVP)A(T—R) —(PV—=(T < R))
< PA-(-RA(FVP))AR —(PV —R)
< 2 PA-(-RAP)AR

=
~

e vield ei ndy ovatko yhtapitavat, yritetdan P < T

—PA=(=RAP)AR —(PV —R)
& —TA-(=RAT)AR & —(TV-R)
< FA—==RAR & T
< F & F

e tasmaa, yritetaan P < F

~PA—=(-RAP)AR ~(PV—R)
-FA-(=RAF)AR

TA-FAR —~—R
TAR R

R
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e tismaa, jaljella on Q< F

“PA=(QA-RA(-QVP))A(Q— R) ~(PV~(Q < R))
—PA—=(FA=RA(=FVP))AN(F—R) —(PV-=(F < R))
“PA-FAT —(PV ——R)

—-P < —(PVR)

e nyt nakyy, ettd eroa tulee tismalleen silloin kun P tuottaa eri totuusarvon kuin PV R
= silloinkun P& FjaR< T

e oltiin oletuksen O < F alaisuudessa
= kaikkiaan eroa tulee jos javain jos P~ Q< FjaR< T

=
=

Kommentteja

e kun rutiini kehittyy, ei tarvita yhta paljoa valivaiheita kuin edell3

e jos oltaisiin yritetty ensin Q < F, niin vastaesimerkki olisi 6ytynyt paljon nopeammin

e toisaalta tutkimalla kaikki mahdollisuudet saatiin kattava luettelo vastaesimerkeista
analyysia voi nopeuttaa mm. De Morganin laeilla [7] ja absorptiolaeilla [8]

esim.

— -“PA—(=RAP)AR < —PA(—=—RV-P)AR < —PA(RV-P)AR < —PAR
— =(PV—R) & -PA——=R <& —PAR
= tapaus QO < T ratkeaa ilman etta kokeillaan P:n totuusarvot
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Symboleista <+ ja — paasee aina eroon silld, ettd [41]

Py = (0= Y)AN(y— o)
=Y = pVy

e esim. kaksiarvologiikassa
- P—-PVQO & -PVPVQO & TVO & T
- PVQ—P & -PAN-QVP & (-PVP)A(-QVP) & TA(Q—P) & Q—P
- P~ PVQ & (P>PVONPVQ—P) & TA(Q—P) & Q—P
e esim. tarkoittakoon J, ettd Jaana pitaa jaatelosta
— oletamme sen olevan tosi tai epatosi (ei maarittelematon) [10]

= jos Jaana pitaad jaatelosta, niin Jaana ei pida jaatelosta sievenee
J—=-J & AJVaJ & —J

= se tarkoittaa samaa kuin Jaana ei pida jaatelosta

Toisinaan =-todistuksissa [33], ..., [38] ovat tehokkaita
e dariesimerkki oA AY = ¢ = oVy
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Kasvavuus ja vahenevyys

Jos Yy = x ja X ei ole ¢(X):ssa muiden symbolien alaisuudessa

kuin A, V ja parillinen maara —, niin @(v) = ¢(x). 56]
Kaksiarvologiikassa jos ¥ = x ja X ei ole @(X):ssa muiden symbolien

alaisuudessa kuin A, V ja pariton maard —, niin @(x) = @(v).

e jos ajatellaan, ettd F on pienin, U on keskimmainen ja T on suurin, niin [sivu 22]
— vasen N\ oikea tuottaa minimin siita mita vasen ja oikea tuottavat
— vasen V oikea tuottaa maksimin siitd mita vasen ja oikea tuottavat

e =T, -U=Uja-T=F
= jos P muuttuu F:std U:ksi tai U:sta T:ksi ja Q ei muutu, niin
— PAQ ja QAP joko eivat muutu tai muuttuvat samaan suuntaan kuin P

— PV Q ja QVP joko eivat muutu tai muuttuvat samaan suuntaan kuin P
— =P muuttuu vastakkaiseen suuntaan kuin P

e kaksiarvologiikassa ylemman vastaesimerkki vaatisi @(y) =T mutta ¢(x) =F
— muuttumissuunnan vuoksi pitdisi olla w =T ja ¥ =F, vastoin oletusta v = y

e todistamme ylemman 3-arvologiikassa myohemmin, koska se tarvitsee uuden kasitteen

e alempi saadaan ylemmasta sdannolla [31]
— alemman oletuksilla = (X) tayttaa ylemman oletukset, joten —@(w) = —@(x)

= [31] tuottaa ¢@(x) = —@(x) = () = o(y)

AV  Sovellettu predikaattilogiikka  12. joulukuuta 2023 8 Lisd3 paattelemistd propositiologiikan keinoin  127/208



Saannollisyys propositiomuuttujan suhteen

e olkoon @(X) kaava, jossa X on propositiomuuttuja

Missa tahansa tilanteessa joko ¢(U) tuottaa U,
tai @(F) ja @(T) tuottavat saman kuin ¢(U).

esim. jos @(X) on X — PV X, niin

— jos P on F tai P on U, niin ¢(U) tuottaa U

— jos P on T, niin ¢(F), o(U) ja ¢(T) tuottavat T

tatd voidaan kayttaa helpottamaan maarittelemattoman tapauksen miettimista
— esim. ¢(X) olkoon X A (=X V Q)

— ¢(F) tuottaa F ja ¢(T) tuottaa saman kuin Q

= jos Q ei ole F, niin [57]:n alarivi ei voi toteutua, joten ¢(U) tuottaa U

— laskemalla saadaan, ettad jos Q on F, niin ¢(U) tuottaa U

[57]:n todistus ei ole vaikea, mutta on pitka
= jatdmme valiin

[57]:n patevyys riippuu siitd, ettd kaavat muodostetaan
vain kuten sivulla 55 kerrotaan
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Todistamisvaivaa sadstava propositiologiikan lause

Jos @ < y patee kaksiarvologiikassa, jos ¢ ja v eivat sisdlla muuta kuin F,
T, =, A, V, (, ) ja propositiomuuttujia, ja jos mikddn propositiomuuttuja ei
esiinny @:ssa seka parillisen ettd parittoman maaran — alaisuudessa ja samoin
y:lle, niin @ = y patee kolmiarvologiikassa.

e jokainen [27]:n kaavavertailu todistuu talla siita,
ettd se patee kaksiarvologiikassa <-muodossa

e pA-9SFjaeA(-oVY) e oAy

— eivat pade kolmiarvologiikassa =-muodossa

— @ esiintyy seka parillisen ettd parittoman maaran — alaisuudessa
e Vo9 TjaeV(mpAY) = eVY

— eivat pade kolmiarvologiikassa edes <-muodossa

— @ esiintyy seka parillisen ettd parittoman maaran — alaisuudessa

e lauseessa voidaan sallia myos —, koska ¢ — y=-0V y
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Lauseen [58] todistus

e ristiriidan johtamiseksi tarkastelemme tilannetta,
jossa @ ja Y tuottavat eri totuusarvon

jonkin propositiomuuttujan arvon on oltava U, koska

— muutoin @ tuottaa F tai T ja ¥ tuottaa F tai T
= oletuksen @ < y vuoksi ¢ tuottaa saman kuin v

siis @(U) tuottaa eri totuusarvon kuin y(U)
= joko @(U) tai y(U) ei tuota U
— riittda tutkia y(U), koska tapaus ¢@(U) on samanlainen

saanndllisyyden vuoksi w(T) = y(U) = y(F)
jos ©(T)=y(T) tai o(F) = w(F) ei pade, niin kiinnitimme ko.
propositiomuuttujan arvoksi T tai F ja palaamme todistuksen alkuun

— paluu ei voi uusiutua loputtomiin, koska kaavassa
on vain aarellinen maara propositiomuuttujia

e muussa tapauksessa @(T)=y(T) = y(U) = w(F) = ¢(F) mutta ei ¢(U)
= @(T) = ¢@(F) mutta ei ¢(T) = ¢@(U)

— ristiriita sen kanssa, etta ollaan joko vain parillisen
tai vain parittoman maaran — alaisuudessa
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Saannollisyys tavallisen muuttujan suhteen

e olkoon ¢(x) kaava, jossa x on tavallinen muuttuja

Olkoon §, maarittelematon lauseke. Missa tahansa tilanteessa
joko @(f ) tuottaa U, tai ¢(a) tuottaa saman kuin ¢(f,)
kun a on mik3d tahansa puheenaiheen alkio.

e esim. jos @(x) on x <3 —y >0, niin

— jos y <0, niin ¢(/—1) tuottaa U
— jos y >0, niin ¢(v/—1) ja @(a) tuottavat T riippumatta a:n arvosta

e [59]:n patevyys riippuu sddnndista [13] ja [14] seka siita,
ettd kaavat muodostetaan vain kuten sivulla 55 kerrotaan
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Seuraus
Jos [f] = f =g, niin () = ¢(g).

e voi olla, etta joissakin tilanteissa g on maaritelty mutta | ei ole
— esim. fon =5 jagon 1
— sellaisessa tilanteessa @(f) tuottaa U tai saman kuin ¢(g) tuottaa

— kumpikaan ei ole vastaesimerkki paattelyimplikaatiolle ¢(f) = ¢(g)

o edelld selvitettiin, ettd muissa tilanteissa joko kumpikaan ei ole maaritelty tai f =g
— F (eli Filip on Jyvdskylassd) tarkoittaa, ettd f on maaritelty eli [f]
G (eli Greta on Jyvaskyldssa) tarkoittaa, ettd g on maaritelty eli [g|
kumpikaan niista ei voi tuottaa U, koska mikdan [...] ei tuota U [sivu 41]
H (eli he kdyvat yhdessa Harjulla) tarkoittaa, ettd f = g on tosi
F = H [60]:n jos-osa
H=FANG [13]

H ei esiinny negaation alaisena, joten tapausta H = U ei tarvita
(ei erotu tapauksesta H = F)

edelld osoitettiin, ettd ndistd seuraa -(GA—F) = -FA-GVH

e niissa tilanteissa ¢(f) ja ¢(g) tuottavat saman totuusarvon
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Paattelysadnnosta [60] seuraa, ettd (epa)yhtdlo(ryhmid) saa ratkaista seuraavasti

e madarittelemattomia sievennetaan maaritellyiksi

— esim. sievennetaan fc%% ~ 1 vaikka x voi olla 2

e lopuksi tarkastetaan maarittelemattomyytta aiheuttavat juuret
— hylataan ne, joilla koko kaava tuottaa U

esim.

(x—1)(x—2)(x=3) _ 2 _2x42
=2x—5Vx—x= le

= (x—1Dx—-3)=2x—5 Vx*—x=2 [60]
& X2 —4x+3=2x—5 Vx2—x—2=0
=

x—2

x=2Vx=4 Vx=—-1Vx=2
& x=—-1Vx=2Vx=4
juurta x = 4 ei tarvitse tarkastaa, koska se ei aiheuta maarittelemattomyytta
kun x = —1, tuottaa koko kaava U, joten x = —1 hylatdan
kun x = 2, tuottaa koko kaava T, joten x =2 hyvaksytdan

(x—l)(x—%)(x—?ﬁ) x5V 2y — 2x—|—12 & x=2Vy—=4
X— X+

niinpa
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9 Reaalilukujen suuruusjarjestys

Kaymme seuraavaksi lapi reaalilukujen suuruusjarjestyksen nelja perusominaisuutta

e kaikki reaalilukujen suuruusjarjestyksen "tutut” ominaisuudet ovat paateltavissa niista
— tarkemmin sanoen: reaaliluvut symboleilla 0, 1, +, - ja < voidaan
maaritellad tavalla, jossa ei mainita < muualla kuin niissa

— muut maininnat voidaan havittaa sen avulla, ettd a < b jos ja vain jos
on olemassa sellainen ¢, ettd =(c=0)Aa+c*>=b

Jokaisella reaaliluvulla a ja b patee tasmalleen yksi seuraavista: a < b, a = b tai b < a.

e ilmaistaan yleensa sanallisesti, koska kaavana se on vaikeatajuinen:
(a<bVa=bVb<a)AN—-(a<bNa=b)AN—-(a<bAb<a)N—(a=bAb<a)
e jos a:n ja b:n tilalle laitetaan lausekkeet, niin vaite muuttuu seuraavaan muotoon [44]:

Jokaisessa mahdollisessa tilanteessa patee tasmalleen yksi seuraavista:
f tai g tai molemmat ovat maarittelemattomia, f < g, f =g tai g <.
® esim.
— kun x <0, patee % <1
kun x =0, on % madarittelematon
kun 0 <x < 1, patee 1 < %

kun x = 1, patee %:1

[61]

kun 1 < x, patee - <l
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Seuraava kaava on reaalilukujen laki, eli patee jokaisella a ja b:
(a<bVa=bVb<a)N—(a<bNa=b)N—(a<bAb<a)
Jokaisella reaaliluvulla a, b ja ¢ patee: jos a < b < ¢, niin a < c.

e sama =-:n avulla ilmaistuna: a<b<c = a<c
e sama A:n avulla ilmaistuna: a<bAb<c = a<c

e patee myds kun a:n, b:n ja c:n tilalla on mielivaltaiset lausekkeet (harjoitustehtédva)

f<g<bh = §<bh [62]
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Jokaisella reaaliluvulla a, b ja ¢ patee: a<b & a+c<b+c.

e sama sanoilla ilmaistuna: a < b jos ja vain josa+c <b+c
e tietenkin myos a<b & a—c<b-—c

a<b
&  a+—c<b+—c edellinen, [47]

& a—c<b—c a+—c=a—c, b+—-c=b—c, [19]
sama tivimmin: a<b & a—c=a+—-—c<b+—-—c=b—c & a—c<b—c
patee myos kun a:n ja b:n tilalla on mielivaltaiset lausekkeet § ja g,
ja c:n tilalla on mielivaltainen maaritelty lauseke b

Jos [h], niin f<g f+h<g+bH. 63]
Jos [B], niin f<g =f-bh<g—h.

— jos f tai g on maarittelematon, tuottavat molemmat puolet U [14,13]

— jos h:n ei tarvitsisi olla maaritelty, voitaisiin johtaa mm. 0<1 < O—I—% < 1+%

[63] muistuttaa paattelysdaantoa [49]
esimerkki: a <0< 0< —a

a<(
< a—a<0—a aon mairitelty, [63]
& 0<—a a—a=0,0—a=—a, [19]
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Jokaisella reaaliluvulla a ja b patee: jos 0 < a ja 0 < b, niin 0 < ab.

e sama =-:n ja A:n avulla ilmaistuna: 0<aAO<b = 0<ab
patee myos kun a:n ja b:n tilalla on mielivaltaiset lausekkeet

0<fAO<g = 0<f{g

myos patee a <O0N0<b = ab <0

a<OAN0<D

0<—an0<b a<0&0<—a, |22
0<(—a)b [64]

0< —ab (—a)b = —ab, [19]

O+ab < —ab+ab ab on madritelty, [63]
ab < 0 O+ab=ab, —ab+ab =0, [19]

sama esitettyna tiivimmin, myos a < 0 < 0 < —a johdettu, kaytetyt lait nayttamatta
a<ONO<b & 0=a—a<0—a=—-aN0<b = 0< (—a)b=—ab <
ab=04+ab < —ab+ab=0 & ab <0

tietenkin myés 0 <an0<b = 0< ]

— jos olisi 0 <aAO<bAZ =0, niinolisi a=7-b
— josolisi0 <aANO<bAZ <O, niinolisi a=7-b
— muita tapauksia ei ole [61]

—=0b=0[16] = a=0
<0 [sivu 137] = a<0
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Esimerkkeja

e a<bANO<c = ac<bc voidaan osoittaa seuraavasti:

a<b yksi ldhtooletuksista

O0<b—a lisatty —a [63], a—a =0, [19]

0 < (b—a)c edellinen, oletus 0 < ¢, [64]

0<bc—ac (b—a)c=bc—ac, 19]

ac < bc lisatty ac (63|, 0+ ac = ac, (bc —ac) +ac = bc, [19]
e a<bANc<0 = bc<ac voidaan osoittaa seuraavasti:

c<O0 yksi lahtooletuksista

0< —c lisdtty —c [63], c—c=0, 0—c= —c¢, [19]

a(—c) < b(—c) oletus a < b, edellinen jaa <bN0 < c= ac < bc [45]
—ac < —bc a(—c) = —ac, b(—c) = —bc, [19]
bc < ac lisdtty ac + bc [63], puolet sievennetty, [19]
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Kolme tuttua merkintaa

f > g tarkoittaa samaa kuin g < f.
f < g tarkoittaa samaa kuin f<gV{f=g. 65]
f > g tarkoittaa samaa kuin g < fV { = g tarkoittaa samaa kuin f > gV{f{=g.

Esimerkki: seuraavasti voidaan osoittaa, etta jokaisella a patee at >0

josa=0, niin a*=0 0% =0, [19] takaperin
= 0<a*Va*=0 37]
& a*t>0 65)]
josa>0, niin aa>0 05],0<ajal<a |64
& at>0 aa = a?, [19]
= 0<a*Va*=0 65,36]
& at>0 65]
jos a <0, niin  Oa < aa a<bNc<0= bc<ac [sivu 138] (*)
s a*>0 0a =0, aa = a?, [19,65]
= a?>0 kuten edella
T & a<0Va=0va>0 [61]
= a*>0 [38]
(*) sijoittamalla a:ksi a, b:ksi 0 ja c:ksi a laki a <bANec <0 = bc<ac
tuottaa a<0ANa <0 = Oa<aa
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Kertolaskun tuloksen etumerkki b<0 b=0 b>0
b<O b5>0 <0|ab>0 ab=0 ab<0

a<0|ab>0 ab<0 — ab=0 ab=0 ab=0
a>0|ab<0 ab>0 ab<0 ab=0 ab>0

oikea alanurkka seuraa suoraan laista [64]
oikea ylanurkka osoitettiin sivulla 137

josa>0ja b <0, niin

— b<0jaa>0|[5]

= oikean ylanurkan mukaan ba < 0
= vasen alanurkka, koska ba = ab

vasen ylanurkka harjoitustehtavaksi

tapaukset ab = 0 ovat ilmeiset
<- ja >-tapaukset seuraavat <- ja >-tapauksista ja siitd, ettd a=0Vb=0=ab =0

Jakolaskulle 7 patevat muuten samat taulukot, mutta jakaja b ei saa olla 0

e jos b#0, niin y =a- % ja %:Iléi on sama etumerkki kuin b:lla
— aina %#O
— josolisib>0ja; <0taib<0jas >0 niinolisil=5b-3 <0

b>0 < +>0ja b<0 & 1<0.
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Paattelysdannon [50] vastine <:lle
h£OAF<g < h<OAfh>ghVh>0Afh<gh
h#0Af<g & h<OAL>Evh>0n]<i

tarkastelemme mit3 tahansa mahdollista tilannetta

jos b ei ole maaritelty, niin h £0, h <0 ja h > 0 tuottavat U
= kumpikin puoli tuottaa U tai F

jos f tai g ei ole maaritelty, niin §f < g, fh > gh, fh < gh, 5 I g p Ja —% < % tuottavat U
= kumpikin puoli tuottaa U tai F

muussa tapauksessa olkoot a, b ja ¢ ne luvut, jotka f, g ja h tuottavat

josc=0, ninh#0, h <0 ja h>0 tuottavat F
= kumpikin puoli tuottaa F

jos ¢ >0, niin b#OJa h > 0 tuottavat T, §h < O tuottaa F, ja f < g, ac < bc,
fh<gh, ¢<2ja —% < f)‘ tuottavat saman kuin a < b [sivu 138, [66]

= kumplkm puo|| tuottaa saman kuin a < b
e loput perustelusta harjoitustehtavaksi

Paattelysdannon [50] vastine <:lle
h#0Nf<g & h<OAfh=ghVh>0AFH < gh
hA0Af<g < h<0/\%zgvb>0/\%§%
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Paattelysaannon [51] vastine <:lle

§<f) S g<OAf>ghVvg>0AT<gh

tarkastelemme mita tahansa mahdollista tilannetta

jos f, g tai b ei ole maaritelty, niin g <b, > gbh ja | < gh tuottavat U
= kumpikin puoli tuottaa U tai F

muussa tapauksessa olkoot a, b ja ¢ ne luvut, jotka f, g ja h tuottavat
jos b =0, niin vasen puoli tuottaa U ja oikea puoli tuottaa F
jos b >0, niin g <0 tuottaa F, g > 0 tuottaa T,

ja % < b ja f < gb tuottavat saman kuin a < bc
— kumpikin puoli tuottaa saman kuin a < bc

muussa tapauksessa b < 0, joten kumpikin puoli tuottaa saman kuin a > bc
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a>b>c¢ = a>c voidaan osoittaa seuraavasti:

a > b > c¢ tarkoittaa samaa kuina>bAb > ¢

f > g tarkoittaa samaa kuin f > gV {f=g [65]

a>bANb=c & a>cANb=c = a>c [521,33]
a=bANb>c & a=bANa>c = a>c [21,2,34]
a>bANb>c = a>c = a>cVa=c < a>c [62,36,65]

nama kattavat kaikki tapaukset, koska jos a>bAb > ¢
mutta eia=>b eiki b=c, nina>bAb>c

osatulokset voidaan yhdistda paattelysadnnolla [38]:

— a>bANb=c = a>c
— a=bANb>c = a>c
— a>bANb>c = a>c
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Paatellessd muodostetaan usein ketjuja muotoa o ~q f1 ~2 ...
missa kukin ~; on <, <, =, #, > tai >
jokin ~;  muut ~; saa paatell3
fo=Fn fo<fn Fo=n
fo < fa
fo<fn Fo<fn Fo#fu
fo > fa
f0>fn fOan fO#fn
fo 7 fn

<

VoIV A A
IV IV OIA A

>

R

e jos f on madritelty, niin saa paatella f=7§, f <{fja f>{ [20,65]

Vield yksi paattelysianto
f<ghf>g < f=9

e perustelu
— jos f = g, niin kumpikin puoli tuottaa T
— jos f < g, niin f > g ja f = g tuottavat F [61], joten kumpikin puoli tuottaa F
— jos g < f, niin ..., joten kumpikin puoli tuottaa F
— muussa tapauksessa f tai g ei ole maaritelty [61], joten kumpikin puoli tuottaa U

e seuraus: jos f1 <fr < ... <F, <f1, niin fi=fr=... =1,
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Jatkoa varten osoitamme Vb <a<-—-Vb < a=b=0

e oletamme seuraavat tunnetuiksi:

_ \/6:()
— jos b >0, niin Vb >0

e jos b <0, niin /b ei ole miiritelty [53]
= Vb <a< —+b eiole tosi [13]
— toisaalta < :n oikea puoli ei ole tosi, koska b =0 ei ole tosi [61]
= <:n kumpikaan puoli ei ole tosi

e jos b =0, niin

—~Vb<a< Vb o 0<a<0 © a=0 [1969]
—a=b=0 < a=0=0 < a=0
=> niinpa Vb<a<-Vb & ... & a=0%& ... & a=b=0

muussa tapauksessa b > 0 [61]

= Vb >0

= jos <>:n vasen puoli olisi tosi, niin 0 < v/b <a < —vb <0 [63]
= 0<0 [62]

— niinpa <:n vasen puoli ei ole tosi [61]

= <:n kumpikaan puoli ei ole tosi
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Esimerkki: ratkaisemme y:n epiyhtilostd (x —3)? +(y—2)* < 1

e vihentimilld (x —3)? molemmilta puolilta [63,19] saadaan
(x=3)2+(-2)<1 & (y-2)?<1-(x—3)°
e nyt tarvittaisiin molemmilta puolilta nelidjuuri, mutta miten merkit kayttaytyvat?

e aputulos: ratkaisemme a:n epayhtildstd a> < b> summan ja erotuksen tulon kaavalla
a? < b*
a’—b*><0 lisatty —b* [63,19]
(a+b)(a—b) <0 Isivu 102] takaperin, [19]
a+b<0Na—b>0 V a+b>0Na—b<0 tulon etumerkki
b<a<-b V —b<a<b lisatty b tai —b
e aputulos: ratkaisemme a:n epiyhtildstd a” < b
—a*<b < b>0Na*<b, koska a* <b = b>0, koska a’* > 0 (harjoitusteht.)
— oletuksella b >0
a’ <b
a* < (Vb)* b= (vb)* [52], [19]
(Vb<a<—vVb vV —vVb<a<+/b) a*><b?juuret, [47]
(a=b=0 V [sivu 145], [22]
—vVb<a<wb a=b=0=—Vb<...,[3837
— siis a2 <b & b>0Nd><b & b>0AN—Vb<a<+b [39]
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e aputuloksen mukaan

(y—2)><1—(x—3)
& 1-(x-3>0A—/1-(x-3)2<y—2<+/1—(x—3)2

e ratkaisemme alkuosan
1-(x—3)*>0
(x—3)*<1 (x —3)? lisitty, puolet vaihdettu
1>0A—V1<x—3<+/1 aputulos
—1<x-3<1 1>0&T,VI=1
2<x<4 3 lisatty

e yhdistimme osatulokset ja lisidmme 2:n
(x=3)+(y-2)* <1
& 1-(x-32>0A—/1-(x-3)2<y—2<+/1—(x—3)2
& 2<x<A4N2—/1—-(x=3)2<y<2+4+/1—(x—3)2
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10 Predikaattilogiikkaa luonnollisille luvuille

Luonnollisten lukujen joukko N={0,1,2,...}

e jotkut kirjoittajat aloittavat luonnolliset luvut ykkosesta

e logiikassa ja tietojenkasittelytieteessd ne aloitetaan melkein aina nollasta

e vihennyslasku n —m on maaritelty jos ja vain jos n > m; silloin (n—m)+m=n
= paattelyssd on usein tarpeen tarkastaa, ettd vahennyslasku on maaritelty

Ohjelmoinnissa lahin vastine on erikokoiset unsigned-tyypit
e perus-unsigned-luvut ovat tyypillisesti 0,1,...,23> —1¢€li 0,1,...,4294967 295
ohjelmoinnissa kaikilla lukujen perustyypeilld on myo6s ylivuodon vaara
ohjelmista paatellessa on tarpeen tarkastaa seka ali- ettad ylivuodot
b-bittisilld unsigned-luvuilla tyypillinen tietokone laskee modulo 2°
— tulos pakotetaan vilille 0,...,2°7 — 1 lisiamall3 tarvittaessa 2°:n monikerta
esim. 32-bittisilld unsigned-luvuilla
n = 1000; m = 968295; std::cout << n-m << ' ';
n = 3000000000; std::cout << 2*n << '\n';
tulostaa 4294000001 1705032704

luonnollisia lukuja esittamaan voi kayttda myos int- yms.
tyyppeja, kunhan varoo tuottamasta negatiivisia lukuja
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Luonnollisten lukujen suuruusjarjestyksen omia lakeja

o [61], ..., [64], [65] ja [69] patevat myds luonnollisille luvuille ja kokonaisluvuille

— esim. [66] ei voi kiyttdd kokonaisluvuille, koska 7 ei yleensi ole kokonaisluku

luonnollisille luvuille ja kokonaisluvuille patee lisaksi
n>m < n>m+1 [70]

luonnollisille luvuille patee lisaksi
n > m jos ja vain jos on olemassa sellainen k, ettd n =m+k. [71]
n+m>n [72)]
Jos n—m on madritelty, niin n —m < n. 73]
n=0vn>0 [74]
n>0=nm>m 75

[72] seuraa laista [71] valitsemalla n:ksi n+m, m:ksi n ja k:ksi m
jos n—m on madritelty, niin (n—m)+m=n

— [73] seuraa laista [72] valitsemalla n:ksi n —m ja m:ksi m

[74] harjoitustehtavaksi

[75] seuraa siita, ettd jos n >0, niin n>1 [70]
= n—1 on madritelty ja (n—1)+1=n
=mm=(n—1)+1)m=n—1)m+m>m [16,72]
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Luonnollisilla luvuilla ei voi laskea jakolaskuja samoin kuin reaaliluvuilla

e esim. reaalilukujen % ei ole kokonaisluku

= lasketaan osamaara n div d ja jakojaannés n mod d
— ohjelmoinnissa esim. n / djan % d

e esim. jaetaan 25 ilmapalloa 7 lapselle mahdollisimman tasan
— jokainen lapsi saa 3 ilmapalloa
— jakamatta jad 4 ilmapalloa
—25=7-34+4
(ilmapallojen kokonaismaidrd) =  (lasten maard) - (kunkin lapsen saama maara)
+ (yli jadneiden maara)

o yleisemmin n=d(n divd)+ (n mod d)
e ilmapalloja jaetaan lapsille niin paljon kuin mahdollista

= yli jadneiden maara on pienempi kuin lasten maara
— muutenhan jokaiselle lapselle voitaisiin antaa ainakin yksi ilmapallo lisda

e yleisemmin nmod d < d

Saatiin luonnollisten lukujen jakoyhtalo
Josd >0, niin n=d(ndivd)+ (nmodd) ja nmodd <d .

e kun d > 0, niin vaikka jakoyhtalo ei kerro, miten n div d
ja nmod d lasketaan, se silti maaraa ne yksikasitteisesti
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Tarvitsemme jatkossa seuraavia ominaisuuksia

n div 0 ja n mod O eivat ole maaritellyt.

muistisdaanto: nollalla ei voi jakaa
matemaattisempi syy: niitd ei voi maaritelld siten, ettd jakoyhtalo ei mene rikki

— osuus n mod d < d ei voi luonnollisilla luvuilla toteutua, jos d =0
— osuus n=d(ndivd)+ (n mod d) ei ota kantaa siihen paljonko n div d on, jos d =0

Josd >0, niin nmodd=n—d(ndivd) . [78]

[76]:n valiton seuraus

Josd >0, niin nmodd <n . [79]

edellisen valiton seuraus [73]

Josn<d, niin ndivd=0 ja nmodd=n . [80]

koska n < d, on d >0 [74], joten n divd ja n mod d ovat maaritellyt
jos olisi ndivd > 0, niin olisin=d(ndivd)+ (nmodd) > d(ndivd) >d [76,72,75]
muutoin n divd =0 [74], joten n=d(n divd)+ (n mod d) =n mod d
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Tekija

d on n:n tekija, jos ja vain jos on olemassa sellainen k, etta n = dk. [81]

e merkitdin d | n

e tima on sanan "tekijd" ja merkinnan "d | n" maaritelm3, joten sitd ei tarvitse osoittaa
— ei kerro matemaattista tosiasiaa
— kertoo nimen ja symbolin, jotka on annettu eraille kasitteelle

e tilloin my6s k | n, koska dk = kd

e d 1n tarkoittaa samaa kuin —(d | n)

Onko 0 0:n tekija?

e madritelman [81] mukaan on: 0 =0-3810

e kirjallisuudessa esiintyy myos vaihtoehtoinen maaritelma,
jossa erikseen sanotaan, etta tekijan pitaa olla muu kuin O

— silla maaritelmalla d on n:n tekija jos ja vain jos jakolasku 7 menee tasan

o tallaiset yksityiskohdat valitaan usein sen mukaan, mik3 on jatkossa katevinta
= tallaiset erot kasitteiden sisallossa ovat matematiikassa tavallisia

= jos lukee monia lahteita, pitaa ottaa huomioon, ettd sama
sana tai merkinta voi tarkoittaa niissa hieman eri asiaa
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Seuraavat patevat jokaisella n ja d
l|n ja nin
o koska n=1n [81]
d|0
koska 0 =d -0 |81]
Josn>0jad]|n, niin 0<d<n.

jos n >0 jad|n, niin
— on olemassa sellainen k, ettd n = dk [81]

— d >0 ja k>0, koska muutoin olisid =0Vk=0 [74] jan=dk=0
= n=kd >d [75]

Josd|njad|m, nind|(n+m).
josn=dk jam=dh, ninn+m=dk+dh=d(k+h) |81]

Josn>mjad|njad|m, nind|(n—m).
olkoot n = dk ja m = dh
e josk<h, ninn=dk<dh=m
= jos n>m, niin k> h, joten n—m=dk—dh=d(k—h) [81]
e josn=m, ninn—m=0, jotend | (n—m) |83]
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Osoitamme, ett3

d>0A(d|n) & nmodd=0

e jos nmodd =0, niin
— nmod d on madritelty [13], joten d >0 [77]
— n=d(ndivd) [76], joten d | n [81]
e josd >0 jad]|n, niin
— on olemassa sellainen k, ettd n = dk [81]
—nmodd=n—d(ndivd) =dk—d(ndivd) =d(k— (ndivd)) [78]
— koska nmod d < d [76], patee d(k— (ndivd)) <d, joten k— (ndivd) < 1

= k—(ndivd) =0 [74]
= nmodd=d(k—(ndivd))=d-0=0
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Suurin yhteinen tekija

e greatest common divisor
gcd(n,m) on suurin luku, joka on sekd n:n ettd m:n tekija.

Jos n >0, niin 0 < ged(n,m) = ged(m,n) < n.
Jos m > 0, niin 0 < ged(n,m) = ged(m,n) < m.

e 1 on n:n ja m:n yhteinen tekija [82]

e jos n >0, niin mikdan luku, joka on suurempi kuin n, ei ole n:n tekija [84]
e jos m > 0, niin mikdan luku, joka on suurempi kuin m, ei ole m:n tekija

= gcd(n,m) ja gcd(m,n) ovat olemassa ja ovat luvatulla valilla

e "sekd n:n ettd m:n tekijd" tarkoittaa samaa kuin "sekd m:n ettd n:n tekijd”
= gcd(n,m) = ged(m,n)

gcd(0,0) ei ole maaritelty.

e jokainen luonnollinen luku on 0:n tekija [83]
= suurinta 0:n ja 0:n tekijaa ei ole
e vaihtoehtoinen tulkinta

— jotkut tulkitsevat "suurin” tarkoittamaan “jaollinen mahdollisimman isoilla luvuilla”
— heille gcd(0,0) =0
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Sovelluksia

e murtolukujen sieventdminen:
— jos g = gcd(n,m), niin —
m

%L ei sievene enempaa
m

e vastaava toiminto polynomeille on tarke3 tietokonealgebrassa
e kaytossa myds mm. salausmenetelmissa
Suurimman yhteisen tekijan laskeminen sopii algoritmien todistamiseen tutustumiseen

e vyksinkertainen, mutta silti tehokas ja hyodyllinen algoritmi

e tarvitsee vain osan algoritmien todistamisen perustekniikoista
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Suurin yhteinen tekija voidaan laskea nopeasti modernilla Eukleideen algoritmilla

1 unsigned gcd( unsigned n, unsigned m ){
2 while( true ){

3 if(m==0 ){ return n; }

4 n %= m;

5 if( n ==0 ){ return m; }

6 m %= n;

7 +

8 1}

e palauttaa gecd(n,m) jos se on olemassa, ja 0 muutoin

— 0 sopii merkiksi siitd, ettd gcd(n,m) ei ole olemassa, koska aina gcd(n,m) £ 0 [89]
— jos olisimme maaritelleet gcd(0,0) = 0, olisi tulos O silti oikein

e unsigned on ylivuotovaaraa lukuun ottamatta sama kuin luonnollinen luku
— suurin unsigned-luku on tyypillisesti 232 — 1 = 4294967295

e n %= m tarkoittaa n := nmod m

Ei maarittelemattomia toimintoja
e algoritmin ainoa toiminto, joka ei ole aina maaritelty, on mod
e mod on madritelty, jos ja vain jos jakaja ei ole 0
e molemmissa algoritmin mod :ssa edeltava if-lause varmistaa, ettd jakaja ei ole 0
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1 unsigned gcd( unsigned n, unsigned m ){
2 while( true ){

3 if(m==0 ){ return n; }

4 n %= m;

5 if( n == 0 ){ return m; }

6 m %= n;

7 +

8 1}

Jatkossa

e g tarkoittaa algoritmin lopputulosta eli algoritmin palauttamaa arvoa

e n; jam;, missa 1 <i<7, tarkoittavat muuttujien n ja m arvoja rivin i alussa

Patee

e kun riville 2 tullaan ensimmaisen kerran, niin no, = ny Amr = my

® 113 =ny \m3 =ny
jos suoritus etenee riville 4, niin ny = n3 Ans = ng mod my Ams =mg =m3 >0
jos suoritus etenee riville 6, niin n7 = ng = ns > 0 Amg = ms A my = mg mod ng
kun riville 2 tullaan muulloin kuin ensimmaisen kerran, niin n, = n7 Amr = my

jos lopetetaan, niin g=n3 Am3=0Vns; =0A g = ms
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1 unsigned gcd( unsigned n, unsigned m ){
2 while( true ){

3 if(m==0 ){ return n; }

4 n %= m;

5 if( n == 0 ){ return m; }

6 m %= n;

7 +

8 1}

Osoitamme, etta algoritmi lopettaa

e n ja m eivat koskaan kasva, koska aina nmod m <n jammodn <m [79]

e jokaisella kierroksella, jolla ei lopeteta, joko n tai m tai molemmat pienenevat
— jos ng > my, niin ns = ng mod my < my < ny [76]
— kuten edell3d todettiin, ny = n3 = ny, koska ei lopetettu rivilla 3
== n5 < np
— muussa tapauksessa ny < my, joten ng = ns = ng mod my = ny [80]
— siksi m7 = mg mod ng = my mod ng < na < Mg = My
= my < mp

= n-+m pienenee jokaisella kierroksella, jolla ei lopeteta
= n+m € N, joten lopetetaan viimeistaan n; +m; kierroksen jalkeen
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1 unsigned gcd( unsigned n, unsigned m ){
2 while( true ){

3 if(m==0 ){ return n; }

4 n %= m;

5 if( n == 0 ){ return m; }

6 m %= n;

7 +

8 1}

Osoitamme, etta jokainen parametrien yhteinen tekija on myos lopputuloksen tekija

e osoitamme ensin, ettd jos d | n ja d | m, niin d | (n mod m)
— koska d | n ja d | m, on olemassa sellaiset k ja h, ettd n =dk ja m = dh |81]
—nmodd = n—m(ndivd) = dk—dh(ndivd) = d(k— h(ndiv d)) [78]
= nmodd=d(k—h(ndivd))
= d | (nmodd) [81]

= jos d | ng ja d | my, niin d | ns ja d | ms, koska ns = ng mod my ja ms =my

e samalla tavalla voidaan osoittaa, ettd jos d | ng ja d | mg, niin d | n7 ja d | my

e muilla riveilld n ja m eivat muutu

= jos d | ny ja d | mp, niin koko suorituksen ajan d | n; ja d | m;

= josd |ny jad|my, niind|g
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1 unsigned gcd( unsigned n, unsigned m ){
2 while( true ){

3 if(m==0 ){ return n; }

4 n %= m;

5 if( n == 0 ){ return m; }

6 m %= n;

7 +

8 1}

Osoitamme, etta lopputulos on parametrien yhteinen tekija

e osoitamme ensin, ettd jos d |m ja d | (n mod m), niin d | n
— on olemassa sellaiset k ja h, ettd m = dk ja n mod m = dh [81]

— n=m(ndivm)+ (n mod m) = dk(n divm) +dh = d(k(n divm)-+h) [76] [81]
= jos d | ns ja d | ms, niin

- d | may, koska ms — mniy

— d | (ng mod my), koska ns = nq mod my

= d | Ny
e samalla tavalla voidaan osoittaa, ettd jos d | n7 ja d | m7, niin d | ng ja d | mg
e muilla riveilld n ja m eivat muutu

e lopussa g | n ja g|m, koska lopussa joko g=nAm=0 tai g=mAn=0 [82] [83]

= koko suorituksen ajan g | n ja g | m, joten myds alussa g |n ja g | m
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Gced-algoritmin todistuksen viimeistely

e nyt n ja m tarkoittavat parametrien arvoja

e on helppo nahd3, ettd jos n =m =0, niin algoritmi palauttaa 0 kuten pitaakin
muussa tapauksessa n > 0 tai m > 0
gcd(n,m) on olemassa [89]

osoitamme, etta g > 0

— jos n > 0 niin, koska lopputulos on parametrien yhteinen tekija [sivu 161],
patee n > 0A (g | n), joten g > 0 [84]

— muussa tapauksessa m > 0, joten sama paattely m:lle tuottaa g > 0

osoitamme, ettd gcd(n,m) <g

— gcd(n,m) on parametrien yhteinen tekija

— jokainen parametrien yhteinen tekija on myos lopputuloksen tekija [sivu 160]
= ged(n,m) | g

= gcd(n,m) < g, koska g > 0 [84]

koska lopputulos on parametrien yhteinen tekija [sivu 161], se on enintdan
niiden suurin yhteinen tekija, eli g < gcd(n,m)

= g = gcd(n,m)
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11

Kvanttorit ja niiden lait

Kaikkikvanttori (universal quantifier)

AV

Vx: @(x) tuottaa T jos ja vain jos ¢(x) tuottaa T jokaisella x:n arvolla.

Vx : @(x) tuottaa F jos ja vain jos ¢(x) tuottaa F ainakin yhdelld x:n arvolla.

Muussa tapauksessa Vx: ¢(x) tuottaa U.

esim.
esim.
esim.
esim.
esim.
esim.
esim.

esim.

Vx

Vx :
Vx :
Va:
Vx :
Vx :
Vx :
Vx :

- X

X

X

X

MR IR =

2 >0 tuottaa reaaliluvuilla T

2 > (0 tuottaa reaaliluvuilla F

2 — 1 tuottaa reaaliluvuilla F

Vb :a+ b= b+ a tuottaa reaaliluvuilla T

> 1 — x > 2 tuottaa reaaliluvuilla F ja kokonaisluvuilla T
— | tuottaa reaaliluvuilla U
— 2 tuottaa reaaliluvuilla F

— x tuottaa reaaliluvuilla F

Vx: @(x) tuottaa U jos ja vain jos ainakin yhdelld x:n arvolla
¢(x) tuottaa U, ja muilla x:n arvoilla ¢(x) tuottaa T tai U

jos puheenaiheessa on vain darellinen maara eri arvoja ja ne ovat ay,...,a,,
niin Vx : @(x) tuottaa saman kuin @(a;) A@(ax) A--- AN @(ay)

Sovellettu predikaattilogiikka
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Olemassaolokvanttori (existential quantitfier)

dx: @(x) tuottaa T jos ja vain jos @(x) tuottaa T ainakin yhdelld x:n arvolla.

dx : @(x) tuottaa F jos ja vain jos @(x) tuottaa F jokaisella x:n arvolla.
Muussa tapauksessa dx: ¢(x) tuottaa U.

esim

esim.
esim.
esim.
esim.
esim.
esim.
esim.

dx :
dx :
dx :
da :
dx :
dx :
dx :
Cdx s
dx : @(x) tuottaa U jos ja vain jos ainakin yhdelld x:n arvolla

x? > 0 tuottaa reaaliluvuilla T

x*> > 0 tuottaa reaaliluvuilla T

x> = —1 tuottaa reaaliluvuilla F

db : a+b = b+ a tuottaa reaaliluvuilla T

x> 1 — x> 2 tuottaa reaaliluvuilla T ja kokonaisluvuilla T
— ] tuottaa reaaliluvuilla T
— 2 tuottaa reaaliluvuilla U

— x tuottaa reaaliluvuilla T

¢(x) tuottaa U, ja muilla x:n arvoilla ¢(x) tuottaa F tai U

jos puheenaiheessa on vain darellinen maara eri arvoja ja ne ovat ay,...,a,,
niin dx : @(x) tuottaa saman kuin @(a;) VvV @(az)V---V @(ay,)

Kvanttorien yhteydessa kaytettava valimerkki vaihtelee kirjallisuudessa

e : on tietojenkasittelytieteessi melko yleinen

e matematiikassa on tavallista ettd valimerkkia ei ole lainkaan
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Esimerkkeja eri puheenaiheista

reaaliluvut: Vx:x >0 — Jy:y> =x

kokonaisluvut: Vi :Vm:m#0—dg:dr:n=gm+rN0<r < |m|
merkkijonot: Vo : V3 : takaperin(af3 ) = takaperin(f3 )takaperin(c)

— takaperin(yli) = ily

— takaperin(opisto) = otsipo

— takaperin(yliopisto) = otsipoily = takaperin(opisto)takaperin(yli)
merkkijonot: Jo : takaperin(o) =

— saippuakauppias

taulukot: Vi: 1 <i<n—Ali]| <A[i+1]
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Muuttujasymbolin vapaa ja sidottu esiintyma

e jokainen seuraavista vaittaa eri asiaa:
— Vx:x>5 tuottaa F, koska x > 5 tuottaa F esim. kun x =2
- x>5 tuottaa F tai T, riippuen x:n arvosta
— dx:x>5 tuottaa T, koska x > 5 tuottaa T esim. kun x =38

muuttujasymbolin x esiintyma on sidottu (bound), jos ja vain jos
se on jonkin Vx : tai dx: vaikutuspiirissa
— myos Vx ja dx itse otetaan huomioon

muut muuttujasymbolin x esiintymat ovat vapaita (free)

esim. x =0 A (Jx: x* =2x) Vx = 1 sisiltii

kaksi vapaata ja kolme sidottua x:n esiintymaa

ohjelmoijalle on luontevaa ajatella, ettd vapaana esiintyvd muuttujasymboli
tarkoittaa eri muuttujaa kuin sidottuna esiintyva, vaikka sillda on sama nimi

— myos eri kvantifioinneilla luodut muuttujat kannattaa ajatella eri muuttujiksi
— esim.

(Fx: (V2 Z2)Vx2 =2)Vx A 1A Vx: x> >0Vx=0)Vx=1

sisaltdd nelja eri muuttujaa, joiden nimi on x
— mita "Kauppakatu” tarkoittaa riippuu siita, ollaanko Jyvaskyldssa vai Kuopiossa
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Tarkea ero

e x kdy ilmauksissa Vx: ¢@(x) ja 3x: @(x) lapi puheenaiheen kaikki arvot, mutta
ilmauksissa ¢@(x) = w(x) ja ¢(x) < y(x) vain arvot mahdollisissa tilanteissa

esim. jos on oletettu x > 5, niin 2x > 7 < T on pateva mutta Vx:2x > 7 tuottaa F
—x>5 < 2x>10 = 2x>7
— kun x =3, 2x > 7 tuottaa F

jos kaavassa on sekd vapaita etta sidottuja muuttujia, niin
— sidotut muuttujat saavat kaikki arvot
— vapaat muuttujat saavat vain voimassa olevien oletusten sallimat arvot

esim. Vx: x> 4+y>?2

— tuottaa F tai T riippuen y:n arvosta

— tuottaa aina T, jos on oletettu y > 7

— tuottaa F, jos oletukset sallivat y = 0, koska x = y = 0 on vastaesimerkki

jos samanniminen muuttuja esiintyy sekad vapaana etta sidottuna, niin
— sen vapaat esiintymat ovat eri muuttuja kuin sen sidotut esiintymat
= oletukset vaikuttavat sen vapaisiin mutta ei sidottuihin esiintymiin

esim. vaikka xy > 1 aina kun 1 <x <y
— oletuksen 1 < x < y alaisuudessa on dx: xy = 1 reaaliluvuilla tosi
— 1 <x<y—dx:xy=1 on reaaliluvuilla tosi
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Isompi esimerkki

e olkoon oletettu y > x+4

o x>’+y> >3« T on pitevi
— jos x> =2, niiny>—-2+4=2>0, joten x> +y>>y>>2y>2.2=4>3
— muutoin x < —2 < 0, joten x> +y* > x> > —2x > (=2)(-2) =4 >3
e mutta Vy:x2+y2 > 3 tuottaa F, kun —v/3 <x <3
— kun x=1jay=0, x> +y* > 3 tuottaa F
= kun x =1, Vy:x*+y*> > 3 tuottaa F

o oletuksella y > x+4 ilmaus x> +y* > 3 < T kiy lipi kaikki
x:n ja kaikki y:n arvot, mutta ei kaikkia niiden yhdistelmia
— kay lapi x=a esim. kun y=a+4
— kay lapi y=a esim. kun x=a—4
— ei kdy lapi mm. x=1Ay =0, koska sille ei padde y > x+4
e ilmaus Yy : x> +y? > 3 kiy lapi kaikki mahdollisissa tilanteissa

esiintyvat x:n arvot ja jokaiselle niista kaikki y:n arvot
= kay lapi kaikki yhdistelmat
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Avoin (open) kaava sisaltaa ja suljettu (closed) kaava
ei sisdlla ainakin yhden vapaan esiintyman

® esim.

— Vx:x >0 on suljettu

- x >0 on avoin

— dx:x >0 on suljettu

— (Fx: (Vx:x? £2) Va2 =2)Vx A IA(Vx: x> >0Vx=0)Vx=1 on avoin
e suljetulla kaavalla on yksikasitteinen totuusarvo F, U tai T

e avoimen kaavan totuusarvo voi riippua vapaiden muuttujien arvoista
— esim. /x> 0 tuottaa U kun x <0, Fkunx=0ja T kun x>0

— ei kuitenkaan vilttamatta riipu, esim. x> > —1
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Termin sijoittaminen muuttujasymbolin vapaiden esiintymien tilalle

e jos x on muuttujasymboli, f on lauseke ja ¢(x) on kaava, niin @(f) tarkoittaa
kaavaa, joka saadaan korvaamalla x:n jokainen vapaa esiintyma ¢(x):ssa f:lla

e kuten ennenkin, korvauksen tulee tapahtua lausekepuun, ei tekstin tasolla
= voi olla tarpeen lisata sulkeita
— esim. n+1 ~» x kaavassa x2 > 0: ei n+ 12 > 0 vaan (n+ 1)2 >0

e mikaan lausekkeen muuttujasymboleista ei saa olla sidottu missaan korvauskohdassa
— esim. jokaisella x € R patee dy:y > x
— x:n korvaaminen siina y+ 1:l13 tuottaisi Jdy:y > y+ 1, joka ei pade
— tama ongelma ratkeaa kohta "sidotun muuttujasymbolin vaihdolla”

e esimerkkeja

¢ (x) ¢ (f)
x(y+2) =xy+az (a=3)(y+z)=(a—3)y+(a—3)z
x>0—Jy:y? =x Z+1>0—-3Fy: > =72+1
x>0—Jy:y? =x V4+1>0—Fy:y? =y +1
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Sidotun muuttujasymbolin vaihto
Jos y ei esiinny @(x):ss3, niin
Vxie(x) = Vy:o(y) ja Ix:ie(x) = Jy:e(y) .
esim. dx:x >y jadz:z>y muttael dy:y >y
esim. Vx:dy:x=y+1jaVz:dy:z=y+1 muttaei Vy:dy:y=y+1

esim. y* + 1 voidaan sijoittaa x:n tilalle kaavaan x>0 — 3y :y?> =x
vaihtamalla ensin sidotun y:n tilalle z [93]:

x>0 Fy:y=x =x>0—-3F:22=x ~ yY+1>0—-37:22=y"+1
yleistys: y saa esiintyd ¢(x):ssa silld ehdolla, ett3

— y esiintyy ¢(x):ssa vain sidottuna
— X ei esiinny vapaana sielld missd y on sidottu

riittad, ettd x:n vapaat esiintymat ¢@(x):ssd ovat tasmalleen
samoissa kohdissa kuin y:n vapaat esiintymat ¢(y):ssa
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Ehdon, ettd ¢ ei saa sisaltda V ja d, korvaaminen lievemmall3

Jokaisessa edella olleessa laissa tai sdannossa, jossa kiellettiin V ja 4,
ne sallitaan silla ehdolla, etta mikaan sijoitettavan lausekkeen tai kaavan [94]
(vapaa) muuttujasymboli ei joudu sidotuksi missdan korvauskohdassa.

e lausekkeen tapauksessa muuttujasymboli, kaavan tapauksessa vapaa muuttujasymboli
e esim. [19,25]

Jos § = g tai seka f ettd g on maarittelematon, ja jos
@ ei sisdlld symboleita V ja 3, niin ¢(f) = ¢(g).

muuttuu muotoon

Jos { = g tai seka f ettd g on maarittelematon, ja jos
mikdan f:n tai g:n muuttujasymboli ei ole sidottu
minkddn vapaan x kohdalla ¢(x):ssa, niin @(f) = ¢(g).

— ilman vaatimusta "ei joudu sidotuksi’ voitaisiin esim. oletuksesta x = 0 valitsemalla
¢ (a):ksi Vx:x*>ajohtaa F & Vx:x?>x & Vx>0 < T
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Lisaa predikaattilogiikan lakeja

e De Morganin lait
—Vx:@(x) = dx:-0(x) —dx:@(x) = Vx:—0(x) [95]

samanlaisten kvanttorien vaihto

Vx:Vy:@(x,y) = Vy:Vx:o(x,y) dx:dy:e(x,y) = dy:dx:o(x,y) [96]
erilaisten kvanttorien vaihto toimii vain toiseen suuntaan

dx:Vy:o(x,y) = Vy:3dx:o(x,y) [97]
— toisinpain ei pade, esim. Vy:dx:x# y mutta ei dx:Vy:x#y
kvanttorien kasvavuus

Jos x:std ei ole oletettu mitdan ja @(x) = w(x) , niin

Vx:@x)=Vx:y(x) ja dx:0(x)=dx:y(x) .

kvantifioinnin jakaminen kahdeksi
— huomaa jalkimmaisten suunnat!

Vax : = (Vx:o(x) N (Vx:y
dx : (x) = (Ix:0x))V(Tx:y
Vax : Vy(x) < (Vx:o(x))V(Vax:
dx : AY(x) = (Ix:o(x))A(Tx:
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Joihinkin lakeihin liittyy ehtoja, jotka estavat eri muuttujia sekoittumasta toisiinsa

® esim.
— mikaan f:n tai g:n muuttujasymboli ei ole sidottu

minkdan vapaan x kohdalla ¢(x):ss3
— x:sta ei ole oletettu mitaan

e kirjallisuudessa ehdot vaikuttavat sekavilta
e valitettavasti ne vaikuttavat sekavilta myos naissa luennoissa @

e niiden kanssa parjaa, kun ajattelee, ettd eri muuttujilla voi olla sama nimi,
ja pitaa huolta, ettd nimen esiintyma viittaa aina oikeaan muuttujaan

e sidotun muuttujasymbolin vaihto auttaa usein, mutta sekin on toki tehtava oikein!

Osakaavan siirto kvanttorin vaikutusalueeseen
Jos x el esiinny vapaana ¢:ssa, niin
PAVx:y(x) = Vx: o Ay(x) e Adx:y(x) ' [100]
eVVx:y(x) = Vx:oVy(x)

e ilman ehtoa voitaisiin erehtyd esim. x < 1 AVx:x> >0 Vx:x<1AX2>0

e (x < 1):n x tarkoittaa eri muuttujia virheellisen =:n eri puolilla
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Kvanttorien luonti- ja eliminointilait

e kaikkikvanttorin poisto

Jos § on maaritelty ja mikdan sen muuttujasymboli ei ole sidottu

minkdan vapaan x kohdalla ¢(x):ss3, niin Vx:@(x) = o(f) . [101]
e kaikkikvanttorin luonti

Jos muuttujasymbolista x ei ole oletettu mitdan, niin @(x) = Vx:¢@(x) . [102]

e olemassaolokvanttorin luonti

Jos mikaan f:n muuttujasymboli ei ole sidottu minkaan

vapaan x kohdalla ¢(x):ssa, niin @(f) = dx: @(x) . [103]

— ei tarvita oletusta, ettd f on maaritelty (jollei ole mutta ¢(f) tuottaa T, niin ¢(a)
tuottaa T jokaisella puheenaiheen alkiolla [59], ja niitd on olemassa [sivu 39])

e olemassaolokvanttorin poisto

Jos muuttujasymboli ¢ ei esiinny aiemmin, ¢(x):ssa

eikd y:ssd, ja jos @(c) = y, niin Ix:@(x) = y. [104]

— usein ensin paatellddn dx: ¢@(x) ja sitten johdetaan ¢(c):std v

— ¢ edustaa arvoa, jonka dx: @(x) lupaa olevan olemassa

— jos @(x):n muut vapaat muuttujat kuin x ovat xy,...,x,, niin ¢ voi
rilppua niistd; tdta voi korostaa merkinnalla c(x1,...,x,) tai cx, .. x,
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Kuinka nama lait voi muistaa?

e en tiedd, mind en muista niita kaikkia!
e aika moni on (varsinkin 2-arvologiikassa) ilmeinen, kun miettii symboleiden merkitysta

e esim. =Vx:@(x) = dx:-@(x)
— jos @(x) ei jokaisella x tuota T, niin on olemassa jokin x jolla ¢(x) ei tuota T
— jonkin niista taytyy tuottaa F, jotta —Vx: @(x) tuottaisi T eikd U
e esim. Jx:Vy:@(x,y) = Vy:3dx:o(x,y)
— se x:n arvo, joka kelpaa vasemmalla, kelpaa oikeallakin
— laki ei pade toisinpain, koska vaikka jokaisella y olisi
sopiva x, sama x ei valttamatta kelpaa jokaiselle y
— jokaisella on tai on ollut aiti, mutta kukaan ei ole ollut jokaisen aiti
— esim. Vy:dx:x =y tuottaa T mutta dx:Vy:x=y tuottaa F

V:n ja d:n symmetria 777
e jokainen V korvataan J:lla ja painvastoin
o —(Vx:kaava"(@,...,9,)) = Ix: ~kaava™(@y,...,Q,) = Ix:kaavay,(—@y,...
o —(Ix:kaava™(@,...,9,)) = Vx:-kaava"(@i,...,0,) = Vx:kaava,(—qy,...

Rajoitettu kvanttori, tapaus 1

e Vx € A: @(x) tarkoittaa "jokaiselle joukkoon A kuuluvalle x:lle patee ¢(x)"
— tarkoittaa samaa kuin Vx:x € A — ¢(x)
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e dx c A: ¢(x) tarkoittaa "jollekin joukkoon A kuuluvalle x:lle patee ¢(x)"
— tarkoittaa samaa kuin dx:x € AA @(x)

e niissa A on yleensa jokin yksinkertaisesti ilmaistavissa oleva joukko, esim. R
— siis A:ta kaytetdaan usein kuten tyyppimaareita ohjelmoinnissa, vrt. int n
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Rajoitettu kvanttori, tapaus 2

o Vx;x(x):¢@(x) tarkoittaa samaa kuin Vx: x(x) — ¢(x)

e dx;x(x): @(x) tarkoittaa samaa kuin dx: y(x) A @(x)

e kaytetdan erityisesti taulukoita kasittelevien ohjelmien todistamiseen

e keskiosa on tarkoitettu rajoittamaan taulukon indeksit sallitulle alueelle
— esim. Vi;1 <i<n:Ali| <Ali+1]

keskiosan maarittelema alue voi olla tarkoituksellisesti tyhja
— jokainen sellainen vaite tuottaa T

— esim. Vi;1 <i<0:A[i]| <A[i+1] tuottaa T

— harvoin kirjoitetaan tahallaan Vi;1 <i < 0: ¢, mutta usein
kirjoitetaan tahallaan Vi;1 <i<n: ¢ kun n voi olla 0 tai 1
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Rajoitettu kvanttori voi aiheuttaa yllatyksen, kun keskiosa maarittelee tyhjan alueen

e esim. Vx:¢@(x) = dx:¢@(x) on pateva [sivu 39| tai [101,103],
mutta Va;x(x):o(x) = dx;x(x): @(x) eiole
— virhe syntyy tdsmalleen sellaisilla ¥ ja @, ettd x(x) ei millddn x:n arvolla
tuota T, ja @(x) tuottaa T niilld x:n arvoilla joilla y(x) tuottaa U
— nyt vastaesimerkit eivat ole x:n arvoja vaan kaavoja, esim. % =0jax=0

e perusmuotoisilla kvanttoreilla ei tata yllatysta voi tulla,
koska puheenaiheessa on aina oltava ainakin yksi alkio

Esimerkki: A[i] on pienempi kuin mikddn muu taulukon
A|l...n] alkio, missa i on laillinen indeksi

o 1 <i<nAVj;1<j<nAi# j:Alil <A|j| sanoo sen oikein
— 1 <i<nA huolehtii, etta i on laillinen indeksi
— kun n =0, osuus 1 <i <n ja samalla koko kaava tuottaa F, kuten pitaakin

e j ei esiinny vapaana osakaavassa 1 <i<n
e jos x ei esiinny vapaana @:ssa, niin @ AVx: y(x) < Vx: @ Ay(x) [100]
o silti Vj;1<j<nAi#j:1<i<nAAli|<Alj] & T ,kunn=0

Vastaavasti Jx; x(x) : @(x) voi aiheuttaa yllatyksen, kun x(x) tuottaa F jokaisella x

e esim. jos x ei esiinny vapaana @:ss3, niin @V ix: y(x) < dx:oVy(x) [100],
mutta ei valttamattd oV dx;x(x): w(x) < dx;x(x): @V y(x)

AV Sovellettu predikaattilogiikka 12. joulukuuta 2023 11 Kvanttorit ja niiden lait 179/208



Tapauksissa Vx; x(x) : @(x) ja 3x;x(x) : @(x) patevia
lakeja voi johtaa em. maaritelmien avulla

e esim. J-kvantifioinnin jakaminen kahdeksi
s x(x) : @(x) Vy(x)
i x(x)A(e(x)Vy(x)) Ax; x(x) : @(x) maaritelma
A x(x)Ao(x)Vx(x) Aw(x) 9] 777 ei [22]
(B 2(x) A () VA £ () Aw(x)  [99
(s x(x) : @(x)) VIx; x(x): y(x) dx; x(x) : @(x) maaritelm3
sis . 3620 9V y(a) > (i) 900V () 5 v

e esim. De Morganin laki
Vs 2 (x) - @(x)
=Vx: x(x) = @(x) Vs x(x) : @(x) maaritelma
=Vx =y (x)Ve(x) 41]
T =(x(x)Ve(x) [95]
Tz x(x) A—o(x) 7]
A x(x) : =@(x) dx; x(x) : @(x) maaritelm3
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12 Modernin logiikan suuria tuloksia

Tassa luvussa kiaydaan pikaisesti lapi predikaattilogiikan suuria tuloksia

o kaikki tulokset ovat kaksiarvologiikalle (siis U ei ole kdytossa)

e nimet ja vuosiluvut ovat varhaisin suunnilleen sama tulos
— tulosten nykyversioissa on laajennoksia ja selkeytyksia

Tahan asti kasitelty predikaattilogiikka on ensimmaista kertalukua (first-order)

e kvanttorien kohteina on vain muuttujia

e esim. jos ei-loogisissa symboleissa on yksipaikkainen funktio f, niin voi sanoa,
ettd jokin alkio ei ole f:n tulos ja f tuottaa eri alkioista eri tulokset

(a:—Tx:a=f(x)N(Vx:Vy: f(x) = f(y) > x=Y)
= a, f(a),f(f(a)),... ovat kaikki eri alkioita

= puheenaiheessa on dareton maara eri alkioita
e jollei f:std sanota muuta, niin se ei aiheuta muuta kuin ettd alkioita on darettomasti
Toisessa kertaluvussa kvanttorien kohteina saa olla myo6s relaatioita ja funktioita
® VvOi sanoa esim. ettd puheenaiheessa on vain aarellinen maara eri alkioita:
—3f:(Ja:-Ix:a=fFf(x)AN(Vx:Vy: f(x) = f(y) > x=Y)

e (kolmannen jne. kertaluvun predikaattilogiikka ovat vield yleisempia)
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Turingin kone (Alan Turing 1937)

e (monenlaisia muunnelmia esiintyy)

e ohjausyksikko, jolla on darellinen
maara sisaisia tiloja
— vyksi niista on alkutila
— yksi niista on hyvaksymistila,
johon saavuttuaan kone pysahtyy

yhteen suuntaan dareton ruutuihin jaettu nauha
— aakkosto on jokin aarellinen joukko merkkeja l
— kussakin ruudussa on yksi merkki aakkostosta

— yksi aakkostoon kuuluva merkki on "tyhj3" -1a|b blala

kussakin askeleessa sisdisen tilan ja ohjausyksikon kohdalla olevan merkin perusteella
— vaihtaa ohjausyksikon kohdalla olevan merkin toiseen tai jattaa sen ennalleen

— siirtyy yhden ruudun verran vasemmalle tai oikealle, tai pysyy paikallaan

— menee uuteen (tai samaan) sisdiseen tilaan

aluksi syote on nauhan alussa ja muu osa nauhaa on tyhja
koneen pysahdyttya (jos pysdhtyy) tulos on se mikd on nauhan alussa

voi laskea kaiken, minka oikea tietokonekin, eikd muisti lopu kesken
— ohjelmoijan ja pysahtymisen odottajan karsivallisyys voivat loppua kesken!

yleisin logiikassa kaytetty kriteeri sille, mitad voi ja ei voi automatisoida
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Hyvin paljon voi ilmaista merkkijonojen kaavoina konkatenoinnilla

e ci-loogiset symbolit ovat merkkijonovakiot ja merkkijonojen liittaminen perakkain
— esim. jos x = "va' , niin "Jy"x"s""kyld" = " Jyvaskyla"
— rajoittimina sallitaan myos ..." jne., alussa ja lopussa sama maara pisteita

= myos ', ., .." jne. saadaan merkkijonovakion sisaltéon ilman \-koodeja tms.

e esimerkkeja
— x ei sisalla lainausmerkkia: Vy : Vz: x #y.
— x alkaa ja loppuu samaan merkkiin:
de:c#""NNVy:Vz:ic=yz—y=""Vz="")Ady: x=cyc
e on olemassa algoritmi, joka mille tahansa Turingin koneelle tekee kaavan TK(s,1,¢),
joka on tosi jos ja vain jos [ on syotteelld s alkava ja tuloksella ¢ pysahtyva laskenta
— Turingin koneen konfiguraatio kertoo sisdisen tilan,
sijainnin nauhalla ja nauhan epatyhjan alkuosan sisallon
— esitetdan TK:n perakkaiset konfiguraatiot merkkijonona
— jollakin kikalla ilmaistaan konfiguraatioiden valiset rajat

= minka tahansa merkkijonojen ominaisuuden, jonka voi tarkastaa
Turingin koneella, voi ilmaista kaavana 3/ : TK(s,/, oikein!")

= minka tahansa merkkijonojen ominaisuuden, jonka
voi tarkastaa algoritmilla, voi ilmaista kaavana
— kaavasta tulee usein erittain pitka!
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Ei ole olemassa algoritmia, joka tarkastaisi jokaisen suljetun kaavan totuuden

e sen pitdisi mille tahansa suljetulle kaavalle vastata oikein "tosi” tai "epatosi”

e d/:3r: TK(s,l,t) sanoo "Turingin kone TK pysdhtyy syotteelld s"

e seuraavalla tavalla toimiva algoritmi olisi pysdahtymistesteri:
— kaanna testattava aliohjelma Turingin koneeksi TK
— muodosta TK:sta ja s:std kaava 3l : Jr: TK(s,[,1)
— aja suljettujen kaavojen totuustesteri muodostamallesi kaavalle

Siis kaavoina voi ilmaista enemman kuin mita voi tarkastaa algoritmeilla

e lisdtietoa
— Wikipedia: Arithmetical Hierarchy
— Stanford Encyclopedia of Philosophy: Recursive Functions
~> 3.6.1 The arithmetical hierarchy
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Hyvin paljon voi ilmaista luonnollisten lukujen kaavoina symboleilla O, 1, + ja -

e olkoon p alkuluku, joka on vahintdan yhta suuri kuin aakkoston koko
numeroidaan aakkoston merkit ykkosesta alkaen
merkkijonon cjcs - - - ¢, voi esittdsd lukuna c;p" '+ p" 2+ ...+ choap® +Cn1p+cn

_ pn—l pn—i—l_l
T < tulos < P

sen, ettd x:n merkkijono ja y:n merkkijono perakkain
tuottavat z:n merkkijonon, voi esittda kaavana

— kukin (14...+1) sisdltaa p ykkosta

— rivi 1 sanoo, ettd on olemassa k, joka on p:n potenssi
— rivit 3 ja 2 sanovat, etta k< (p—1)y+1 < pk

= k on juuri se p:n potenssi, joka vastaa y:n merkkijonon pituutta
= kx+y vastaa sitd, ettd x:n merkkijono lisitdan y:n merkkijonon eteen

1 Fk: (Vi:Vjik=ij—i=1V3h:i=(14...+1)h)
2 AN (Gh:(I+.. . +)y+1+1+h=(1+...+ Dk+y)
3 AN (FGh:(14+...+1)y+1=k+y+h)

4 N z=kx+y

kaiken minka voi ilmaista merkkijonojen kaavoina konkatenoinnilla, voi ilmaista
helposti tulkittavalla tavalla koodattuna luonnollisten lukujen kaavoina

alkuperainen kaava on suljettu jos ja vain jos muunnoksen tuloskin on
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Kaavana voi ilmaista "@:n sisalto on suljettu kaava”, mutta

€

AV

i " @:n sisaltd on tosi suljettu kaava” (Tarski 1933)

e oletetaan, etta tsk(¢) sanoo "@:n sisdltd on tosi suljettu kaava”

e jos tsk(¢@) olisi olemassa, voitaisiin kirjoittaa seuraavanlainen suljettu kaava:
— tarvittava pisteiden maara riippuu tsk(¢):sta, tassd on havainnollisuuden vuoksi 6

e lukemisen helpottamiseksi merkkijonovakioiden sisallot ovat vihrealla
— vihredssa ..." on aina viahemman pisteita perakkadin kuin ymparoivissa mustissa ..."
= mikaan vihred ..." ei lopeta merkkijonovakiota ennenaikaisesti

e alarivin vihred osa on tasmalleen sama kuin ylarivi, ja sama kuin g:n sisalto

o ylarivissa ..." "...... muodostaa

= tsk:n parametri on seuraavat perakkain: g:n sisalto,

= tsk:n parametri on koko kaava

= kaava matkii Willard Van Orman Quinen lausetta (1962), joka ei ole tosi eikd epatosi:

"laitettuna lainausmerkeissa itsensa eteen tuottaa epatoden vaittaman.”
laitettuna lainausmerkeissa itsensa eteen tuottaa epatoden vaittaman.

= kaavaa tsk(¢@) ei ole olemassa
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Huomatuksia

e todistusperiaate toimii myos luonnollisille luvuille
— lausekkeet ja kaavat koodataan luonnollisiksi luvuiksi kuten Goédel teki 1931

— kaavan laittaminen puhumaan itsestdan monimutkaistuu paljon, diagonal lemma
= todistus on paljon edelld esitettya vaikeatajuisempi

e tavallisesti tama tulos esitetdan luonnollisille luvuille eikd merkkijonoille
e Tarski esitti todistusperiaatteen yleisena ja todistuksen luonnollisille luvuille
e myos Godel oli keksinyt tuloksen, ehkd ennen Tarskia, mutta ei julkaissut sita
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Godelin ensimmaisen epatidydellisyyslauseen kevytversio merkkijonoille

e mitd tahansa ei voida hyvaksya pateviin paattelyperiaatteisiin
— "syotyani kaksi karpdssientd ndin seuraavana yona unessa, ettd asia on niin”
— "suuri kunnioitettu johtajamme on valtameren laajuisessa viisaudessaan
kansamme kaikinpuoliseksi hyvaksi ja eduksi sanonut, ettd asia on niin”

= tdytyy (ainakin periaatteessa) olla olemassa todistukset tarkastava algoritmi
— nyKkyisin sitd pystytdan tekemaan paljon kdytannossakin tietokoneilla, mutta . ..
— ... sellaiset todistukset ovat usein hyvin pitkia ja ihmisille epaselvia

olkoon Tod(@, p) kaava, joka on tosi jos ja vain jos @ on suljettu kaava ja
todistukset tarkastavan algoritmin mielesta p on sille pateva todistus

dp : Tod(@, p) ilmaisee " @:n sisaltd on suljettu kaava, jonka voi todistaa”

tama kaava on suljettu ja sanoo, etta sitd itsedan ei voi todistaa:

jos sen voi todistaa, se on epatosi suljettu kaava jonka voi todistaa
= todistusjarjestelma on rikki

= jos todistusjarjestelma on ehja, niin ym. on tosi suljettu kaava, jota ei voi todistaa

= jokaisella ehjalla merkkijonojen konkatenoinnin todistusjarjestelmall3
on tosi suljettu kaava, jota jarjestelma ei todista
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Jokaisella ehjalla merkkijonojen konkatenoinnin todistusjarjestelmalla on
aarettoman monta totta suljettua kaavaa, joita jarjestelma ei todista

e jos niita olisi vain darellinen maara, niin niista voisi olla luettelo
e todistusjarjestelma aloittaisi katsomalla onko annettu kaava siina
Edellisen sivun alareunan tuloksen voi todistaa myos siita, ettd pysahtymistesteria ei ole

e jos jokainen tosi suljettu kaava ja vain ne voitaisiin todistaa,
niin seuraava ohjelma olisi pysahtymistesteri

pysahtymistesteri( merkkijono o, merkkijono s )

if o ei ole aliohjelma then return "ei ole aliohjelma”

kddanna o Turingin koneeksi TK ja muodosta kaava ¢ := d/: Jr: TK(s,[,1)

merkkijono p :=
while T do
if Tod( ¢,p) then return "pysidhtyy”
if Tod(—¢,p) then return "ei pysdhdy”
p = seuraava _merkkijono(p)

e jos todistusjarjestelma todistaa myoOs epatosia suljettuja
kaavoja, niin ohjelma voi vastata vaarin

e jos todistusjarjestelma ei todista kaikkia tosia suljettuja
kaavoja, niin ohjelma voi laskea ikuisesti
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Emme olettaneet todistusjarjestelmaltd muuta kuin etta
on olemassa algoritmi, jolla todistukset voi tarkastaa!

e todistusjarjestelma on ehja jos ja vain jos jokainen sen todistama kaava on tosi

e todistusjarjestelma on taydellinen jos ja vain jos se todistaa jokaisen toden kaavan

e merkkijono p todistaa tai ei todista kaavan ¢

e jos p ei todista (:ta, niin ei saatu tietoa siitd, onko ¢ tosi
— "kahvi on epaterveellistd, koska Wikipedian sivulla Kurt Godel lukee niin”
— se, etta siella ei todellisuudessa lue niin, ei todista kahvia epaterveelliseksi

e emme olettaneet, ettd todistukset yhtaan muistuttavat tuttua loogista paattelya
= Godelin ensimmaisen epatdydellisyyslauseen kevytversio on erittdin yleinen

Jos todistusjarjestelma todistaa jokaisen toden suljetun kaavan ja vain ne, niin
edellisen ohjelman loppuosa on algoritmi suljettujen kaavojen totuuden testaamiseksi

e puheenaihe valituilla ei-loogisilla symboleilla on ratkeava jos ja vain jos
sille on algoritmi suljettujen kaavojen totuuden testaamiseksi

e sellainen algoritmi itsessdan kelpaa todistusjarjestelmaksi em. mielessa
— todistusjarjestelman ei ole pakko kdyttaa p:td apuna @:n totuuden selvittdmisessa

= merkkijonot konkatenoinnilla ei ole ratkeava
— siitd tulee ratkeava, jos konkatenoinnin sijaan on merkin lisiaminen alkuun
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Myoskaan luonnolliset luvut symboleilla 0, 1, 4+ ja - ei ole ratkeava

e edelld esitetyn muunnoksen merkkijonoista
luonnollisiin lukuihin voi suorittaa algoritmilla

= jos luonnollisille luvuille olisi suljettujen kaavojen totuuden
ratkaisualgoritmi, niin myos merkkijonoille olisi
— kaannetaian merkkijonojen suljettu kaava luonnollisten lukujen suljetuksi kaavaksi
— kaytetdan luonnollisten lukujen ratkaisualgoritmia

= jokaisella ehjalla luonnollisten lukujen kaavojen todistusjarjestelmalla
on tosi suljettu kaava, jota jarjestelma ei todista
— tulos olettaa, ettd kaytettavissa ovat 0, 1, + ja -

e myoskdan mikaan sellainen puheenaihe ei ole ratkeava, jolle merkkijonojen kaavat
konkatenoinnilla tai luonnollisten lukujen 0, 1, +, - kaavat voi kaantaa algoritmilla

= epatdydellisyystulos on todellakin erittdin yleinen

Jattamalld + tai - (tai molemmat) pois, luonnolliset luvut muuttuvat ratkeavaksi

e + on mutta - puuttuu: Presburger-aritmetiikka

— ratkaisualgoritmin voi perustaa niin sanottuihin darellisiin automaatteihin
— huonoimman tapauksen aikavaativuus on suuri

— silti riittavan nopea moniin tarkoituksiin, mm. MathCheck
e - on mutta + puuttuu: Skolem-aritmetiikka
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Yllatys!

e reaaliluvut symboleilla 0, 1, +, - ja < on ratkeava!
— Tarski (ja Seidenberg), ehkd 1949, tolkuttoman hidas
— kaytannollinen algoritmi: cylindrical algebraic decomposition (Collins 1975) O(2%")

— reaalisuljettu kunta (real closed field)

tama on yllatys, koska

— luonnolliset luvut ovat reaalilukujen osajoukko

— reaalilukujen tuttu maaritelma sisidltdd monimutkaisen taydellisyysaksiooman

— reaalilukuja on ylinumeroituva mutta luonnollisia lukuja vain numeroituva maara

miksei reaalilukujen ratkaisualgoritmia voi kayttaa

luonnollisten lukujen ratkaisualgoritmina?

— siksi, etta joidenkin kaavojen totuus riippuu siitd, kummassa ne tulkitaan
—esim. dx:0<x<1

eiko tama ratkea lisdamalla osa, joka sanoo, ettd x on luonnollinen luku?

— esim. dx: 0 <x < 1Aon_luonnollinen(x)
— kaavaa on_luonnollinen(x) ei voi kirjoittaa vain symboleilla 0, 1, +, - ja <

jos lisdtdan sinifunktio, niin on_luonnollinen(x) <
dp:sinpx=0Ap>0Asinp=0A(Vx:0 < x < p— sinx #0)

= jos lisataan sinifunktio, niin reaaliluvut muuttuvat ratkeamattomaksi
e on avoin ongelma, muuttuvatko ne ratkeamattomaksi jos lisdtaan e* (eika sin)
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Godelin ensimmdinen epataydellisyyslause (Kurt Godel 1931)

e vuoden 1930 tienoilla eli voimakkaana ajatus, etta tieteelliset vaitteet
pitdd perustella havainnoilla ja/tai loogisella todistuksella

aikakausi ei olisi hyvaksynyt kasitetta "tosi suljettu kaava, jota ei voi todistaa”
— jos sitd ei voi todistaa, niin milld perusteella / missd mielessd se on tosi?

Godel kiersi taman kayttamalla kasitetta
"sellainen suljettu kaava ¢, ettd todistusjarjestelma ei todista ¢ eikd —@"

todistusjarjestelma on taydellinen jos ja vain jos sellaista kaavaa ei ole olemassa
— uusi merkitys sanalle "taydellinen”, vrt. sivu 190

han naytti, ettd kaavat ja todistukset voi esittda
luonnollisilla luvuilla symboleilla 0, 1, +, -

han oletti, ettd todistusjarjestelma pystyy ainakin niihin asioihin, joita alla kaytetdan
— oletukset ovat varsin vaatimattomat, mutta silti enemman kuin kevytversio vaatii

yksi oletuksista on nykykielella: on olemassa algoritmi, joka tarkastaa,
onko luku p kaavan numero k jonkin todistuksen numero

— koska Turingin konetta ei vielad ollut keksitty, Godel joutui ilmaisemaan sen toisin

Godelin esitystavasta seuraa: jos p on / ei ole kaavan, jonka numero on k, jonkin
todistuksen numero, niin jarjestelma todistaa Tod(k,p) / —~Tod(k, p)
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Godelin todistuksen paapiirteet

e han osoitti, ettd on olemassa luku g, jolle kaavan —3p : Tod(g, p) numero on g
— kaava sanoo "mik3dan luku ei ole kaavan numero g minkdan todistuksen numero”
— luvun g olemassaolon todistus on vaikeatajuinen!

jos jokin luku, vaikka 3810, on kaavan —dp: Tod(g, p) todistuksen numero, niin
— jarjestelm3 todistaa =dp : Tod(g, p)

— jarjestelma3 todistaa Tod(g,3810) ja edelleen dp : Tod(g, p)

= ristiriita

muussa tapauksessa
— jarjestelma3 ei todista —=dp : Tod(g, p)
— jarjestelm3 todistaa = Tod(g,0), —=Tod(g,1), ...

jos jarjestelma ei todista dp : Tod(g, p), niin se on epatadydellinen

muussa tapauksessa jarjestelma todistaa, ettd p on olemassa, mutta
todistaa jokaisesta luvusta erikseen, ettd se ei kelpaa p:ksi

— tama ei ole ristiriita, mutta on silti mahdoton hyvaksya

— sen nimi on -ristiriita
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Godelin toinen epataydellisyyslause

e kaava numero g eli =dp: Tod(g, p) sanoo "mikdadn luku ei todista kaavaa numero g"
e niaimme edell3, ettd jos jokin luku todistaa kaavan numero g, niin seuraa ristiriita
= jos todistusjarjestelma on ristiriidaton, niin

— ei ole olemassa lukua, joka todistaa kaavan numero g

— mutta juuri sen kaava numero g sanoo, joten kaava numero g on tosi

e sama ajatuskulku voidaan esittda luonnollisilla luvuilla kaavojen numeroilla
— ristiriidattomuus voidaan ilmaista esim. =3p : Tod(f, p),
missd f on kaavan 0 =1 numero

= jos luonnollisten lukujen todistusjarjestelma "tietdd"”, etta se itse on ristiriidaton,
eli jos se todistaa =dp : Tod(f, p), niin se todistaa kaavan g

e silloin jokin luku on kaavan g todistuksen numero, jolloin tulee em. ristiriita

= mikaan luonnolliset luvut symboleilla 0, 1, + ja - ja peruslogiikan sisaltava
ristiriidaton todistusjarjestelma ei voi todistaa omaa ristiriidattomuuttaan

On tavallista tulkita timan tarkoittavan, ettd matematiikka ei voi
todistaa omaa ristiriidattomuuttaan, paitsi jos se on ristiriitainen

e tavallinen ristiriitainen todistusjarjestelma kylla todistaa oman ristiriidattomuutensal
— ristiriidasta voidaan tavallisissa todistusjarjestelmissa todistaa ihan mita tahansa
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J. Barkley Rosser naytti 1936, miten voidaan valttda tarve puhua -ristiriidoista

e Rosserin kaava R on Vp : (Tod(r,p) — dx: x < p ATod(7,x))
— ym. kaavan numero on r
— sen negaation numero on 7

— "jokaiselle luvulle, joka todistaa minut, on olemassa
enintaan yhta suuri luku, joka todistaa negaationi”

e jos vaikka 3810 todistaa R:n, niin todistusjarjestelma todistaa
kaavat R, Tod(,3810) ja Jx:x <3810A Tod(7,x))
— jos sellainen x on olemassa, niin jarjestelma todistaa —R, jolloin saatiin ristiriita
— muussa tapauksessa se todistaa = Tod(7,0), =Tod(#,1), ..., =Tod(7,3810)

ja niistd —dx: x <3810 A Tod(7,x), taas ristiriita

e jos vaikka 3810 todistaa —R:n, niin todistusjarjestelma todistaa
kaavat Tod(7,3810) ja dp: Tod(r,p) A—=3x:x < p A Tod(7,x)
— se todistaa dp: Tod(r,p) A p < 3810
— jos sellainen p on olemassa, niin se todistaa R:n, joten saatiin ristiriita

— muussa tapauksessa jarjestelma todistaa
—Tod(r,0), =Tod(r,1), ..., = Tod(r,3809), taas ristiriita

e Rosserin tuloksen vuoksi w-ristiriitaisuus ei ole tarkeda epataydellisyydelle
(toisin kuin joidenkin tiedettd havainnollistavien tekstien perusteella voisi luulla)
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Aksioomat ja paattelyjarjestelmat

e edelld tdssd luvussa olemme olettaneet hyvin vahan siitd, miten kaavoja todistetaan
— todistusten on oltava tarkastettavissa algoritmilla
— epataydellisyyslauseet olettavat jonkin verran predikaattilogiikan paattelykykya

e matematiikassa ja logiikassa hyvin tavallinen rakenne:
ei-loogiset symbolit, aksioomat ja paattelyjarjestelma ~~ teoria

e eci-loogiset symbolit ovat puheenaiheen vakiot, funktiot ja relaatiot
e todistusjarjestelma voi olla paattelyjarjestelma ja aksioomat, tai olla muunlainen

Aksioomat

e puheenaiheen mukaan valittu (mahdollisesti dareton) joukko suljettuja kaavoja
e usein vaaditaan, ettd "on aksiooma” on oltava tarkastettavissa algoritmilla

e aksioomaskeema esittda (tyypillisesti darettoman) joukon aksioomia siten,
ettd voidaan tarkastaa algoritmilla, kuuluuko annettu merkkijono siihen

Paattelyjarjestelma

e sen avulla johdetaan joukosta kaavoja lisad kaavoja
— aksioomista teoreemoja
— jo johdetuista kaavoista ja tilapaisista oletuksista kaavoja

e samaa paattelyjarjestelmaa voidaan kayttda monelle eri puheenaiheelle
e pian tulee esimerkki, ns. luonnollinen paattely
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Esimerkki: Peanon aritmetiikka (1. kertaluku)

Vx:x+1#0 Vx:Vy:x+1=y+1—=x=y

Vx:x+0=x Vx:Vy:x+(y+1)=(x+y)+1

Vx:x-0=0 Vx:Vy:x(y+1)=xy+x

Jokaiselle kaavalle ¢, missa @:n vapaat muuttujat ovat x,yq,...,V,:

Vyr s Yy s (@(0O) AV @(x) — @(x+ 1)) — Vx: @(x)

(usein "...+1":n tilalla on "S(...)", mutta ne tarkoittavat samaa)
ylimmat kaksi takaavat, ettd 0, 0+ 1, 0+1+41, ... ovat erisuuret
seuraavat nelja maarittelevat yhteen- ja kertolaskun

vield tarvitaan "muita luonnollisia lukuja ei ole”

2. kl. pred.logiikassa sen voi sanoa VX : (X(0) AVx: X(x) = X(x+1)) = Vx: X (x)

— jos N:n osajoukko sisaltaa 0 ja jokaisen sisaltamansa luvun seuraajan, niin se on N
— mutta 2. kl. pred.logiikassa on ongelmansa, joiden vuoksi usein halutaan 1. kl.

alin aksiooma on nimeltidan induktioaksiooma
— sama idea kuin edelld, mutta vain kaavoina maariteltavissa oleville N:n osajoukoille

— ei ole yksi aksiooma, vaan aksioomaskeemana ilmaistu dareton joukko aksioomia
— usein yy,...,y, jatetdan ndyttimattd = epdolennainen virhe (ei ole suljettu kaava)

1. epataydellisyyslauseen vuoksi kummallakaan tavalla ei saada taydellisyytta
— esim.: Paris-Harringtonin lause
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Esimerkki: reaalisuljetut kunnat
e kunta-aksioomat
Vx:Vy:x+y=y+x Vy i xy =yx
Vx:Vy:Vz:(x+y)+z=x+(+2) Yy (xy)z = x(yz)
Vx:x+0=x x-1=x
Vx:dy:x+y=0 x#£F0—=>dy:xy=1
0+#1 Yy Vz:ix(y+2z) =xy+2xz
e jarjestysaksioomat
Vx:Vy:x<yVy<x VY x<yAy<xcrx=y
Vx:Vy: Vzix<yAy<z—x<z
Vx:Vy:Vz:ix<y—x+z<y+z Vy:0<xAN0<y—0<xy
e taydellisyysaksiooman korvikkeet
Vx:0<x—dy:yy=x
Jokaiselle parittomalle #:
Ya,:...Vay:Va; :Vag:a,=0VIdx:a,x---x+...+arxx+ajx+ayg=0

e matematiikan "tdydellisyysaksiooma” ei ole 1. kl (on 2. kl)
= ei kaytetad reaalisuljettujen kuntien maaritelmassa
— jokaisella epatyhjalla ylhailta rajoitetulla joukolla on pienin ylaraja
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Yksinkertainen "luonnollisen paattelyn™ jarjestelma

AV

alla I ja A ovat kaavojen joukkoja
symboleita T ja # ei kayteta

|ahtokohdat ja paatellyt kaavat muodostavat kasvavan joukon,
jonka kaikkia kaavoja saa kayttda jatkopaattelyssa

Pl 19jFo
P2 JosT'F ¢ ninTUAL ¢.

P3 JosTFo@jalTU{e}ty, ninlkFwy.

'—"" vaihtaa totuusarvon, ja kolmatta totuusarvoa ei ole

Cl OFo@V—-@  jokaisessa tilanteessa kukin kaava on tosi tai epatosi

C2 {F}Fo epatodesta seuraa mitd tahansa
C3 {@,-@}FF ristiriita on epatosi

A7 ja "V kayttaytyvat kuten luonnollisen kielen "ja" ja "tai”

AL eyt oAy V-1 {o}ttoVvy

N-E1 {oAyw}Eo V-12 {vylkFoVvy

N-E2 {oAylFy V-E  JosTU{o}FyxjalTu{v}tzy,
niin TU{oVy}F x.
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e yhtdsuuruuden perusominaisuudet

=1 0OFf=f
=-2  Jos f ja g voidaan sijoittaa x:n tilalle @(x):ssa, niin {(f=g),0(f)} - ¢(g).

e kvanttorien perusominaisuudet

V-E Jos | voidaan sijoittaa x:n tilalle @(x):ssa, niin {Vx: @(x)} F ¢(f).
V-1  JosI'F ¢@(x) ja x ei esiinny vapaana I":ssa, niin I' Vx: ¢(x).

3-1  Jos f voidaan sijoittaa x:n tilalle ¢(x):ssa, niin {@(f)} F 3x: @(x).
3-E  Jos T'U{@(y)} F v ja y ei esiinny I':ssa, (dx: @(x)):ssad eikd y:ss3,

niin TU{Ix: o(x)} F y.
e esim. mista tahansa voidaan todistaa —F
0 Fv—-F (1
{F} —-F C2
{=F} —F P1
{FV—F} —-F V-E, 2,3, T=0
] —F P3,1,4,T'=0
) —F P2, 5
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e esim. jos TU{=¢@}FF, ninTk ¢

0
I

{o}

r'u{e}
Fu{-e}

{F}
Fu{-e}U{F}
Fu{-e}
Fu{eVv-oe}
I

-

oV-p C(Cl

ovV—-p P21

[0 P1
P2, 3
|3htooletus
C2
P2, 6
P3,5 7
V-E, 4, 8

[0 P3,2,9

e melkein samoin saadaan, ettd jos TU{¢@}F F, niin ['F—¢

1
2
3
4
5
6
!
8
9

T T 1T 1T 1T T T T

—t
o
T
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Mallin olemassaololause (olettaen korkeintaan numeroituva maara ei-loogisia symboleita)

e " on ristiriitainen (inconsistent), jos ja vain jos I' - F
e jos I'# F, niin on olemassa puheenaihe, jossa on darellinen tai numeroituvasti
adreton maara alkioita ja joka toteuttaa jokaisen @ € I’

e todistus mukailee paattelya, jonka julkaisi Leon Henkin 1949 vaitoskirjansa pohjalta

Otetaan kayttoon numeroituvasti adreton maara uusia muuttujia vo, vy, va,...

"Kaydaan lapi” jokainen kaava ¢ jonka valituilla symboleilla voi
kirjoittaa, ja lisitdaan I':an kaavoja ristiriidat valttden seuraavasti

e 'kaydaan lapi" on tadssa vain puhetapa, sita ei voi kirjaimellisesti toteuttaa
— mutta "lapikdynnin” lopputulos on joukko-opin mukaan todistettavasti olemassa

e jos TU{¢p} ¥ F, niin lisatdan ¢, muussa tapauksessa lisataan —¢
— sivun 202 ja P3 vuoksi ja koska ' F, josTU{¢@} FF nin TU{—-@}¥F

e jos lisattdva kaava on muotoa —Vx: y(x), niin lisitdan myds =y (v;),
missd v; on jokin muuttujista vg,vy,Vvs,..., jota ei ole vield kaytetty
— tdma varmistaa, ettd —Vx : y(x) on totta siind puheenaiheessa, jota rakennamme
jos TU{—w(vi))} FF, niin T'F y(v;)
koska v; on aiemmin kdyttamaton, V-l tuottaa ' Vv, : w(v;) ja ' Vx: w(x)
niin ei voi olla, koska lisdyksen ehto oli =Vx: w(x) ¥ F

= CU{(=Vx: y(x)),(=w(v)} ¥F
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e jos lisattava kaava on muotoa dx: w(x), niin lisdtdan myds y(v;), missd v; on ...
— jos T'U{w(v;)} F F, niin 3-E:n mukaan T"'U{3dx: w(x)} F F, vastoin lisdysehtoa

e jos lisdttdva kaava on muotoa ¢ =c tai f(vi,...,vi,) = f(Vi,.--,vi,), niin lisdtadn
myds ¢ = v; tai f(vij,...,v;,) =v;, missd v; on ... eika v; ole mikdan v;,
— tama lisdys on tarpeeton, mutta helpottaa todistuksen jatkon ymmartamista
— josTU{f=v;} FF, niinTF—=(f=w)
— V-lI:n mukaan ' Vv; : =(f =v;), joten V-E:n mukaan —(f =§), josta =-1 tuottaa F

Lopullinen I" on ristiriidaton

e jos se olisi ristiriitainen, olisi ristiriidalle olemassa todistus
e kukin todistus kayttda vain darellista maaraa kaavoja

= ristiriitaisuuden todistus menisi lapi heti kun jokainen
tarvittava kaava on I':ssa, siis ennen kuin I" on valmis

e mahdotonta, koska jokainen I':n laajennos sailyttaa ristiriidattomuuden
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Lopullisessa I':ssa mukana olevat kaavat vastaavat symboleiden merkityksia

e puheenaiheen arvoiksi valitaan ne v;, joille ei ole I':ssa mikaan v; =v;, missa j <
— vakioiden arvot maaraytyvat mukana olevista kaavoista muotoa ¢ = v;
— funktioiden arvot maardytyvdat mukana olevista kaavoista f(v;,,...,vi, ) =V
— relaatioiden totuusarvot maardytyvat mukana olevista kaavoista —P(v;,,...,Vv; )
— =-1:n ja =-2:n ansiosta lausekkeiden ja kaavojen lopputulos ei riipu
siitd, mitka keskendan yhtasuurista lausekkeista ovat argumentteina

e jos mukana on @ Ay, niin mukana on ¢ eikd =,
koska muutoin A-E1:1l3 voitaisiin johtaa ristiriita

e jos mukana on Vx: ¢(x), niin V-E:n vuoksi mukana ei ole mikdan —¢(c)
e jos mukana on —Vx: @(x), niin mukana on samalla lisatty —¢(c)

Godelin taydellisyyslause

e jos I'¥# ¢, niin sivun 202 mukaan TU{—-¢@} ¥ F

= mallin olemassaololauseen mukaan on olemassa puheenaihe,
joka toteuttaa sekd jokaisen I':an kuuluvan kaavan ettd —@:n

e siksi olisi vaarin, jos I':sta voitaisiin todistaa @
= edelld esitetty paattelyjarjestelma todistaa kaiken mita pitaakin, eika yhtaan enempaa

e Godelin oma todistus (1929) oli erilainen, vaitoskirjasta sekin
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Ei ole olemassa taydellistd 2. kl. paattelyjarjestelmaa

e luonnolliset luvut 0, 1, +, - voidaan maaritelld tyhjentavasti 2. kl. predikaattilogiikalla

e epataydellisyyslauseen vuoksi luonnollisilla luvuilla joko maarittelemisen
tai paattelemisen tai molempien taytyy olla jotenkin puutteellisia

e luonnollisten lukujen ja monen muun puheenaiheen kohdalla tilanne on seuraava:
— 2. kl.: voidaan maaritella tyhjentavasti, ei voida paatella kaikkia seurauksia

— 1. kl.: ei voida maaritella tyhjentavasti, mutta kaikki seuraukset voidaan paatell3
e yleisin valinta matematiikassa on kayttaa taustateoriana 1. kl. joukko-oppia

Mallin olemassaololauseen todistuksella on omituinen seuraus

e todistuksessa muodostetussa puheenaiheessa on
enintdan numeroituvasti aaretéon maara alkioita

1. kl. maaritelmat reaaliluvuille ja joukko-opille toteutuvat numeroituvalla maaralla
alkioita (paitsi jos ei-loogisia symboleita on ylinumeroituva maara)

"oikeita” reaalilukuja ja "oikeita” joukkoja on ylinumeroituva maara

tama ristiriidalta vaikuttava tosiasia on nimeltdan Skolemin paradoksi
— sen huomasivat jo Leopold Lowenheim 1915 ja Thoralf Skolem 1920

reaaliluvut voidaan maaritelld tyhjentavasti 2. kl. predikaattilogiikalla, mutta siit3
ei saada kaikkea irti, koska ei ole olemassa taydellista 2. kl. paattelyjarjestelmaa!

myos Peanon aksioomilla on epastandardeja numeroituvia toteutumia
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Saavutettavuutta ei voi maaritelld 1. kl. kaavoilla

e alkioiden maaran voi pakottaa darettomaksi seuraavalla aksioomaskeemalla
3)61 . 3)62 - X1 75)62

E|X125|X225|)C3 - X1 #XQ %X3 75)61
dxpidxp rdxg i dxg i xy F X A X3 FE Xy F X FX3NAX F Xy

1. kl. tapauksessa sita ei voi pakottaa aarelliseksi muuten kuin kiinnittamalla ylarajan
— voi sanoa, etta alkioita on enintaan 1000
— el voi sallia miten suurta 3arellista maaraa tahansa sallimatta samalla 3arettoman

oletetaan mik3 tahansa ristiriidaton 1. kl. maaritelma, joka ei salli daretontd maaraa
— kun siihen lisataan ym. aksioomaskeema, sitd ei enaa toteuta mikdan puheenaihe
— mallin olemassaololauseen mukaan voidaan todistaa F
— todistus voi kayttaad vain aarellista maaraa skeeman

aksioomia, koska todistukset ovat darellisia
— olkoon suurin jota se kayttaa vaikka "alkioita on ainakin 1000"

= puheenaiheessa ei voi olla tuhat tai enemman alkioita

tarkoittakoon E*(x,y), ettd on olemassa polku x:sta y:hyn, eli sellaiset xo,...,x,,
ettd x =xg AE(x0,x1) AE(X1,x02) A+ ANE(Xp—1,X3) NXpp =y
e silmukan voi maaritelld nadin: Vx: (Vy: E*(x,y))AJdy: E(x,y) AVz: E(x,2) > z=1Y
e on olemassa mielivaltaisen suuria darellisid, mutta ei 33rettomia silmukoita
= E*(x,y) ei voi maaritelld 1. kl. keinoin
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13 Lopuksi
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