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Kuva 1: Nykyaikaisen logiikan késitteiden vilisid suhteita

1 Johdanto

Logiikka on pidtevin pédttelemisen tiede. Se sai alkunsa yli 2000 vuotta sitten
muun muassa Aristoteleen kirjoituksista. Nykyaikaisen logiikan kehityksen kat-
sotaan alkaneen George Boolen 1847 kirjasta ”The Mathematical Analysis of Lo-
gic”. Vielda 1930-luvulla logiikka oli melkoisessa myllerryksessd. Nykyaikainen
logiikka muistuttaa Aristoteleen logiikkaa vain muutamien peruskisitteiden ta-
solla.

Tami teksti ja sithen liittyvit nettitehtdvit esittelevit nykyaikaista logiikkaa,
keskittyen suuriin linjoihin ja jittden tekniset yksityiskohdat vihille huomiolle.
Niissi tutustutaan siihen, miten logiikan kielelld voi puhua asioista, miti tarkoit-
taa ettd véite on tosi ja mitkd ovat pitevin péittelyn sddnnot. Tavoitteena on, ettd
kuvan [1/sisélto tulisi vidhidn kerrassaan ymmarrettaviksi ja tutuksi. Lisédksi kerro-
taan, mitd yllattdvad 1930-luvulla saatiin selville siitd, mihin logiikka pystyy ja
mihin se ei pysty. My0s tarkastellaan muutamia niistd monista yhteyksisti, joita
vallitsee toisaalta logiikan ja toisaalta tietokoneiden ja varsinkin niiden ohjelmoin-
nin vélilla.

Tekstiin liittyvit nettitehtdvit on kytketty ohjelmaan, joka tarkastaa vastaukset
Jja antaa niistéd palautetta. Ohjelma osaa varsin paljon logiikkaa. Se pystyy tarkas-
tamaan kaavoja ja péittelyitd. Niinpd tehtdvit ovat paljon monipuolisempia kuin
pelkdstdin monivalintoja.

Teksti, nettitehtdvit ja palauteohjelma on tarkoitettu kédytettidviksi vapaaseen
itseopiskeluun, suurelle yleisolle tarjottavalla kurssilla taikka laajemman, yliopis-
tollisen kurssin osana. Niiden kiytto ei itsessddn vaadi rekisterditymistd minne-



kéddn. Jos niitd kdytetddn jonkin kurssin osana, niin kurssilla on omat rekisteroity-
misen ja suoritusten seurannan kiytintonsa.

Jotta tekstid voisi lukea myos ilman pdidsyi nettiin, on osa nettitehtdvien vas-
tauksista kerrottu myos tekstissd. Ne eivit kuitenkaan ole tekstissd heti kysymys-
ten jéilkeen, jotta ne eivit osuisi ennenaikaisesti heidédn silmiinsé, jotka haluavat
tehdi nettitehtivit. Niinpi, kun tuntuu silti, etti tietoa nettitehtivien vastauksista
puuttuu, kannattaa jatkaa lukemista.

Tekstin sisdlld on linkkeja tyyliin “sivulla[12". Joissakin PDF-tiedostojen lu-
kuohjelmissa on sellainen kidtevd ominaisuus, ettd kun kursorin siirtdd linkin péal-
le (mutta ei klikkaa), niin linkin takana olevasta tekstistd avautuu heti muuta-
man rivin mittainen niyte. Linkisti[12] pitiisi avautua katkelma, jossa lukee muun
muassa “Hin ottaa (teeti tai kahvia) ja maitoa”. Tamé ominaisuus tehostaa opiske-
lua, joten sen kéyttoon saamiseksi kannattaa ndhdé tamén tekstin omalle koneelle
lataamisen ja hyvélld lukuohjelmalla avaamisen vaiva.

Teksti on yritetty laatia siten, ettd uudet asiat tulevat vdhin kerrallaan ja asia-
yhteyksissd, jotka tekevit ne ymmarrettdviksi. Siitd on seurannut, ettd isoja tee-
moja kuten piitteleminen ei ole voitu késitelld alusta loppuun yhdelld kertaa yh-
dessd luvussa, vaan ne on hajautettu sinne tdnne. Siksi kunkin luvun otsikko ku-
vastaa luvun péddteemaa, mutta luku saattaa sisdltdd paljon muutakin asiaa, josta
kerrotaan sen verran kuin péddteeman késittely tarvitsee, ja joka itse kisitellddn
valmiiksi myohemmassi luvussa.

Tekstin lopussa on luettelo, jossa on symbolien ja termien selityksid sekd
englanninkielisten termien suomennoksia (sivu[55). Siind méaérin kuin kohtuudel-
la mahdollista, selitykset on pyritty laatimaan ymmarrettiviksi vahilld taustatie-
doilla, vélttien matemaattisia merkintodjd. Joihinkin selityksiin sisédltyy myos tie-
toa, joka auttaa kokonaiskuvan muodostamisessa, kuten miksi ensimmaéisen ker-
taluvun logiikka on erityisen tidrked. Tavoitteena on, ettd aina kun tissd tekstissd
tulee vastaan sana tai symboli jonka merkitys ei vield ole selvinnyt tai on unoh-
tunut, se kannattaa katsoa luettelosta. Luettelo on sisélloltiddn laajempi kuin tami
teksti, jotta siitd olisi mahdollisimman paljon hy6tyd englanninkielisen aineiston
lukemisessa ja logiikan opintojen jatkamisessa.

Englanninkielisen Wikipedian logiikkaa késittelevit sivut ovat enimmékseen luo-
tettavia. Niistd 10ytyy melko helppotajuisiakin esittelyitd tdrkeimmille peruskisit-
teille. Ikédvi kylld helppotajuisen esittelyn 10ytdminen on toisinaan tyolésti, silld
samaa asiaa saatetaan kisitelld usealla eri sivulla, joista osa jittdd yleistajuisen
puolen kertomatta. Moni sivu kertoo perustietojen lisdksi monenlaisia erikoistie-
toja, joten lukijan on osattava tunnistaa missd kohtaa hdnen kannattaa lopettaa
lukeminen.

Toinen ongelma on, ettd Wikipedian logiikkasivut eivit ole keskeniin yhte-
ndiset. Muun muassa samasta asiasta saatetaan kayttdd eri sivuilla eri merkinto-



ja. Tdmi ongelma vaivaa logiikan kirjallisuutta laajasti. Esimerkiksi “epitosi” on
joissakin teksteissé F, joissakin toisissa O ja kolmansissa L.

Netissd on myoOs runsaasti alkeisopiskeluun tarkoitettuja nettisivuja ja vi-
deoita. Niihin kannattaa suhtautua varauksella, silld niissd saattaa olla paljon
virheitd ja mutkien suoraksi vetdmisid. Jotkin asiat saattavat silti aueta niis-
td paremmin kuin tdstd tekstistd ja Wikipediasta. Ainakin forall x: Calgary ja
Stanford Introduction to Logic vaikuttavat pitevilta.

Netissd vapaasti luettavissa oleva teos Stanford Encyclopedia of Philosophy
sisdltdad lukuisia pétevia kirjoituksia logiikan eri aiheista. Joukossa on sekd mate-
matiikkaa vilttdvid historiallisia katsauksia ettd vaativia matemaattisia artikkelei-
ta. Moni tdmén tekstin yksityiskohta on tarkastettu sielt.



https://forallx.openlogicproject.org/html/
http://intrologic.stanford.edu/homepage/index.html
https://plato.stanford.edu/

2 Monenlaisia perusasioita

Palauteohjelman kiiyttiminen
Tosi, epitosi, ja, tai, ei, ”(” ja )"
Jonkin verran p#ittelemisesti

Hieman tietokoneiden perusosista

Téssd luvussa aloitetaan sen kertominen, miten véitteitd voi esittdd logiikan mer-
kinngilld ja miten vditteistd voi pddtelld toisia viitteitd. Myos esitellddn miten
tietokoneiden rakenne perustuu totuusarvoilla laskemiseen. Lisédksi luvun alussa
tutustutaan nettitehtdvien vastausten kirjoittamiseen ja niiden automaattisen tar-
kastamisen tuottamaan palautteseen.

2.1 Palauteohjelman kiyttiaminen

Kuten johdannossa kerrottiin, tdhédn tekstiin liittyy nettitehtiivid. Ne on kytketty
ohjelmaan nimeltd MathCheck, joka tarkastaa vastaukset ja antaa niistd palautet-
ta. Téassd luvussa tutustumme vastausten kirjoittamiseen ja palautteen tulkintaan.
Samalla kohtaamme alustavasti joitakin logiikan perusasioita.

Aluksi on loydettiva ensimmdiinen tehtdvi netistd. Riippuen laitteesta jolla luet
tatd tekstid, saattaa olla, ettd se onnistuu klikkaamalla alla olevaa linkkié:

tassd on linkki ensimmaiseen tehtdviin

Jos onnistui, niin avautuu ruutu, jonka vasen reuna nidyttdd suunnilleen tiltad

Kirjoita kaava, joka sanoo, ettd x on suurempi kuin 5. Vihje

(uuteen| tai [oikealle] 1

ja oikean reunan yldosa suunnilleen téltd

Avaa ohje: aritmetiikka vertailut peruslogiikka paattelyt kvanttorit

Jos tehtivi ei auennut linkkid klikkaamalla, mene télle veppisivulle

http://users.jyu.fi/%7eava/logiikassa _kyse2.html


http://users.jyu.fi/%7eava/logiikassa_kyse2.html#x_gt_5

ja skrollaa kunnes tehtdvi 10ytyy. Skrollatessa vain vasen puoli liikkkuu ja oikea
puoli pysyy paikallaan.

Kun olet saanut tehtdvin auki, voit seuraavaksi vastata siithen tai katsoa vihjeen.
Vaikka et télld kertaa tarvitsisikaan vihjettd, se kannattaa katsoa ennemmin tai
myOhemmin, jotta vihjeiden katsominen tulisi tutuksi jatkoa varten. Vihje ilmes-
tyy nikyviin, kun siirrdt kursorin vaaleanruskealla taustalla olevan sanan ” \ihje
paille.

Vastaaminen tapahtuu klikkaamalla vastauslaatikkoa, kirjoittamalla vastaus
sinne ja klikkaamalla jompaa kumpaa vastauslaatikon alla olevista napeista. Tédssd
vaiheessa kannattaa kiyttdd nappia “oikealle”. Tarvitsemme nappia ’uuteen” vasta
sivulla[52l

Jos vastasit oikein, oikean puolen vaaleanharmaa laatikko muuttui valkoiseksi,
ja siithen ilmestyi esimerkiksi seuraava teksti:

model-answer < x> 5
Oikein!

Edelli oli sana “esimerkiksi”, koska oikeita vastauksia on muitakin kuin x > 5.
Muun muassa myos 5 < x ja x > 2 4 3 ovat oikein. MathCheck hyviksyy my0s
ne. Kokeile, niin néet!

Sen sijaan X > 5 ei ole oikein. Se ei ole oikein, koska matematiikassa iso kir-
jain tarkoittaa melkein aina eri asiaa kuin vastaava pieni kirjain. Kokeile vastausta
X > 5 ja yritd tulkita MathCheckin antama palaute. Kannattaa tehdi se nyt he-
ti, ennen kuin jatkat lukemista tédsti kohdasta eteenpdin! Palaute on selitetty alla,
mutta oppimiselle on hyddyksi yrittdd tulkita se ensin itse.

MathCheck antaa vastauksesta X > 5 palautteeksi punaisen englanninkielisen
tekstin, jossa sanotaan, ettd “relaatio ei pade kun x =5 ja X = 6” sekd “vasen
= F” ja "oikea = T”. Se tarkoittaa, ettd jos muuttujan x arvoksi annetaan 5 ja
muuttujan X arvoksi annetaan 6, niin <-symbolin vasen puoli on epitosi mutta
oikea puoli on tosi. MathCheck siis tulkitsi symbolit x ja X eri muuttujiksi, kuten
matematiikassa on tapana. Palautteen alussa oleva sana “model-answer” edustaa
niin sanottua mallivastausta, eli jotakin oikeaa vastausta. Kirjaimet F ja T tulevat
englanninkielen sanoista “false” ja true”.

Tissd tapauksessa mallivastaus on x > 5. Kun x saa arvon 5, niin mallivastaus
sievenee vditteeksi 5 > 5 eli “viisi on suurempi kuin viisi”. Se ei ole totta. Kun
X saa arvon 6, niin X > 5 sievenee viitteeksi 6 > 5 eli “kuusi on suurempi kuin
viisi”. Se on totta. Symboli < vaatii, ettd valitaanpa x:n ja X :n arvot miten tahansa
sallituista mahdollisuuksista, niin joko molemmat puolet ovat totta tai kumpikaan
puoli ei ole totta. Tdssd tapauksessa sallittuja valintoja ovat kaikki lukusuoran



luvut. MathCheck kertoi, ettd tdlld kertaa vaatimus rikkoutui, koska valitsemalla
x:ksi 5 ja X:ksi 6 tuli vasemmasta puolesta epétosi mutta oikeasta puolesta tosi.

Valinta x =5 ja X = 6 ei ole ainoa, jolla toinen kaavoistax > 5 ja X > 5 on tosi
mutta toinen ei ole. My0s valinnoilla x = 4 ja X = 8 kéy niin, ja valinnalla x = 6
ja X =5 kéy niin. Vaihtoehtoja on loputtomasti. Symbolin <> tapauksessa miki
tahansa valinta sallituista mahdollisuuksista, jolla toinen puoli on ja toinen puoli
ei ole totta, on vastaesimerkki (englanniksi counter-example). Matematiikassa yk-
sikin vastaesimerkKki riittdd osoittamaan kohteensa virheelliseksi. Matematiikassa
ei pade “poikkeus vahvistaa sa@annon”, vaan “poikkeus kumoaa sddnnon”.

Nyt on aika siirtyd seuraavaan tehtdviin. Voit joko skrollata veppisivua hieman
alaspiin tai klikata téti linkkid.

Tehtdvidssd pyydetdin kirjoittamaan mahdollisimman lyhyt kaava, joka sanoo,
ettd x on suurempi tai yhtidsuuri kuin 5. Matematiikassa ’suurempi tai yhtdsuuri”
voidaan ilmaista symbolilla ”>". Mutta tavallisessa tietokoneen ndppdimistossi
ei ole sellaista merkkid. Tdhdn pulmaan on kaksi ratkaisua: yksi joka on help-
po muistaa mutta kompeld kdyttdd, ja toinen joka on hieman vaikeampi muistaa
mutta mukavampi kdyttdd. Seuraavaksi kokeilemme niitd molempia.

Ensimmdiinen ratkaisu on etsid jostakin ”>", maalata ja kopioida se seki pu-
dottaa vastauslaatikkoon. Se 10ytyy vaikka tuosta:> Maalaamismenetelmé on yh-
den symbolin tapauksessa toki kompeld. Mutta se toimii melko usein myds pitem-
pien jaksojen tapauksessa, ja silloin siitd on paljon hyotyd. Siksi sitd kannattaa ko-
keilla nyt. Kirjoita tehtdvén vastaus siten, ettid tuotat symbolin > maalaamalla,
kopioimalla ja pudottamalla.

Seuraavaksi kokeilemme maalaamismenetelmidd monesta merkistd koostu-
vaan jaksoon. Pyyhi edellinen vastaus pois. Sitten maalaa ja kopioi alla oleva rivi
kokonaisuudessaan, pudota se vastaukseksi ja klikkaa oikealle-nappia:

/* Kokeile tatd! */ x > 5

Jos kaikki sujui kuten piti, niin teksti ”Kokeile tdtd!” tuli osaksi MathCheckin
antamaa palautetta.

Toinen ratkaisu on kirjoittaa >=. Monet ohjelmointikielet ja ohjelmat tulkitse-
vat sen tarkoittamaan ”>", ja siksi sama kaytinto toteutettiin myos MathCheckiin.
Jotta tdmikin menetelmad jdisi mieleen, kokeile sitéd kirjoittamalla vastauslaatik-
koon x >= 5 ja klikkaamalla oikealle-nappia.

Ehki huomasit edellisestd esimerkisti, ettd vastaukseen saa kirjoittaa my0s tyhjaa.
MathCheck ei vilitd siitd onko tyhjdd paljon vai vihédn, mutta tyhjén avulla voi
tehdd vastauksen itselle helpommin hahmotettavaksi. Vastauksen voi jopa jakaa
monelle riville. Kokeile, dldkda murehdi sitd, ettd vastauslaatikossa on tilaa vain
yhdelle riville:


http://users.jyu.fi/%7eava/logiikassa_kyse2.html#x_gq_5

Kuten toivottavasti huomasit, vastaus saa olla useampirivinen kuin miti vastaus-
laatikossa nékyy. Jos haluat piilossa olevat rivit ndkyviin, niin riippuen siitd miti
veppiselainta kiytit, sithen saattaa olla keino. Vastauslaatikon jossakin nurkassa
saattaa olla kohta, josta sitd voi suurentaa (ja pienentdd) hiirelld vetamailla.

Sitd MathCheck ei kuitenkaan siedd, ettd yhté asiaa tarkoittavan merkkijonon
sisélld on tyhjdd. Kokeile, miten se reagoi seuraavaan vastaukseen (varaudu saa-
maan sekava palaute): x > = 5

Palautteessa oleva punareunainen musta laatikko ndyttdd kohdan, jossa Math-
Check lakkasi ymmairtimasti vastaustasi. Teksti "Got =, but expected . ..” kertoo
mitd MathCheck siinéd kohdassa sai ja luettelee, mitd sen mielestd olisi saanut tul-
la. Palautteessa ei sanota, ettd vikana oli vélilyonti merkkien > ja = vilissé, koska
riippuen siitd mitd vastaaja oli halunnut ilmaista, voi vikana olla jokin muukin. Ih-
misten ja tietokoneiden vilistd kommunikaatiota on mahdoton saada sellaiseksi,
ettd tietokoneen antamat vastaukset olisivat aina helppotajuisia.

Tassdkin tehtidvdssda MathCheck hyviksyy, ettd vertailu kirjoitetaan toisinpiin. Si-
td varten tiytyy saada ilmaistua symboli ”<”. Saattaa olla helppo arvata miten sen
voi ilmaista tavalisen tietokoneen néppdimiston merkeilld, mutta jatkossa tarvit-
semme my0s symboleita, joiden tapauksessa arvaaminen on vaikeampaa, kuten
TP P ja =",

Siksi veppisivun oikean reunan yldosaan on laitettu ohje. Sielld on sanoja vaa-
leanruskealla taustalla. Kun kursorin siirtdi jonkin niistd pdille, niin nikyviin il-
mestyy luettelo, jossa kerrotaan, miten vastaavaan aihepiiriin kuuluvia symbolei-
ta voi ilmaista ndppdimiston merkeilld. Harjoituksen vuoksi, etsi sieltd miten ”<”
voidaan ilmaista ndppdimiston merkeilla!

Tamai tehtidva poikkesi edellisesti sikéli, ettéd kirjoitettavan kaavan pitdéd olla mah-
dollisimman lyhyt. Siksi MathCheck ei hyviksy vastausta x > 2 4 3. Vastaus
x > 2+ 3 on kuitenkin epikelpo vain lievemmalld tavalla kuin vastaus X > 5 oli
aiemmassa tehtdvissd. Sielld X > 5 oli matemaattisesti védrin, ja MathCheck an-
toi sille vastaesimerkin. Mutta nyt vastaesimerkkeji ei ole olemassa, silld aina kun
Xx > 5 on tosi, myOs x > 2+ 3 on tosi, ja pdinvastoin. Vastaus x > 2+ 3 ei siis ole
matemaattisesti vairin, vaan se on jollakin muulla tavalla erilainen kuin tehtdvin
laatija halusi (se on liian pitkd).

Siksi MathCheck antaa erilaisen virheilmoituksen. Ennen kuin jatkat lukemis-
ta, kokeile vastausta x > 2 + 3 ja yrité tulkita MathCheckin antama palaute!

MathCheckin antama palaute tarkoittaa, ettd kaavasi oli lilan monimutkainen. Sii-
ni oli viisi perusosaa, kun olisi saanut olla enintddn kolme. Perusosien méérin
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tarkka laskeminen on liian monimutkaista tdssid kokonaan kerrottavaksi. Tdssé yh-
teydessd riittdd tietdd, ettd melkein jokainen yksittdinen symboli on perusosa, mut-
ta sulkeita ”(” ja ) ei lasketa perusosiksi. Niinp4, jos saat palautteen ettd kaavasi
oli liian monimutkainen, niin yritd lyhentd sitd, mutta dld turhaan née vaivaa sul-
keiden poistamiseksi, silld siitd ei ole apua.

Kaavan muokkaaminen mahdollisimman lyhyeksi ei liheskédén aina ole jirke-
vi tavoite. Tavallisesti jarkevinti on tavoitella kaavaa, joka sanoo asian mahdolli-
simman helposti ymmarrettidvéalld tavalla. Siksi vain harvaan tehtdviin on kirjoi-
tettu vaatimus, ettd vastauksen pitdéd olla mahdollisimman lyhyt.

Tehtdviin saattaa silti olla asetettu monimutkaisuusraja hylkdamaiin vastauk-
set, jotka ovat monimutkaisempia kuin hyvét vastaukset. Joihinkin tehtdviin on
olemassa erityisen lyhyt vastaus, joka on niin vaikea hoksata ettd sen hoksaamis-
ta ei ole asetettu vaatimukseksi, mutta jonka hoksaamisesta kannattaa kehua. Sitéd
varten saattaa olla asetettu toinen raja. Seuraava esimerkki havainnollistaa niité.

Esimerkissd puheenaiheena on kokonaisluvut. Siis esimerkiksi luku 3 on mah-
dollinen, mutta 3,25 ja 3% eivit ole. Tavoitteena on kaava, joka sanoo ettd luku n
on lukujen 4 ja 8 vilill4, rajat mukaan lukien. Sen voi sanoa kompelosti sanomal-
la,ettin=3tain=4tai... tain = 8. "Tai” voidaan logiikassa ilmaista symbolil-
la ”Vv”. Tdmin linkin takaa 10ytyy tehtdvi, johon on kirjoitettu valmiiksi tidlldinen
vastaus. Kokeile, minki palautteen MathCheck antaa siiti!

Edelld mainitusta vastauksesta n =3Vn=4Vn=6Vn=5Vn=7Vn=2_8
ei voi olla varma, ettd mukana ovat kaikki kokonaisluvut neljastd kahdeksaan ja
vain ne, ellei lue sitd kokonaan ajatuksen kanssa. Niinpd se on paitsi pitkd, myos
tyolds tulkita. Vastauksen saa lyhyemmaiksi ja helppotajuisemmaksi kirjoittamalla
kaavan, joka sanoo, ettd n on vihintiin yhtdsuuri kuin 3 ja enintdédn yhtisuuri kuin
8. ”Ja” voidaan logiikassa ilmaista symbolilla ”A”. Vaihda vastaus sellaiseksi, ja
kokeile minkélainen palaute tulee!

Palaute tarkoittaa, ettd vastaus kelpaa, mutta lyhyempikin vastaus on olemassa.
Sen etsiminen on lisdtehtidva heille, joilla riittdd intoa! Jos et halua etsii sité tai et
yrityksistédsi huolimatta keksinyt sitd, niin siirrd kursori vastausnappien alapuolel-
la olevan tekstin ” Hyvin lyhyt oikea vastaus ” piille.

Tehtdviidn voi myos olla asetettu kielto kdyttdd jotakin tiettyd symbolia tai symbo-
leita. Tamin linkin takana pyydetidin ilmaisemaan x > 5 mahdollisimman lyhyes-
ti siten, ettd symboleita "< ja ”’>" ei saa kdyttdd. Kokeile ensin, minkélainen
palaute tulee, jos kiellosta huolimatta vastaus on x > 5 (tai 5 < x).

Tehtédvissi on lisdksi sanottu, ettd muuttujan x arvo voi olla vain kokonaisluku.
Tama lisétieto tekee varsin lyhyen vastauksen mahdolliseksi. Koeta keksii se!


http://users.jyu.fi/%7eava/logiikassa_kyse2.html#tai_3_8
http://users.jyu.fi/%7eava/logiikassa_kyse2.html#Z_x_geq_5

Jos my0s kokonaislukujen viliin jadvit luvut kuten 4% sallitaan, niin edelld 16y-
detty lyhyt vastaus ei ole pétevi. Silti yhd on mahdollista ilmaistax > 5 kiyttdmat-
td symboleita ”<” ja ”>”, tarvitaan vain hieman pitempi ilmaus. Se on tehtdviani
tamén linkin takana. Kokeile ensin miké palaute tulee edellisen tehtdavin oikeaan
vastaukseen x > 4, ja sitten yritd keksid vastaus, joka kelpaa tidhén tehtidvaéan!

Tehtdvidssi kdytettiin sanaa “reaaliluvut”. Se tarkoittaa kokonaislukuja ja kaik-
kia kokonaislukujen vilissd olevia lukuja. Kaikki murtoluvut ovat reaalilukuja.
Myos 7 eli ympyrédn kehédn ja halkaisijan suhde on reaaliluku, vaikka se ei ole
murtoluku. On olemassa my0s lukuja, jotka eivit ole kokonaislukuja eivitki si-
jaitse kokonaislukujen vilissd, mutta niitd ei tdssid tekstissd késitelld.

Edellisen tehtdvin vastaukseksi kelpaa x > 5V x = 5. Osien jirjestykselld ja
esittimissuunnilla ei ole vilid, kunhan suuntaa vaihdettaessa ”’>" kddnnetdin toi-
sinpdin. Niinpd muun muassa myods 5 =xVx > 5 jax =5V 5 < x ovat oikein.

2.2 Tosi, epitosi, ja, tai, ei, ’(”’ ja ’)”

Edellisessd luvussa kohtasimme alustavasti symbolit A, V7, 7T, ”F” ja 7&”,
jotka vastaavat varsin pitkélle luonnollisen kielen kisitteitd ja”, “tai”, “tosi”,
“epdtosi” ja “on tosi yhtdaikaa kun”. Tédsséd luvussa paneudumme perusteellisem-
min niistd muihin kuin ”<”. Opettelemme sanomaan myds “ei”. Harjoittelemme
luonnollisen kielen ilmauksien kddntdmistéd kaavoiksi. Symboliin < tutustumis-

ta jatkamme luvuissa[2.3]ja[5]

2 2

Logiikassa ei” voidaan ilmaista symbolilla ”—". Se kirjoitetaan kohteensa eteen.
Vastauslaatikkoon voi sitd edustamaan kirjoittaa ! . Saattaa olla tarpeen kirjoittaa
kohteen ympirille sulkeet ”(” ja ”)”. Ne saa jittdd pois silloin, kun ilman niitdkin
on helppo huomata, kuinka pitkélle kohde ulottuu.

Kayttamittd symbolia ”F”, kirjoita tinne mahdollisimman lyhyt kaava, joka
sanoo “epitosi”!

Edellisessd luvussa huomasimme, ettd x > 5V x = 5 tarkoittaa samaa kuin
x > 5. Nyt hyddynndmme sitd, ettd myds “x el ole pienempi kuin 57 tarkoittaa
samaa kuin x > 5. Kirjoita ”x ei ole pienempi kuin 5” timén linkin takaa 10ytyvédan
vastauslaatikkoon.

Sanaa “tai” kdytetddn luonnollisessa kielessd kahdella eri tavalla. Seuraavat esi-
merkit havainnollistavat téta.

Ravintolassa on erdini vaihtoehtona kolmen ruokalajin menu. Alku-
ruoan kohdalla siind lukee “péivin keitto tai talon salaatti”. Se tar-
koittaa, ettd asiakkaalla on kaksi vaihtoehtoa: keitto ilman salaattia
tai salaatti ilman keittoa. Niinp4d tdssi tapauksessa “tai” tarkoittaa, et-
td ’jompikumpi mutta ei molemmat’.
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Ystidvykset suunnittelevat ldhtevinsi sunnuntaina uimaan. Toinen sa-
noo: ”jos sataa tai on kovin kylmad, niin ei ldhdetd.” Uintireissu siis
perutaan kolmessa eri tapauksessa: sataa mutta ei ole kylmd, on kyl-
mi mutta ei sada, sataa ja on kylmai. Niinpi tidssd tapauksessa ’tai”
tarkoittaa, ettd "jompikumpi tai molemmat”.

Erids logiikan historian kuuluisista kiistoista liittyy tdhdn eroon. George Boole
(1815-1864) oli avainhenkil6 logiikan mullistuksessa antiikin ajan ajattelutavois-
ta nykyaikaiseksi. Hinen merkityksensd nidkyy muun muassa siini, ettid totuusar-
voilla laskemista kutsutaan nykyisin Boolen algebraksi, ja monissa ohjelmointi-
kielissa sitd varten on tietotyyppi nimeltd “boolean” tai ’bool”. Nykyaikaisen lo-
giikan “’tai” on kuitenkin erilainen kuin Boolen versio. Nykyaikaisen version esitti
William Stanley Jevons (1835-1882). He kdvivit vuosina 1863—1864 kirjeenvaih-
don, jossa Jevons yritti turhaan saada Boolen nykyaikaisen “’tai”:n kannalle.

Boolen mukaan tiytyy jittdd midrittelemittd, miki on tulos silloin, kun tai”:n
molemmilla puolilla olevat vaihtoehdot toteutuvat yhtdaaikaa. Nykyisin ollaan sitd
mieltd, ettd tai-muotoinen viite voidaan midritelld jarkevisti kahdella vaihtoehtoi-
sella tavalla: poissulkeva tai (exclusive or), jossa viite on tosi tdsmilleen silloin
kun sen jompikumpi puoli mutta ei molemmat on tosi, ja sisdllyttdivd tai (inclusi-
ve or), jossa viite on tosi tdsmilleen silloin kun sen jompikumpi tai molemmat
puolet on tosi.

Kaikki tdhdnastiset ”V”’:n kdyttémme ovat olleet siten valittuja, ettd tdlld erol-
la ei ole vilid. Mutta nyt on tullut aika tehda selviksi, kumpaa nidistd kahdesta Vv
tarkoittaa. Tdmén linkin takana on seitsemén tehtdvii, jotka havainnollistavat nii-
den kahden vaihtoehdon eroa ja joista selvidd, kumman niistd nykyaikainen V"
toteuttaa.

Seuraavissa tehtdvissd harjoitellaan kaavojen kirjoittamista kiyttden symboleita

=", ”A” ja”Vv”, sulkeita ”(” ja ”)”, sekd seuraavia propositiomuuttujia eli muut-
tujia, joiden arvo on totuusarvo T tai F:

muuttuja kirjoittaminen merkitys

K K hén ottaa kahvia

T T hén ottaa teetd

M M hin ottaa maitoa (kahviinsa tai teehensi)
S S hin ottaa sokeria (kahviinsa tai teehensi)

Téssé on alkajaisiksi kuusi tehtivad, joissa ei tarvita sulkeita.

Ennen tehtédvid, joissa tarvitaan sulkeita, tutustumme vitsiin, jonka tieteiskir-
jailija Ursula K. Le Guin teki kuuluisaksi. Sdveltdjd Todd Barton oli kertonut sen
hinelle vuoden 1996 tienoilla. Se kertoo pandasta ravintolassa. Syotyddn panda
vetdisi esiin aseen, ampui laukauksen ja poistui. Tarjoilija juoksi sen kiinni ja
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teetd kahvia maitoa | (teetd tai kahvia) ja maitoa teetd tai (kahvia ja maitoa)
ei el ei
ei el kylla
ei kylla ei
ei kylla  kylld mahdollinen mahdollinen
kylla el el mahdollinen
kylla el kylla mahdollinen mahdollinen
kylla  kylla el mahdollinen
kylla  kylld  kylld mahdollinen mahdollinen

Kuva 2: ”Hén ottaa teetd tai kahvia ja maitoa” tulkittuna kahdella eri tavalla

kysyi, miksi se ampui. Panda niytti eldintieteen kirjaa, jossa luki "Panda. Large
black-and-white bear-like mammal, native to China. Eats, shoots and leaves.” Vit-
si on siind, ettd “eats shoots and leaves” tarkoittaa sy versoja ja lehtid”, mutta
eats, shoots and leaves” tarkoittaa ”syd, ampuu ja lihtee”.

Suomenkielisessd virkkeessd “illalla potilas juo virtsaa ja kdy nukkumaan”
tapahtuu samankaltainen ilmid. Pandaesimerkissd viird tulkinta aiheutui ylimaa-
rdisestd pilkusta, mutta tdssid esimerkissd se aiheutuu siitd, ettd pilkku puuttuu.
Tarkoitettiin tietenkin, ettd illalla potilas juo, virtsaa ja kdy nukkumaan”. Nama
esimerkit havainnollistavat, ettd ilmauksen rakenteella on toisinaan ratkaiseva vai-
kutus ilmauksen merkitykseen, vaikka sanat ja niiden jdrjestys sdilyvét samoina.

Virkkeen “hén ottaa teetd tai kahvia ja maitoa” rakenne on episelvi. Selvid
on, ettd hidn ottaa maitoa ainakin kahvin kanssa, mutta epdselviksi jii, ottaako
hin maitoa teen kanssa. Ilmaukset ’hén ottaa teetd tai kahvia, ja maitoa” ja ’hin
ottaa teetd, tai kahvia ja maitoa” ovat selkedmpid (mutta eivit ehkd hyvidd suomen
kieltd).

Matematiikassa ja logiikassa on tapana poistaa tillaiset epdselvyydet lisddmal-
14 sulkeita. ”"Hén ottaa (teetd tai kahvia) ja maitoa” takaa, ettd hin ottaa maitoa jo-
ka tapauksessa, mutta ’hiin ottaa teetd tai (kahvia ja maitoa)” sallii, ettid hédn ottaa
teetd ilman maitoa.

Kuvassa 2/ on esitetty kaikki mahdolliset teen, maidon ja kahvin yhdistelmit
kummallakin tulkinnalla. Koska logiikan “’tai” on sisillyttdvd, molemmat tulkin-
nat sallivat, ettd hin ottaa kaikkia kolmea.

Aiemmassa tehtdvissi tarvittiin sulkeet ilmauksessa —(x < 5), koska ilmauk-
sesta - x < 5 ei ndy selvisti, onko symbolin =" kohde pelkkd "x”, ”x < vai
”x < 5”. Se on kylld paiteltdavissi siitd, ettd x tuottaa luvun, ”<” tuottaa totuusar-
von ja ’<” tarvitsee jotakin molemmille puolilleen, mutta on haluttu, ettd kaavan
rakenne selvidd vaivattomammin. Sitdpaitsi ellei erikseen kisketd toisin, ladon-
taohjelmat eivit tuota = x < 5 vaan vield vaikeampitajuisen muodon —x < 5.

Sulkeiden kdyttiminen kaavan oikean tulkinnan varmistamiseksi on sallittua
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melkein aina, vaikka siitd aiheutuisi turhia sulkeita MathCheckissi timé on otet-
tu huomioon siten, ettd se ei piittaa sulkeista lainkaan laskiessaan kaavan mo-
nimutkaisuutta. Tuottamastaan palautteesta se jdttdd tarpeettomat sulkeet pois.
Niinpd, jos pyydetddn mahdollisimman lyhyttd kaavaa ja oikea vastaus on x > 5,
niin MathCheck hyviksyy oikeiksi vastauksiksi myds muun muassa x > (5) ja
(((x) > (((5))))), ja néyttdd ne kaikki muodossa x > 5. Vastauksen —(((x) < (5)))
MathCheck ndyttdd —(x < 5).

Toisaalta suuri madrd sulkeita on omiaan vaikeuttamaan kaavojen lukemista.
Siksi on sovittu sddnt6jd, jotka sallivat jattad sulkeita pois. Jos symbolin ”—"" koh-
teena on pelkkd muuttuja, pelkké totuusarvo taikka ilmaus, joka alkaa symbolilla
7= tai luvussa 3] esiteltdvilld V" tai 37, niin sen ympdérilld ei tarvita sulkeita.
Siis ei tarvitse kirjoittaa vaikkapa —(—(S)), vaan riittdd kirjoittaa —-—S.

Ikédva kylld timé on melkein ainoa logiikan suljesédéntd, jota jokseenkin kaik-
ki kirjoittajat noudattavat. MathCheckissd sulkeet saa jattda pois myos kaavoista
muotoa “hén ottaa teetd tai (kahvia ja maitoa)”, mutta ei saa jattdd pois kaavoista
muotoa “hén ottaa (teeti tai kahvia) ja maitoa”. Monet kirjoittajat noudattavat titi
sdantod, mutta eivat kaikki.

Tédsséd on neljd tehtdvdd. Niistd osassa tarvitaan sulkeet. Mutta kaikkiin saa
laittaa sulkeet, jos haluaa.

Sanallista ilmausta ei aina saa kddnnettyéd kaavaksi sellaisenaan. Esimerkiksi
edelld tehtidvéssa ’hin ottaa kaikkea” jouduttiin sanan “kaikkea” tilalle kirjoitta-
maan osakaava, joka vastaa ilmausta “kahvia, teetd, maitoa ja sokeria”. Siksi on
tarpeen kyetd miettimiin erilaisia tapoja ilmaista sama merkitys. Yksi keino har-
joitella sitd on koettaa 16ytdd erilaisia kaavoja, joilla on sama merkitys. Téllaisista
harjoituksista on toinenkin hyoty: ne auttavat ymmartimiin myohemmin esitet-
tiavid loogisen paittelyn lakeja.

Tadlld on muutama tehtdvd, joissa kisketdin esittimiin vaittimid mahdolli-
simman lyhyini kaavoina. (Kannattaa tiedostaa, ettd tamikin harjoittelu on aivo-
jumpan vuoksi eiké siksi, ettd kaavojen saaminen mahdollisimman lyhyiksi olisi
muka ihanne. Logiikan sovelluksissa ihanteena ei tavallisesti ole mahdollisimman
lyhyt vaan mahdollisimman helppotajuinen kaava.)

Tamén luvun lopuksi harjoittelemme moniosaisten kaavojen muodostamista sa-
nallisten kuvausten perusteella.

Lukujen a ja b minimi on pienempi luvuista a ja b. Jos a ja b ovat yhtisuuret,
niin minimi on niiden kanssa yhtédsuuri. Tétd kuvausta ei voi aivan sellaisenaan
kadntdd kaavaksi, mutta kaavana voi sanoa, ettd x on jompikumpi luvuista a ja b,
ja x on enintddn yhtdsuuri kuin kumpikaan niistd. Mene tdnne ja rakenna sielld
vaiheittain kaava, joka sanoo niin!

IPitkille menevissi opinnoissa voi kohdata poikkeuksia. Esimerkki: reaaliluvuilla f*(x) tar-
koittaa joko f(f(f(f(x)))) tai (f(x))*, mutta f*) (x) tarkoittaa f:n neljitti derivaattaa.
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Luvun a itseisarvo |a| on a, jos a > 0, ja —a, jos a < 0. Kéyttamittd symbolia
|...], kirjoita tinne kaava, joka sanoo, ettd x = |a|!

2.3 Jonkin verran piittelemisesti

Téassd luvussa aloitamme loogiseen piittelemiseen tutustumisen tutkimalla tér-
keimpid symbolien "=, ”A” ja ’V” <-muotoisia lakeja. Kokeilemme kolmea ta-
paa tarkastaa tai todistaa niitd, tutustuen samalla joihinkin laajasti kiyttokelpoisiin
paittelykeinoihin.

Ennen kuin menemme logiikan piiriin kuuluviin piittelykeinoihin, harjoittelem-
me MathCheckin antaman palautteen hyodyntdmistd. Sekin kehittdd ongelman-
ratkaisutaitoa. Se voi my0s auttaa padasemiidn myohemmissa tehtivissd alkuun tai
eteenpdin, ja siten vilillisesti edistdd logiikan oppimista.

Joskus tehtivissi ei padse alkuun, koska ei hoksaa, mitké ovat tehtdvin muut-
tujat. Silloin voi olla avuksi keino, jota harjoitellaan tdélld parilla tehtavilld: vas-
taa T (tai F), niin palaute ndyttdd vastaesimerkin (paitsi jos vastaus olikin oikea).
Muuttujat voi tunnistaa siiti.

Niiden jatkeena on pari tehtidvad, joissa hyodynnetddan MathCheckin antamaa
palautetta kaavan monimutkaisuudesta. Siind kikassa on se huono puoli, ettd se
saattaa johtaa oikeaan vastaukseen ilman, ettd syntyy ymmarrysti, miksi se on oi-
kea. Taménkertaisissa harjoituksissa et ymmaérryksen syntyminen ole tavoitteena,
vaan kikkaan tutustuminen. Mutta jos jatkossa pdddyt oikeaan vastaukseen pel-
kistddn monimutkaisuuden perusteella, kannattaa jonkin aikaa miettid, miksi se
on oikea.

Eris jo kisitelty asia on niin tirked, ettd sitd on syytd harjoitella hieman lisda
tddlld olevalla ryhmalld tehtivid.

Symbolit "=, ”A” ja V" noudattavat useita lakeja. Emme kiy niitd kaikkia lépi,
vaan ainoastaan joitakin hyodyllisimpid. Osa laeista on helppo keksii itse, kun
muistaa seuraavat periaatteet:

* —kaava on tosi jos ja vain jos kaava on epitosi.
* kaaval A kaava?2 on tosi jos ja vain jos sekd kaaval ettd kaava2 on tosi.

* kaaval V kaava? on tosi jos ja vain jos kaaval tai kaava? tai molemmat on
tosi.

* T on aina tosi ja F on aina epétosi.

Tédlld olevilla tehtévilld voit harjoitella niitd periaatteita.
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Merkintdid kaaval < kaava? kutsutaan yhtdpitdvyydeksi A Kuten sivullal6 kerrot-
tiin, kaaval < kaava? tarkoittaa, ettd jokaisessa mahdollisessa tilanteessa, jossa
kaaval on tosi, myods kaava2 on tosi, ja pdinvastoin. “Tilanne” tarkoittaa kaa-
voissa esiintyvien muuttujien arvojen yhdistelméa. Tilanne on mahdollinen, ellei
erikseen ole sanottu jotakin, joka kieltdd sen.

Tilanteiden jako mahdollisiin ja mahdottomiin aiheutuu siitd, ettd paittelyi-
td tehddin usein oletusten alaisina. Piittely saatetaan esimerkiksi jakaa kahteen
osaan, joista ensimmaiisessa tarkastellaan sitd mahdollisuutta, ettd varas murtautui
litkkkeeseen yolld, ja toisessa sitd, ettd varas saapui liikkkeeseen edellisend iltana sen
ollessa vield auki ja kitkeytyi liikkeen sisddn. Koska murtojdlkid ei ndy, voidaan
ensimmadisessd tapauksessa karsia pois ne epdillyt, jotka eivit osaa murtautua tai-
tavasti. Koska litkkeen sisétilat ovat ahtaat ja myyji kiersi ne ldpi ennen kuin 1idhti
kotiinsa, voidaan jalkimmaiisessd tapauksessa karsia pois ne epdillyt, jotka ovat
liian isokokoisia mahtuakseen kétkeytymaan.

Tédssd luvussa voidaan ajatella, ettd kaaval < kaava? ilmaisee, ettd kun ra-
joitutaan mahdollisiin tilanteisiin, niin kaaval ja kaava?2 tarkoittavat samaa. Tu-
lemme huomaamaan sivulla[33] etti asia on titd monimutkaisempi, mutta emme
murehdi sitd vield nyt. Jos kaaval < kaava?2 pitee kaikissa tilanteissa, niin se on
laki.

Moni tirked symbolien "=, ”A” ja ”V” laki on ilmaistavissa kaikissa tilan-
teissa voimassa olevana yhtépitivyytend. Itse asiassa edellisessé tehtdvissi teh-
tiin niin. Sielld K tarkoitti ”hidn ottaa kahvia”, mutta sielld saatu yhtépitdvyys
——-K & K siilyy patevind, vaikka K:n tilalle laitettaisiin mikéd tahansa kaava.
Siis =—kaava < kaava, eli jokaiselle kaavalle pitee, ettd “ei ei kaava” on tosi
tasmalleen silloin kun kaava on tosi.

Sanan “kaava” ja sitd tdydentdvien numeroiden kdyttd lakien ilmaisemiseen
johtaa toisinaan pitkiin ilmauksiin, kuten esimerkiksi seuraava:

kaaval A (kaava2 V kaava3) < kaaval A kaava \ kaaval N kaava3

Myoskddn MathCheck ei ymmarrd niitd. Siksi kidytdmme toisinaan kirjaimia P,
0 ja R tarkoittamaan mitéd tahansa kaavoja. Niilld edellinen lyhenee seuraavaan
muotoon:

PA(QVR) < PANQVPAR

2Symbolia 7<= kutsutaan myos loogiseksi ekvivalenssiksi (logical equivalence). Tissi teks-
tissd titd viltetddn, koska asiaan liittyy sekaannus. Jos miéritelmit luetaan tarkasti, niin paljastuu,
ettd toisin kuin toisinaan luullaan, esimerkiksi x = 1 < x+ 1 = 2 ei ole looginen ekvivalenssi,
vaan vain matemaattinen totuus. Syy on siind, ettd sen patevyys riippuu symbolien ’1”, 2" ja "+
tulkinnasta. Kdytannon sovelluksissa kuitenkin yleensi oletetaan, ettd tutuilla symboleilla on tutut
merkityksensd, eikd ettd esimerkiksi ”2” tarkoittaakin yhtikkid kuutosta. Niinpd symboli <" me-
nettdisi suuren osan hyddyllisyydestdin, jos sen vaadittaisiin tarkoittavan loogista ekvivalenssia.
Siksi tédssd tekstissd sitd kiytetddn tarkoittamaan ettd molemmat puolet ovat totta tai kumpikaan
puoli ei ole totta, olettaen ettd vakiintuneilla symboleilla on vakiintuneet merkityksensa.
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Tistd atheutuu lieva sekaannuksen vaara esimerkiksi silloin, kun haluaisimme P:n
tarkoittavan “hén ottaa pullaa”. Siksi logiikassa on tapana kiyttda tiettyjd kreik-
kalaisia kirjaimia edustamaan mité tahansa kaavoja. Tassi tekstissd kuitenkin vil-
tamme kreikkalaisia kirjaimia (ja yritimme pérjatd ilman pullaa).

MathCheck ei tunne mielivaltaisen kaavan kisitettd, joten sille P, Q ja R ovat
totuusarvoisia muuttujia samaan tapaan kuin K. Mutta tehtivit on laadittu siten,
ettd tdsti ei ole haittaa.

Edellisen tehtdviryhmin tehtivit kertovat myos, ettd “miké tahansa kaava ja
epdtosi” on epitosi ja “mikd tahansa kaava ja tosi” tuottaa saman totuusarvon
kuin ”miki tahansa kaava”. Siis PAF < Fja PAT < P, eli kaava \NF < F ja
kaava AT < kaava. "Tai”:lle pitee PV F < Pja PV T < T. Samat pitevit myos
toisinpdin. Esimerkiksi T A P < P. Vaikka ndmi pikku lait ovat hyvin yksinker-
taisia, niiti ei pidd vihitelld! Kohta huomaamme, ettéd niistd on paljon hyotyé.

Kun kaavaa edustavan symbolin tilalle laitetaan kaava, saattaa olla tarpeen lisdti
sulkeet varmistamaan, etti lisitty kaava sidilyy yhtendisend kokonaisuutena. Esi-
merkiksi jos A tarkoittaa ettd aurinko paistaa ja H tarkoittaa ettd tuuli humisee
hiljaa, ja jos kaava:n tilalle ilmauksessa —kaava laitetaan A A H, niin taytyy kir-
joittaa =(A A H) eikd —=A A H. Ne eivit tarkoita samaa, silld ne tuottavat eri to-
tuusarvot silloin kun tuuli ei humise hiljaa. Nimittédin silloin “aurinko paistaa ja
tuuli humisee hiljaa” on epitosi, joten “’ei ole niin, ettd aurinko paistaa ja tuuli hu-
misee hiljaa” on tosi, mutta ”aurinko ei paista ja tuuli humisee hiljaa” on epétosi.
Tadlla voit kokeilla, miten MathCheck kertoo, ettd ne eivit tarkoita samaa.

Monimutkaisten viitteiden tai pdittelyiden esittdminen luonnollisella kielelld
on usein kompeldd ja virhealtista. Siksi seuraavaksi opettelemme esittiméédn niitid
logiikan symbolien avulla.

Sen, ettd tuuli ei humise hiljaa, voi kaavoissa ottaa huomioon sijoittamalla
H:n tilalle F. Tidssé tapauksessa mahdollisia tilanteita eivét ole kaikki A:n ja H:n
totuusarvojen yhdistelmit, vaan vain ne, joissa H on epétosi. Kun tuuli ei humise
hiljaa, voimme siis padtelld ~(AAH) < —~(AAF).

Koska kaava \F < F pitee mille tahansa kaava:lle, se pitee myos kun kaava:n
tilalla on A. Siksi A AF < F. Logiikassa vallitsee varsin laajasti periaate, ettd
jos kaksi eri ilmausta tarkoittaa samaa, niin ne saa vaihtaa toisikseen isomman
kokonaisuuden sisdlld. Asia ei ole ihan ndin yksinkertainen, mutta sen kiemurat
eivit vaikuta tissd luvussa. Siksi kdsittelemme kiemuroita vasta sivulla36! Tassd
luvussa tétd periaatetta saa soveltaa yhtépitavyyteen. Siis

Sivulla mainittavin rajoituksin, jos kaaval < kaava2, niin
isompi_kaava(kaaval) < isompi_kaava(kaava?).

Siksi siitd, ettd A AF < F, saa padtelld -(A AF) < —(F). Koska sivun[I13]mukaan
oikealla puolella ei tarvita sulkeita, voimme kirjoittaa (A A F) < —F.
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Koska 7= tarkoittaa ’ei” ja ”F” tarkoittaa epitosi, ”"—F” tarkoittaa “ei epito-
si”. Mutta sehdn on sama kuin tosi! Siksi =F < T.

Tillaisen paittelyn saa esittdd ketjuna muotoa kaaval < kaava & ... &
viimeinen_kaava. Olemme tihdn mennessi pédtelleet

-(AANH) & ~(AANF) & -F& T
Kaavasta —A A H saamme samalla tavalla
-ANH & -AANF & F

Kumpikin nédistd paattelyketjuista nojautuu oletukseen, ettéd tuuli ei humise hiljaa.
Kumpikaan ei ota kantaa tilanteisiin, joissa tuuli humisee hiljaa.

MathCheck kykenee tarkastamaan téllaisia paattelyitd. Maalaa, kopioi ja pu-
dota ensimmadinen niistd tdnne ja klikkaa oikealle-nappia! Jos kaikki sujui kuten
piti, MathCheck hyviksyi sen.

Tehtdvissd lukeva assume —H; miidrdd, ettd paittely tarkastetaan oletuksen
—H alaisuudessa. Oletus —H tarkoittaa, ettd —H on tosi eli ettd H on epitosi.

Osuuden assume —F A T; selitys on seuraava. Kaavojen maalaaminen, ko-
piointi ja pudottaminen ei sdilytd symbolien F ja F eroa, vaan muuttaa symbolin
F eli “epitosi” muuttujaksi F', joka voi olla sekd tosi ettd epitosi. Se tekee saman
myds symboleille T ja 7. Tdmi ongelma kierrettiin lisdéamailla oletuksiin —F ja T,
eli ettd F voi olla vain epétosi ja T voi olla vain tosi. Niinpd F ja T kelpaavat F:n
ja T:n tilalle, vaikka F ja T ovatkin muuttujia eivétka totuusarvoja.

Sitten lisdd péittelyn perddn 7« ja jilkimmdiinen péaittely. Siten syntyy yksi
pitkd, epdpitevi paittely. Klikkaa oikealle-nappia uudelleen! MathCheck kertoo,
ettd paittelyssd on virhe lisdtyn ”<”:n kohdalla, ja antaa vastaesimerkin eli esi-
merkin muuttujien arvoista, joilla virhe ilmenee. Vastaesimerkissd H ja F ovat
vadjaamattd epatodet ja T tosi, koska oletukset eivit salli muuta. Tdssé tapaukses-
sa mikddn ei midrdd kumpi totuusarvo A:lla pitédd olla, silld vastaesimerkki toimii
molemmilla vaihtoehdoilla. Niinpd MathCheck ilmoitti jokoA =F taiA=T.

Seuraavaksi pyyhi ensimmiinen péittely ja viliin lisdtty "< pois, ja klikkaa
oikealle-nappia vield kerran! Jiljelle jdi vain jalkimmé&inen pidttely, joka itsessdidn
on oikein.

Jos assume —F A T; pyyhitddn pois, niin MathCheck sallii F:n saada arvoksi
my6s T ja T:n saada F, ja katsoo péittelyt virheellisiksi. Mutta kun paittelyissa
olevat F:tja T:t muutetaan muotoon FF ja TT, niin pddttelyt kelpaavat jilleen.
Kokeile jommallakummalla paittelylld! (Pois pyyhityt oletukset palaavat takaisin
lataamalla tehtdva uudelleen.)

Sitten kokeile, mitd tapahtuu, jos pyyhit pois myos assume —H; ja klikkaat
oikealle-nappia.
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Olemme nyt perin juurin ruotineet kaavoja ~(A A H) ja -A A H tapauksissa, joissa
tuuli ei humise hiljaa. Onkohan niilld eroa tapauksissa, joissa tuuli humisee hiljaa?
Sen voi kysyd MathCheckiltd! Kirjoita tai (maalaa, kopioi ja pudota) dskeisen
tehtdvin oletuslaatikkoon assume H; ja vastauslaatikkoon ~(AAH) < -AAH.
Sitten klikkaa oikealle-nappia!

Myos PAQ < QAP eli kaaval Nkaava2 < kaava2 N kaaval on logiikan laki. Se
sanoo, ettd ’ja” on osakaavojensa jdrjestyksestd riippumaton. Esimerkiksi ’aurin-
ko paistaa ja tuuli humisee hiljaa” tarkoittaa samaa kuin ”tuuli humisee hiljaa ja
aurinko paistaa”. Tdmi on samankaltainen asia kuin se, ettd lukujen yhteenlasku
on yhteenlaskettavien jirjestyksesté riippumaton. Esimerkiksi 2 +3 = 3 4 2.

Kaikki laskutoimitukset eivit ole jirjestyksestd riippumattomia. Esimerkiksi
vihennyslasku ei ole, silld 5 — 2 = 3 mutta 2 — 5 = —3. Sivulla52/tulemme nike-
maéin, ettd logiitkan ”—” ei ole jérjestyksestd riippumaton.

Vihennyslaskussa sulkeiden paikka on olennainen: esimerkiksi (9 —5) —3 =
4—3 =1, mutta 9— (5—3) =9—2 = 7. Yhteenlasku ei ole herkki sulkeiden
paikalle, silli kaikille luvuille x, y ja z pitee (x+y) +z = x+ (y+z). Esimerkiksi
(94+5)+3=144+3=17ja9+(543) =9+ 8 = 17. ”Ja” on tissi suhteessa
yhteenlaskun kaltainen. Toisin sanoen: kaikille kaavoille P, Q ja R pitee (P A
O)AR< PA(QAR).

Myos ”V” on ndilld tavoilla laskujdrjestyksestd riippumaton. Siis PV Q <
QVPja(PVQ)VR< PV (QVR), kun P:n tilalle laitetaan miki tahansa kaava,
ja samoin Q:n ja R:n tilalle.

Toisaalta, kuten sivulla|12] totesimme, hén ottaa (teetd tai kahvia) ja maitoa”
ei tarkoita samaa kuin “’hén ottaa teetd tai (kahvia ja maitoa)”. Siispd (PV Q) AR
ei tarkoita samaa kuin PV (Q A R). Huomaamme, etti laskujdrjestys voi muuttua
tarkedksi, jos kaavassa esiintyy sekd "A” ettd V™.

Kaksi erityisen kiinnostavaa <-muotoista lakia on nimetty Augustus De Morga-
nin (1806—-1871) mukaan. Tutustumme toiseen niistd vertaamalla viitteitd hin ei
ota sekd maitoa ettd sokeria” ja ’hén ei ota maitoa tai hén ei ota sokeria”. Taytd
taaltd 1oytyvit kaksi taulukkoa kuvan 2/ tapaisesti.

Maidon ottaminen tai ottamatta jittaminen yhdistettynd sokerin ottamiseen tai ot-
tamatta jiattamiseen muodostaa kaikkiaan neljd eri tapausta. Kummassakin taulu-
kossa on rivi niistd jokaiselle.

Ensimmdiinen taulukoista voidaan tdyttdd seuraavasti. Jos hidn ei ota maitoa,
niin hédn ei ota sekd maitoa ettd sokeria. Niinpd kaksi ylintd rivid kuuluu valita.
Jos hin ottaa maitoa mutta ei sokeria, niin silloinkaan hén ei ota sekd maitoa ettd
sokeria. Siis kolmaskin rivi kuuluu valita. Neljdnnelld rivilld hin ottaa sekd maitoa
ettd sokeria. Se on suoraan vastoin viitetti, joten neljittd rivid ei kuulu valita.
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Jalkimmainen taulukoista voidaan tdyttdad seuraavasti. Kahdella ensimmaiselld
rivilld toteutuu “ei maitoa”, joten ne kuuluu valita. Kolmannella rivilld toteutuu “ei
sokeria”, joten sekin kuuluu valita. Neljannelld rivillda kumpikaan ei toteudu, joten
sitd ei kuulu valita.

Taulukoihin tuli siis rastit samoille riveille: kumpaankin tuli rasti kolmelle en-
simmadiselle riville, eikd tullut rastia neljdnnelle riville. Kummassakin taulukossa
oli rivi jokaiselle mahdolliselle tapaukselle. Niméi yhdessi osoittavat, ettd ei sekd
maitoa ettd sokeria” ja ’ei maitoa tai ei sokeria” ovat yhtdaikaa totta ja yhtdaikaa
epitotta. Toisin sanoen, ~(M A S) < —~M V —S.

Tidlldkddn kertaa olennaista ei ollut, mitd véitteitd kirjaimet edustivat, vaan
olennaista oli vain sanojen “ja”, “’tai” ja “ei” vuorovaikutus. Niinpd saatu yhti-
pitdvyys pitee, vaikka M:n ja S:n tilalle laitettaisiin mitké tahansa kaavat. Olem-
me péitelleet seuraavan lain: (P A Q) < —PV 0 eli —(kaaval A kaaval) <
—kaaval V —kaava2. Se on toinen De Morganin laeista.

Harjoittele De Morganin lain kdyttod jo tutuksi tulleella esimerkilld ta4lla!

Todistimme lain =(M A S) < —M V =S kokeilemalla kaikki totuusarvojen yhdis-
telmit, jotka siind esiintyvét muuttujat (tdssd tapauksessa M ja §) voivat saada.
Kaikkien mahdollisuuksien kokeileminen toimii hyvin silloin kun muuttujia on
vihdn ja kukin niistd voi saada vain muutaman eri arvon. Ikiva kylld sen tyo-
maiérd kasvaa rajusti muuttujien ja niiden mahdollisten arvojen méirin kasvaessa.
Se kasvaa tietokoneillekin liian suureksi muutamalla kymmenelld tai muutamalla
sadalla muuttujalla. Lisdksi ihmisten tekeménd se on virhealtista.

Siksi tarvitaan muitakin keinoja tutkia tai todistaa lakeja. Sivuilla [17 ja
tutkimme yhtipitavyyttd (A AH) < —A A H sijoittamalla H:hon ensin F ja sitten
T. Ensimmadiselld sijoituksella se sieveni selvisti epdpitevdaan muotoon T < F.
Niinpd =(AAH) < —A AH ei ole laki. Toisella sijoituksella se sieveni piteviin
muotoon —A < —A. Se ei riitd kumoamaan sitd, ettd ensimmadiselld sijoituksella
tuli epépitevi lopputulos, mutta riittdd osoittamaan, ettd (A AH) ja ~A A H eivit
eroa toisistaan silloin, kun H on tosi.

Totuusarvoja saavien muuttujien tapauksessa on usein todella kitevdid valita
jokin muuttuja, sijoittaa sithen vuoron perddn F ja T, sieventdd ’<:n molem-
mat puolet ja verrata lopputuloksia. Edelld mainittujen lakien kaava A F < F,
kaava N'T < kaava ja niin edelleen avulla puolet sieveneviit tyypillisesti paljon
vihilld vaivalla. Usein lopputuloksista nikee heti, ovatko ne totta yhtdaikaa ja
vain yhtéaikaa. Jollei née, niin voidaan valita toinenkin muuttuja ja sijoittaa sii-
hen vuoron perédén F ja T, tai voidaan kéyttda jotain muuta keinoa kuten kaikkien
mahdollisuuksien kokeileminen.

Kokeile F:n ja T:n sijoittamista lakiin =(P A Q) < =PV —(Q tdilld!

Kokeile F:n ja T:n sijoittamista yhtépitivyyteen PV (QAR) < (PV Q) A
(PVR) tidlla!
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Kumpikaan edellisisti keinoista ei toimi ollenkaan kokonaisluku- eiki reaalilu-
kumuuttujille, silld ne voivat saada loputtomasti eri arvoja. Seuraavassa esimer-
kissd havainnollistetaan muutamia téarkeitd paittelykeinoja, jotka toimivat hyvin
monenlaisista asioista paateltdessi, kuten luvuista.

Aloitamme #sken saadusta laista —=(P A Q) < —P V —=Q. Yhtipitdvyys on
symmetrinen ominaisuus: aina kun kaaval ja kaava2 ovat joko molemmat tot-
ta tai kumpikaan ei ole totta, niin my0s kaava2 ja kaaval ovat joko molem-
mat totta tai kumpikaan ei ole totta. Toisin sanoen, jos kaaval < kaava2, niin
kaava2 < kaaval. Kerro tdill4, minkilaiseksi =(PA Q) < =PV —Q muuttuu sym-
metriaa soveltamalla!

Koska juuri saatu yhtédpitavyys on laki, se pitee kun P:n tilalle laitetaan miki
tahansa kaava ja Q:n tilalle laitetaan miki tahansa kaava (tarvittaessa sulkeet lisa-
ten). Nyt laitamme P:n tilalle =P ja Q:n tilalle ~Q. Miti siten saadaan? Tarvittavat
vastauslaatikot ovat edellisten vastauslaatikoiden alapuolella.

Sitten sievenndmme edellistd tulosta lakia ——kaava < kaava hyodynti-
milld niin paljon kuin mahdollista. Kuten sivulla kerrottiin, tdmin lu-
vun kaavoille pitee, ettd jos kaaval < kaava?2, niin isompi_kaava(kaaval) <
isompi_kaava(kaava2). Siksi on sallittua sieventdd kaavaa tekemailld sievennyk-
sid sen osakaavoihin. Vastauslaatikot ovat kolmantena edelld mainitusta linkisté
alkavassa ryhmissa.

Neljdnnessi vaiheessa kiytimme uudelleen lupaa sieventidd kaavan osaa. Talld
kertaa sieventimisessi kiytettidvi laki on edellinen tulos, ja isompi_kaava(X) on
—X.

Lienee helppo arvata, mitd viimeisessd vaiheessa pitdd tehdi. Tee se!

Kaiken kaikkiaan olemme paitelleet seuraavasti:

-(PNQ) & -PV-Q aiemmin perusteltu De Morganin laki
-PV-Q0 & —(PAQ) &:n Symmetrisyys
-—PV--Q < —=(=-PA-Q) PmjaQ:ntilalle =P ja -Q
PVQ < —(=PA—-Q) ——kaava < kaava
—~(PVQ) & ——(=PA-Q) edellinen sovellettuna kaavaan —X
-(PVQ) & —-PA-Q ——kaava < kaava

Lopputulos voidaan ilmaista niin, ettd P:n ja Q:n tilalla ovat kaaval ja kaava2:
—(kaaval V kaava2) < —kaaval \—kaava2

Lopputulos on muuten sama kuin ldhtokohtana kidytetty De Morganin laki, mutta
Aja V ovat vaihtaneet keskenéén paikkoja. Sekin on De Morganin laki. Olisi ollut
kdtevdd sanoa, ettd (P A Q) < —PV —Q on ensimmiinen De Morganin laki ja
—(PV Q) & =P A—Q on toinen De Morganin laki, mutta se olisi ollut hieman
vidrin, koska ei ole olemassa sopimusta siitd, kumpi niisti on ensimmadinen ja
kumpi toinen.
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De Morganin lait paljastavat, ettid logiikassa vallitsee hyvin pitkélle duaali-
suus: jos kaavassa vaihdetaan jokainen T ja F keskendin, vaihdetaan jokainen A
ja V keskendin (tarvittaessa sulkeita lisdten) ja jokaisen totuusarvoisen muuttujan
eteen lisdtdén tai edestd poistetaan —, ja jos siind ei esiinny mainittujen symbolei-
den lisdksi muita symboleita, niin lopputulos on yhtépitdva alkuperdisen kanssa.
Timé duaalisuus tulee sdilymiin kun logiikan kieltd laajennetaan luvussa[3l Lop-
pumattomiin se ei kuitenkaan siily, vaan tulemme ndkeméiin sen menevén rikki
luvussal7.

De Morganin lait ovat loppujen lopuksi hyvin arkijirkisid. Niinpi, vaikka ne
on nimetty 1800-luvulla eldneen henkilon mukaan, ne tunnettiin jo antiikin aika-
na ja niistd kirjoitettiin myos keskiajalla. Kuten Wikipedian sivu "De Morgan’s
Laws” toteaa (lyhentden suomennettuna): “De Morganin lait on helppo todistaa,
ja ne voivat jopa nidyttdd itsestdinselvyyksiltd. Yhtd kaikki, ne ovat hyodyllisid
pitevissa padttelyssd.”

2.4 Hieman tietokoneiden perusosista
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3 Predikaattilogiigan kaavat

Olemassaolokvanttori
Yhtidjonkin kiiytto kaavan sisélld
Kaikkikvanttori
Miti tarkoittaa, etti kaava on tosi
Prinsessatehtivi
Hieman toisen kertaluvun logiikasta

Téssd luvussa jatketaan edellisessd luvussa aloitettua pohdintaa siitd, miten lo-
giikan kielelld esitetdiin viitteitd. Pddpaino on niin sanotussa ensimmadisen kerta-
luvun logiikassa, mutta myos korkeammista kertaluvuista kerrotaan sen verran,
ettd niiden ero ensimmadiseen kertalukuun kdy ilmi. Myos esitellddn predikaatti-
logiikan lakeja ja jatketaan paittelemiseen tutustumista. Lisdksi kerrotaan, mitid
nykyaikaisessa logiikassa tarkoittaa, etti védite on tosi.

3.1 Olemassaolokvanttori

Tiahénastisilla keinoilla voidaan kirjoittaa kaava, joka on aina tosi jos puheenai-
heena on kokonaisluvut, mutta ei ole aina tosi jos puheenaiheena on reaaliluvut.
Esimerkiksi x < 7V x > 8 on sellainen. Kokeile sitd taalla!

Sitten keksi kaava, joka on aina tosi jos puheenaiheena on luonnolliset lu-
vut, mutta ei ole aina tosi jos puheenaiheena on kokonaisluvut. Kirjoita se hie-
man edellistd alempana olevaan vastauslaatikkoon! (Kaavassa saa olla vain sel-
laisia symboleita, jotka ovat MathCheckissid kédytossd sekd luonnollisilla luvuilla
ettd kokonaisluvuilla. Muun muassa ”—" ei kdy, koska esimerkiksi 3 — 5 ei ole
maédritelty luonnollisilla luvuilla.)

Jossain médrin vaikeampaa on keksid kaava, joka on aina tosi jos puheenai-
heena on reaaliluvut, mutta ei ole aina tosi jos puheenaiheena on kokonaisluvut.
Se ei onnistu lisddmailld dsken kdytetyn kaavan x < 7V x > 8 ympirille sulkeet ja
eteen ”—”. Mieti ensin miksei, ja sitten kokeile kolmannessa vastauslaatikossa!

Kaava x <7V x > 8 sanoo, ettd x ei ole seitsemin ja kahdeksan vililld. Koska
x:std el ole tehty mitdédn oletuksia, voi x olla mikd luku tahansa. Niinpéd kaava
viittad, ettd mikddn luku ei ole seitsemin ja kahdeksan vililla. Se todellakin on
tosi kokonaisluvuilla, koska mikéin kokonaisluku ei ole sillé vililld. Se ei ole tosi
reaaliluvuilla, koska 7% on reaaliluku ja on silld vililla.

Kun dskeisen kaavan ympdrille lisdtidin sulkeet ja eteen ”—”, saadaan kaava,
joka sanoo, ettd x on seitsemén ja kahdeksan vililld. Nytkin x voi olla miké lu-
ku tahansa. Siksi muokattu kaava sanoo, ettd jokainen luku on seitsemén ja kah-
deksan vililld. Se ei ole tosi sen koommin kokonais- kuin reaaliluvuilla, koska
esimerkiksi O on kokonaisluku ja reaaliluku, joka ei ole silld valilla.
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Saisimme halutunlaisen kaavan aikaiseksi, jos saisimme sanan “jokainen”
muutettua sanaksi ’jokin”. Haluamme siis kaavan, joka sanoo, etti jokin luku on
seitsemin ja kahdeksan vililld. Se on totta reaaliluvuilla, koska muun muassa 7%
on reaaliluku ja on silld vilill4, mutta ei ole totta kokonaisluvuilla, koska 7:n ja 8:n
vilissi ei ole yhtddn kokonaislukua. Saamme tillaisen kaavan lisddmalld dskeisen
kaavan eteen EE x: . Kokeile! Jos kaikki sujui kuten piti, niin MathCheckin pa-
laute alkaa Jx: =(x <7Vx > 8) = T, missd "=" on reaaliluvuilla vihreilld ja
kokonaisluvuilla punaisella.

Symboli ”3” on nimeltdin olemassaolokvanttori (englanniksi existential
quantifier). Sen kirjoitustapa vaihtelee. Teoreettisessa kirjallisuudessa on tapana
jattdd kaksoispiste pois ja kidyttdd enemmén sulkeita, tyyliin Ix(=(x <7Vx > 8))
tai (3x)(—(x < 7Vx > 8)). Jotkut kidyttdvit kaksoispisteen tilalla pistetté tyyliin
dx.—(x <7 Vx> 8). Tdlld kurssilla kiytettdva tapa tavoittelee sitd, ettd kaavan
rakenne olisi helppo hahmottaa varsinkin ottaen huomioon, ettid tulemme jatkossa
ottamaan kayttoon myos merkintdjd muotoa dx ; rajoite : kaava.

Kirjoita seuraavaan vastauslaatikkoon kaava, joka on aina tosi kokonaisluvuil-
la mutta ei ole aina tosi luonnollisilla luvuilla!

Oletko koskaan tullut miettineeksi, misti johtuu, ettd heinikuun ensimmaéinen on
aina sama viikonpiivi kuin huhtikuun ensimméinen? Myds heindkuun toinen on
aina sama viikonpdivd kuin huhtikuun toinen ja niin edelleen aina 30. pédivdin
saakka (ja vappu on aina sama viikonpiivé kuin heindkuun viimeinen). Se johtuu
siitd, ettd viikossa on seitsemén piivad, ja huhti-, touko- ja kesdkuussa on yh-
teensi seitsemdlld jaollinen médrd pdivid. Huhtikuussa on 30, toukokuussa 31 ja
kesidkuussa 30 pdivid, eli yhteensd 91 péivid, ja91 =7-13.

Nyt ei keskitytd lukujen jaollisuusoppiin, mutta pari asiaa on tarpeen tietéa.
Jos kolme desilitraa mehua pitdéd jakaa kahdelle lapselle, niin kummallekin voi
antaa puolitoista desilitraa. Mutta kolmen ilmapallon jakaminen kahdelle lapsel-
le ei suju yhti hienosti, silld jos ilmapallon puolittaa, niin se menee tdysin rik-
ki. Tdméntapaisista syistd on tavallisen jakolaskun liséksi olemassa my0ds koko-
naislukujen jakolasku, joka lopettaa jakamisen siind vaiheessa, kun jouduttaisiin
pilkkomaan jaettavia esineitd osiksi. Jakamatta jaavid madardad kutsutaan jakojdcdn-
nokseksi (remainder). Kunkin saajan saamaa madrdd kutsutaan tavalliseen tapaan
osamddrdksi (quotient).

Kokonaislukujen jakolaskun osaméérille ja jakojddnnokselle on kidytdssd mo-
nia merkintdjd. MathCheck kiyttdd merkintdjd ”div” ja ”mod”. Niitd ei tulla tar-
vitsemaan seuraavissa tehtdvissd — itse asiassa niiden kéytto on kielletty, koska
tarkoitus ei ole opetella niiden vaan olemassaolokvanttorin ominaisuuksia. Mut-
ta MathCheckin tuottamassa palautteessa kdytetddn merkintdd ” mod”, joten on
hyvai tietdd, ettd se tarkoittaa jakojadnnosta.

Puheenaiheena on kokonaisluvut. Kirjoita tinne kaava, joka sanoo ettd n on

23


http://users.jyu.fi/%7eava/logiikassa_kyse3.html#7_jakaa_n

seitsemdlld jaollinen!

Edell piti kirjoittaa kaava, joka sanoo, ettd jokin luku kerrottuna seitsemillad
tuottaa luvun n. Jos kirjoitit sen aiempien mallien mukaisesti, niin siind esiintyy
muuttuja x. Se edustaa sitd “jotakin lukua”, joka kerrottuna seitsemaélld tuottaa
luvun n. Ei ole olennaista, ettd ”jotakin lukua” edustavan muuttujan nimi on ni-
menomaan x. Olennaista on vain, etti eri asioita tarkoittavat muuttujat eivit sekoi-
tu toisiinsa. Téssd tapauksessa se tarkoittaa, ettd x:n tilalla voi olla miki tahansa
muuttujan nimi paitsi 7.

Jos x:n tilalle laitetaan n, niin saadaan Jn : n = 7n. Kopioi se viimeisimmaén
vastauksesi tilalle ja kokeile, mitd MathCheck antaa palautteeksi. Palautteen pi-
tdisi ndyttdd suunnilleen télti:

nmod7=0 < dn:n="7n

Relation does not hold when n = —1
left = F
right = T

Yritd hetken aikaa ymmairtdd palaute ja vastata tehtaviryhmin muihin tehtédviin.
Sitten jatka lukemista.

Palaute sanoo, ettd jos n = —1, niin mallivastaus » mod 7 = 0 ei ole tosi mut-
ta vastaukseksi kopioitu kaava dn : n = 7n on tosi. Palautteen ymmértdmiseksi
on tirkedd huomata, ettd n kaavassa Jn : n = 7n on eri muuttuja kuin n kaavassa
nmod 7 = 0, vaikka niilld on sama nimi. MathCheck yrittdd auttaa tdimén huo-
maamista ndyttdmalld ensin mainitun eri virilld. Kaavan 3n : n = 7n muuttujan n
nimelld ei ole vilia. Kaavan merkitys ei muutu, vaikka sen tilalle vaihdettaisiin
jokin muu nimi. Esimerkiksi dx : x = 7x ja da : a = 7a tarkoittavat samaa kuin
dn:n="7n.

Kaava 3n : n = 7n sanoo, ettid on olemassa sellainen luku, ettd kun sen kertoo
seitsemalld, saadaan tima luku itse. Se on totta, silld nolla on sellainen luku. Kaava
dn : n ="7n ei puhu siité n, joka esiintyy kaavassa n mod 7 = 0 ja josta MathCheck
puhuu palautteessaan. Taméi kdy selvemmiksi, kun palaute esitetdén sanallisesti:

n on jaollinen seitsemilld < on olemassa sellainen luku, ettd kun
sen kertoo seitsemailléd, saadaan se itse

Tdmi ei pdde kun n = —1. Silloin vasen puoli on epitosi ja oikea
puoli on tosi.

Oikea puoli on tosi riippumatta palautteessa mainitun z:n arvosta, koska se ei to-
dellisuudessa puhu palautteen n:std. Sen sijaan vasen puoli riippuu siitd. Palaut-
teessa ei voi esiintyd n = 0, koska my0s vasen puoli olisi silli tosi, joten se ei olisi
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vastaesimerkki. Palautteessa voisi esiintyd n = 1 tai n = 2 tai n = 6 tai n = 100,
koska vasen puoli on epitosi jokaisella niistd. On ddrettdbméin monta eri n:n arvoa,
jotka voisivat esiintyd palautteessa. Sivulla [52] selvidd, miksi MathCheck valitsi
niiden joukosta arvon —1.

Kokeile, miten MathCheckin palaute muuttuu, kun vaihdat vastauksessa Jn :
n = 7n jokaisen n:n tilalle a:n. MathCheck néyttdd saman vastaesimerkin kuin ai-
emmin, mutta nyt MathCheck ei néyté jalkimmadistd muuttujaa eri vérilld, koska
se ei ole samanniminen kuin ensimmaéinen muuttuja. MathCheck ei anna palaut-
teessaan arvoa a:lle syystd, joka kerrotaan sivullal50]

Seuraavaksi tutkimme olemassaolokvanttorin kdyttdytymistd muutamalla tehti-
villa. Niistd kolmannen kohdalla vastaan tulee tidrked ilmid. Onnea matkaan!

Kirjallisuudessa on erilaisia kiytint6jd sen suhteen, kuinka pitkille kvanttorin
vaikutusalue ulottuu. Kyse on esimerkiksi siité, tarkoittaako dx : n = 7xAn > 4
samaa kuin (3x : n = 7x) An > 4 vai samaa kuin 3x : (n = 7xAn > 4). MathCheck
noudattaa kdytdntod, jonka mukaan kvanttorin vaikutusalue loppuu vasta kun ko-
ko kaava loppuu tai vastaan tulee ”’)”, jota vastaava ”(” oli ennen kvanttoria. Niin-
pd MathCheckille 3x : n = 7x A n > 4 tarkoittaa samaa kuin 3x : (n = 7xAn > 4).
Tamai kidytdanto valittiin, koska se tyypillisesti vihentid sulkeiden tarvetta.

Symbolit "<, ”=", ”<=" ja "=" eivit esiinny kaavojen sisilld vaan kaavojen
vilissd, joten kvanttorin vaikutusalue loppuu myds niihin.

Kenties vastasit (—3x : n = 7x) An > 4 mutta MathCheck niyttikin palauttees-
saan —(3x : n = 7x) An > 4. Ne tarkoittavat samaa, koska ”—” lasketaan ennen
kuin ”A”. Jommatkummat sulkeet on oltava, koska muutoin myds n > 4 joutui-
si —:n piiriin. MathCheckin kdyttdmissd sisdisessd esitysmuodossa ei ole tietoa,
kummassa kohdassa sulkeet alun perin olivat. Siksi MathCheck saattaa tulostaa
ne eri kohtaan kuin missé ne olivat vastauksessa.

Jokainen puheenaiheen arvon siséltivda muuttuja on joko vapaa (free) tai sidottu
(bound). Muuttuja on sidottu jos ja vain jos se on luotu kvanttorilla. Vapaata ja
sidottua voi havainnollistaa esimerkiksi lauseella “hén on ystivéllinen kaikille”.
Se on tosi tai epétosi sen mukaan, ketd "hén” tarkoittaa. "Héan” viittaa yksittdiseen
ihmiseen, mutta riippuu asiayhteydesti, kuka tdmi ihminen on. Vapaa muuttuja
kayttdytyy juuri ndin. Sen sijaan “kaikille” ei viittaa keneenkiin yksittdiseen ih-
miseen, vaan jokaiseen ihmiseen. Siksi sen merkitys ei riipu asiayhteydestd (paitsi
siltd osin, ettd puhutaanko kaikista ihmisisté vai esimerkiksi kaikista kokonaislu-
vuista). Sidottu muuttuja kdyttdytyy juuri niin.

”Kaikille” vastaa niin sanottua kaikkikvanttoria V. Siihen keskitytdén luvus-
sa[3.3] mutta jo nyt voi toki Kertoa, ettd Vx : kaava on tosi jos ja vain jos valitaanpa
x:lle miké tahansa arvo, niin kaava on tosi. Vastaavasti Jx : kaava on tosi jos ja
vain jos on olemassa ainakin yksi sellainen arvo, ettd kun x saa sen, niin kaava
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on tosi. "Hén on ystivéllinen kaikille” tarkoittaa samaa kuin “hén ei ole epdysti-
villinen kenellekddn”. Siind “kenellekéddn” vastaa olemassaolokvanttoria ”3”. Jos
”a on epdystavillinen b:lle” ilmaistaan a <~ b, ja jos h edustaa "hintd”, niin hin
ei ole epdystivillinen kenellekdin” voidaan ilmaista kaavana —3x : 4 <~ x. Sama
voidaan ilmaista myds kaavana Vx : =(h < x). Kummassakin 4 on vapaa ja x on
sidottu.

Kaava on avoin (open), jos ja vain jos siind esiintyy ainakin yksi vapaa muut-
tuja. Pdinvastaisessa tapauksessa kaava on suljettu (closed). Esimerkiksi hin on
ystavillinen kaikille” on avoin, koska ’hidn” on vapaa muuttuja. Sen sijaan ”joku
on ystivillinen kaikille” on suljettu, koska ”joku” vastaa J:lla ja “’kaikille” vastaa
V:1la luotua muuttujaa, joten ne vastaavat sidottuja muuttujia. Kaava dx : n = 7x
on avoin, koska n on siind vapaa, mutta Jn : n = 7n on suljettu, koska » on siind
sidottu eikd siind esiinny muita muuttujia. Kaava n > 4 Adn : n = 7n on avoin.
Siind esiintyy kaksi eri muuttujaa, joiden kummankin nimi on n. Toinen niis-
td on vapaa ja toinen sidottu. Sama pitee kaavalle (3n : n = 7n) An > 4. Mutta
dn:n="7TnAn > 4 on suljettu, silld sen jokainen n on 3:n alaisuudessa.

Suljettu kaava on joko tilanteesta riippumatta tosi tai tilanteesta riippumatta
epitosi. Avoimen kaavan totuusarvo voi riippua tilanteesta, eli siitd, mitkd arvot
vapaille muuttujille annetaan. Esimerkiksi kokonaisluvuilla 3x : n = 7x on tosi kun
n = 7, mutta epdtosi kun n = 8. Kuitenkin my0s avoin kaava voi olla tilanteesta
riippumatta tosi tai tilanteesta riippumatta epitosi. Esimerkiksi kokonaisluvuilla
dx : n < x on n:n arvosta riippumatta tosi, silld olipa n mika tahansa kokonaisluku,
on esimerkiksi 7 4 1 suurempi kuin z. Ihmisistd puhuttaessa ’hén pystyy elaméin
kuukausia ilman vettd” on avoin, ja se on epitosi riippumatta siitd, kuka “hén” on.

Seki sentence etti closed formula tarkoittavat suljettua kaavaa.

T4dlld on tehtdvid vapaiden ja sidottujen muuttujien sekd avoimien ja suljettu-
jen kaavojen harjoittelemiseksi.

Sidottu muuttuja lakkaa olemasta, kun sen kvanttorin vaikutusalue loppuu, jolla
muuttuja luotiin. Siksi esimerkiksi kaavassa (Fi:n=Ti))A1 <i<nAJdi:n=4i
esiintyy kaikkiaan nelja muuttujaa, joista kolmen nimi on i. Vapaa muuttuja on
olemassa koko kaavan ajan. Siihen ei kuitenkaan piise késiksi niisséd osissa kaa-
vaa, joissa on olemassa toinen samanniminen muuttuja, koska sielld muuttujan ni-
mi viittaa jalkimmadiseen. Esimerkiksi edelld osuudessa Ji : n = 4i ei padstd kisiksi
vapaaseen i:hin, koska siell4 7 viittaa jalkimmaiselld J:11a luotuun i:hin. Myos on
mahdollista, ettd sidottuun muuttujaan ei pddse kisiksi, koska samassa kohdassa
on olemassa toinenkin samanniminen sidottu muuttuja.

MathCheck nédyttdd muuttujan esiintymaén tavallisesta poikkeavalla virilld jos
ja vain jos samassa kohdassa on olemassa toinenkin samanniminen muuttuja.
MathCheck siis varoittaa, ettd tdssd kohdassa nimi saattaa tarkoittaa eri muuttujaa
kuin haluttiin. Poikkeava viri on valittu siten, ettd se erottuu punaisesta hyvin mut-
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ta mustasta huonommin. Niin siksi, ettd varoitus nimien mahdollisesta sekaantu-
misesta saattaa auttaa virheellisen kaavan korjaamisessa, mutta asialla ei ole suur-
ta vilid kun kaava on oikein. Toinen muuttuja voi olla perdisin saman kaavan
lisdksi my0s aikaisemmasta kaavasta. Sen ansiosta varoitus muuttujien mahdolli-
sesta sekoittumisesta tulee myos silloin, kun sidottu muuttuja on samanniminen
kuin tehtdvinasettelussa esiintyvd muuttuja.

Jatka olemassaolokvanttorin kédyttdytymiseen tutustumista ja MathCheckin anta-
man palautteen hyodyntimisen harjoittelemista ta4lla!

Riippuen siitd miten korjasit vastauslaatikossa olleen kaavan, MathCheck saat-
taa ndyttdd palautteessa osan muuttujista tavallisesta poikkeavalla virilla. Se ei
tarkoita ettd vastaus olisi vadrin, vaan se on vain MathCheckin tapa varoittaa siité,
ettd eri virillda niytetty muuttuja saattaa kaavaa lukiessa sekoittua toiseen saman-
nimiseen muuttujaan. On helppo muuttaa kaavaa siten, ettd sekoittumisen vaara
poistuu. Tissd esimerkissd se onnistuu ainakin kahdella eri keinolla: voidaan lisa-
td sulkeet sopiviin kohtiin tai voidaan vaihtaa jonkin kvanttorilla luodun muuttujan
nimi. (Sivulla[32]paljastuu, miksi vastaus kelpaa ilman sulkeita.)

Seuraavaksi kiymme ldpi joukon lakeja, joita ”3” noudattaa. Johdantona aihepii-
riin késittelemme hiukan vinksahtaneen esimerkin. Otamme kéyttoon sanat “’vink-
sis” ja ’toksis”. Ne ovat ihmisille mahdollisia ominaisuuksia, mutta timén enem-
pdd niistd ei kerrota. Mitkd seuraavista ovat totta?

* Jos joku professori on vinksis tai toksis, niin joku professori on vinksis tai
joku professori on toksis.

* Jos joku professori on vinksis tai joku professori on toksis, niin joku pro-
fessori on vinksis tai toksis.

* Jos joku professori on vinksis ja toksis, niin joku professori on vinksis ja
joku professori on toksis.

* Jos joku professori on vinksis ja joku professori on toksis, niin joku profes-
sori on vinksis ja toksis.

Ensimmaiinen on helppo hyviksyi todeksi. Jos joku professori on vinksis tai tok-
sis, niin silloinhan hin on vinksis tai hdan on toksis. Jos hdn on vinksis, niin joku
professori (nimittdin ainakin hén) on vinksis. Jos hén on toksis, niin joku profes-
sori (nimittdin ainakin hin) on toksis.

Jos joku professori on vinksis, niin hin on vinksis tai toksis, joten joku pro-
fessori on vinksis tai toksis. Jos joku professori on toksis, niin hidn on vinksis tai
toksis, joten joku professori on vinksis tai toksis. Siksi toinen pétee.
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Jos joku professori on vinksis ja toksis, niin hdn on vinksis, joten joku profes-
sori on vinksis. Hin on myds toksis, joten joku professori on toksis. Niinpd joku
professori on vinksis ja joku professori on toksis. Siis myos kolmas pitee.

On mabhdollista, ettd joku professori on vinksis vaan ei toksis ja joku toinen
professori on toksis vaan ei vinksis, mutta kukaan professori ei ole sekéd vinksis
ettd toksis. Siksi neljds ei pide.

Sitten siirrymme takaisin vihemmaén vinksahtaneeseen ja toksihtineeseen kielen-
kayttoon. Merkinnit kaava, kaaval ja niin edelleen edustavat mitd tahansa kaa-
voja. Toisinaan on tarpeen puhua muuttujan x kaikista vapaista esiintymistéd kaa-
vassa, esimerkiksi siksi ettd niiden tilalle tullaan kohta laittamaan jotakin muuta
kuin x, esimerkiksi 1+ 2y. Silloin kidytdmme ennen sijoitusta merkintdd kaava(x)
tai jotakin sen kaltaista, ja sijoituksen jdlkeen merkintdd kaava(1 4 2y) tai jotakin
sen kaltaista. Merkintd kaava(x) ei lupaa, ettd x esiintyy vapaana. Jos x ei esiinny
vapaana, niin kaava(x) ja kaava(1+ 2y) ovat tdysin sama.

Lakimme ovat muodoltaan yhtépitidvyyksii, joissa esiintyy sama kaava tai sa-
mat kaavat molemmilla puolilla. Sellainen ehdokas laiksi on epépétevd, jos ja vain
jos on olemassa yksikin tapa valita siind esiintyvit kaavat ja niissi esiintyvien va-
paiden muuttujien arvot siten, ettd toinen puoli on tosi ja toinen puoli ei ole tosi.
Toisin sanoen, jos lakiehdokkaalle on yksikin vastaesimerkki, niin ehdokas ei ole
laki; ja jos sille ei ole yhtiin vastaesimerkkid, niin se on laki.

Tamin luvun tdhidnastisissa tehtdvissd on ollut muutamia, joissa kahdesta kaa-
vasta on osoittautunut, ettd ne eivit ole yhtdpitdavit. Niiden perusteella voidaan
todeta muutama lakiehdokas epapiteviksi. Tddlld on kuusi lakiehdokasta, joista
osa on pitevid ja loput eivit ole. Yritd valita epdpétevit! Jos et onnistu, niin se ei
haittaa. Osoitamme mydhemmin loput péteviksi. Silloin epédpitevit paljastuvat si-
td kautta, ettd niitd ei osoiteta piteviksi. Huomaa, etti saattaa olla pienen liséehdon
puuttumisesta kiinni, ettd lakiehdokas ei ole piteva.

Aloitamme lakien piteviksi osoittamisen laista dx : kaaval(x) V kaava2(x) <
(3x : kaaval(x)) V 3x : kaava2(x). Merkintd ”(x)” ei ole tdssd vilttdméton, mut-
ta kirjoitamme sen korostamaan sitéd, ettd x saattaa esiintyd vapaana kaaval:ssi
ja/tai kaava2:ssa. Jotta emme vahingossa lukisi kaavan rakennetta vddrin, kay-
taimme ylimaariisid sulkeita:

Ix : (kaaval(x) V kaava2(x)) < (3x: kaaval(x)) V (3x : kaava2(x))

Tarkastelemme muuttujia, jotka esiintyvét vapaina sen jommallakummalla tai mo-
lemmilla puolilla. Niihin ei kuulu x, koska sen kukin esiintymé on sidottu 3:1la.
Tarkastelemme miti tahansa ndiden muuttujien arvojen yhdistelmii.

Jos vasen puoli on siind tosi, niin on olemassa sellainen x:n arvo, ettd kun
muuttujien arvojen yhdistelmdi tiydennetdin silld, niin kaaval(x) V kaava2(x)
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on tosi. Silld yhdistelmilld kaaval (x) tai kaava2(x) tai molemmat on tosi. Jos
kaaval(x) on tosi, niin alkuperdiselld vapaiden muuttujien arvojen yhdistelmalld
Jx : kaaval (x) on tosi. Muussa tapauksessa kaava2(x) on tosi ja alkuperdiselld
vapaiden muuttujien arvojen yhdistelmélld 3x : kaava2(x) on tosi. Molemmissa
tapauksissa (3x : kaaval(x)) V (3x : kaava2(x)) on alkuperiiselld yhdistelmélld
tosi. Olemme osoittaneet, ettéd jos lain vasen puoli on tosi, niin myds oikea on.

Jos oikea puoli on tosi alkuperdiselld vapaiden muuttujien arvojen yhdistel-
mélld, niin 3x : kaaval (x) tai 3x : kaava2(x) tai molemmat on siini tosi. Jos Jx :
kaaval(x) on tosi, niin muuttujien arvojen yhdistelmié voi tidydentidd sellaisella
x:n arvolla, ettd kaaval (x) on tosi. Muussa tapauksessa sama pitee kaava2(x):lle.
Molemmissa tapauksissa kaaval (x) V kaava2(x) on tiydennetylld yhdistelmalld
tosi. Siksi Jx : (kaaval(x) V kaava2(x)) on tosi alkuperdiselld vapaiden muuttu-
jien arvojen yhdistelmailld. Olemme osoittaneet, ettd jos lain oikea puoli on tosi,
niin my0s vasen on. Laki on nyt todistettu.

Tamin todistuksen ymmartamisti voi vahvistaa miettimilld, mité tapahtuu, jos
samaa yritetddn siten, ettd symbolin "V tilalla on ”A”. Tarkastellaan taas mité ta-
hansa vapaiden muuttujien arvojen yhdistelméai. Jos Jx : (kaaval (x) A kaavaZ(x))
on silld tosi, niin on olemassa sellainen x:n arvo, ettd kun yhdistelmii tiyden-
netéddn silld, niin sekd kaaval(x) ettd kaava2(x) on tosi. Niinpd alkuperdisel-
14 yhdistelmilld sekd Jx : kaaval (x) ettd Jx : kaava2(x) on tosi, joten myos
(3x : kaaval(x)) A (3x : kaava2(x)) on tosi. Siis tissikin tapauksessa aina kun
vasen puoli on tosi, myds oikea puoli on tosi.

Mutta tdssd tapauksessa pidttely toiseen suuntaan ei mene ldpi. Jos (Elx :
kaaval(x)) A (3x : kaava2(x)) on tosi alkuperiiselld vapaiden muuttujien arvo-
jen yhdistelmill4, niin on olemassa x:n arvo, jolla tdydentimailld kaaval(x) on
tosi; ja on olemassa x:n arvo, jolla tdydentimailld kaava2(x) on tosi. Mutta mis-
sddn ei luvata, ettd ne ovat sama arvo. Siksi ei voida luvata, ettd kaaval (x) A
kaava2(x) on tosi millddn x:n arvolla. Niin ollen ei myoskién voida luvata, etti
3x : (kaaval(x) A kaava2(x)) on tosi.

Siis aina kun vasen puoli on tosi, my0s oikea puoli on tosi, mutta ei luvata ettd
sama pétisi toisinpdin. Téllaisen ilmaisemista varten on symboli ”=>". Olemme
osoittaneet, ettd

3x : (kaaval(x) Nkaava2(x)) = (3x:kaaval(x)) A (3x: kaava2(x))

Todistuksemme ei ota kantaa siihen, onko vastakkainen suunta epépitevi kaikilla
kaavoilla, joillain mutta ei kaikilla kaavoilla, vai ei milldin kaavoilla. Mutta on
helppo keksid esimerkkejd, jotka osoittavat keskimmadisen vaihtoehdon todeksi.
Esimerkiksi (3x : x = 1) A (3x: x = 2) on tosi, mutta 3x : (x =1 Ax = 2) ei ole.
Toisaalta sekd (Ix:x=1)A(Ix:x=1)etti x: (x=1Ax=1) on tosi.

My6s lain 3x : Jy : kaava(x,y) < Ty : 3x : kaava(x,y) voi osoittaa piteviksi tar-
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kastelemalla siiné esiintyvien vapaiden muuttujien mitéd tahansa arvojen yhdistel-
méd. Jos dx : Jy : kaava(x,y) on siind tosi, niin sitd voi tdydentdd sellaisella x:n
arvolla, ettd Jy : kaava(x,y) on tiydennetylld yhdistelmilld tosi. Se puolestaan
tarkoittaa, ettd on olemassa sellainen y:n arvo, ettd kaava(x,y) on tosi kun alkupe-
réisilld vapailla muuttujilla, x:114 ja y:114 on mainitut arvot. Siksi 3x : kaava(x,y)
on tosi kun alkuperdisilld vapailla muuttujilla ja y:11i on mainitut arvot, joten
Jy : dx : kaava(x,y) on tosi kun alkuperiisilld vapailla muuttujilla on mainitut
arvot. Lain todistus suuntaan ”=-" on valmis. Vastakkaisen suunnan voi todistaa
samalla tavalla.

Laki dx : kaava < kaava olettaa, ettd x ei esiinny vapaana kaava:ssa. Se riippuu
myos toisesta oletuksta. Tatd jalkimmaistd oletusta ei yleensd mainita erikseen,
koska sen ajatellaan olevan aina automaattisesti mukana predikaattilogiikkassa.
Aloitamme siihen tutustumisen tarkastelemalla seuraavia neljad virkettd. Niistd
kaksi ensimmadistid on arkijdrjen mukaan totta:

* Jokainen ihminen on ihminen.

* On olemassa ihminen, joka on ihminen.

* Jokainen lohikdidrme on lohikddrme.

* On olemassa lohikdédrme, joka on lohikddrme.

Koska lohikdidrmeiti ei ole olemassa, saatetaan kolmannen virkkeen totuusarvosta
kinastella. Logiikassa se on tosi silld perusteella, ettd sille ei ole vastaesimerkkeja.
Vastaesimerkki sille olisi lohikddrme, joka ei ole lohikdidrme. Sellaisia lohikédir-
meitd ei ole olemassa, koska minkééinlaisia lohikddrmeité ei ole olemassa.

Neljis virke ei ole totta. Sen ongelma on siind, ettd se sivutuotteenaan viittia,
ettd lohikddrmeitd on olemassa. Mutta lohikddrmeiti ei ole olemassa.

Esimerkiksi kaava dx : x = x muistuttaa neljittd virkettd jonkin verran. Minkd
tahansa puheenaiheen mille tahansa alkiolle x pétee x = x. Niinpd jos yksikin alkio
on olemassa, niin Jx : x = x on tosi. Mutta jos puheenaiheessa ei ole yhtéén al-
kiota (kuten jos puheenaiheena on lohikdirmeet), niin dx : x = x ei ole tosi, koska
se viittdd, ettd jokin alkio on olemassa. Siis Jx : x = x kilyttiytyy eri tavoin riip-
puen siitd, onko puheenaiheessa yhtidin alkiota. Se on esimerkki siitd, ettd tyhjéat
puheenaiheet noudattavat jossain méérin eri lakeja kuin muut puheenaiheet.

Logiikan sovelluksissa voidaan tavallisesti luottaa, ettd puheenaihe ei ole tyh-
ja. IThmisid on olemassa, joten jos puheenaiheena on ihmiset, niin puheenaihees-
sa on jotakin. Kun ruokakaupassa lasketaan paljonko ostokset yhteensd maksavat,
niin harvoin pysdhdytién ajattelemaan, etti kenties tehddinkin turhaa tyoté, koska
kenties lukuja ei olekaan olemassa.
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Tyhjd puheenaihe on siis erikoistapaus, joka mutkistaa asioita mutta jota har-
voin tarvitaan. Siksi predikaattilogiikassa on tapana asettaa vaatimus, ettd puheen-
aiheessa on jotakin. Se on itse asiassa ainoa puheenaihetta koskeva vaatimus, joka
predikaattilogiikassa asetetaan automaattisesti. On hyvé tiedostaa, ettd sen vaa-
timinen on todellakin vain tapa eikd vilttiméttomyys. Sen voi jittdd vaatimatta,
mutta siind tapauksessa jotkin lait pitdd muotoilla monimutkaisemmin.

Tami tarkoittaa vain, ettd puheenaihe kokonaisuudessaan ei ole tyhja. Logii-
kan sovelluksissa toki hyviksytdin, ettd ei ole olemassa 200-vuotiaita ihmisid eikd
ole olemassa lukua, joka kerrottuna nollalla tuottaa ykkosen. Siksi voi olla, ettid
vaikka puheenaihe ei kaiken kaikkiaan ole tyhji, sen kiinnostava osa on. Tillainen
tilanne tulee esiintyméén sivulla

Olemme nyt valmiit todistamaan lain 3x : kaava < kaava, missi x ei esiin-
ny vapaana kaava:ssa. Todistus on lyhyt ja tylsd. Koska puheenaihe ei ole tyhjd,
voidaan x:lle valita jokin arvo. Oikean puolen vapaat muuttujat ovat samat kuin
vasemman puolen. Tarkastelemme mitéd tahansa niiden arvojen yhdistelmii. Jos
oikea puoli on silld tosi, niin myds vasen on, silld x:lle voidaan valita jokin ar-
vo, ja valittu arvo ei vaikuta sithen, onko kaava tosi. Jos vasen puoli on silli tosi,
niin kaava on sillé tosi riippumatta x:n arvosta, joten oikea puoli on tosi. Siksi
dx : kaava < kaava.

Talldkin kertaa saattaa olla hyodyllistd miettid, miten juuri todistettu laki ero-
aa samankaltaisesta, jossa lakiehdokas ei piddkddn paikkaansa. Tédlld voit kokeil-
la, minkiélaisen virheilmoituksen MathCheck antaa epdpétevastd yhtdpitdvyydesta
dx:x >y & x >y, ja tehdd muutaman jatkotehtévin.

Edelld dx : kaava on hiukan kummallinen sikili, ettd siind luodaan kvanttorilla
muuttuja mutta ei kuitenkaan kiyteti sitd. Se on vihin samankaltainen kuin virke
on olemassa sellainen ihminen, ettd Suomi itsendistyi vuonna 1917.”

On kuitenkin osoittautunut, ettd sellaiset kaavat eivét ole logiikalle ongelma,
ja jos ne yritettdisiin estidd, niin esto olisi helppo kiertidi. Esimerkiksi ”on olemas-
sa sellainen thminen, ettd Suomi itsendistyi vuonna 1917 ja hin syntyi joko sind
vuonna tai muulloin” kdyttdd kvanttorilla ”on olemassa” luotua muuttujaa héin”,
mutta sanoo silti saman kuin ”on olemassa sellainen ihminen, ettd Suomi itsenéis-
tyi vuonna 1917.” Ne molemmat sanovat saman kuin “Suomi itsendistyi vuonna
1917 ja on olemassa ithminen” (joka on tost).

Todistus 3x : (kaaval(x) Akaava2(x)) < (3x : kaaval(x)) A (3x : kaava2(x)) ei
mennyt edelld ldpi, koska vasemmalla puolella tarvitaan x:n arvo joka toteuttaa
sekd kaaval (x):n ettd kaava2(x):n, mutta oikea puoli lupaa toteuttavan x:n arvon
vain kummallekin osakaavalle erikseen, eiki ettd sama arvo toteuttaa molemmat.
Tilanne muuttuu, jos lisdtddn oletus, ettd x ei esiinny vapaana kaaval:ssd. Oletuk-
sen vallitessa olisi harhaanjohtavaa niyttdd kaaval:n perdssd ”(x)”, joten jatimme
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sen pois. Tutustu muuttuneeseen tilanteeseen télld tehtdvaryhmilld ja jatka sitten
lukemista.

Oletetaan siis, ettd x ei esiinny vapaana kaaval:ssi. Niinpd jos kaaval toteutuu
milldédn x:n arvolla, niin se toteutuu milld tahansa x:n arvolla. Siksi jos oikea puoli
on tosi, niin kaaval toteutuu jokaisella ja kaava2(x) toteutuu jollakin x:n arvol-
la. Silloin kaaval A kaava2(x) toteutuu silld x:n arvolla jolla kaava2(x) toteutuu,
joten my&s Jx : (kaaval A kaava2(x)) on tosi.

Niinp jos x ei esiinny vapaana kaaval:ssd, niin 3x : (kaaval A kaava2(x)) <
(3x : kaaval) A (3x : kaava2(x)). Vastakkainen suunta on todistettu (vihemmilld
oletuksilla) jo aiemmin, joten x : (kaaval Akaava2(x)) < (3x : kaaval) A (3x:
kaava2(x)). Edelld todistimme 3x : kaaval < kaaval. (Sielld kaaval:n tilalla oli
kaava, mutta kumpikin edustaa mitd tahansa kaavaa jossa x ei esiinny vapaana.)
Siksi

Jos x ei esiinny vapaana kaaval:ssi, niin
3x : (kaaval Akaava2(x)) < kaaval A3x: kaava2(x) .

Téssd tehtidvassa kaskettiin korjata 3x : n = 7x Am = 7x sanomaan, ettd seki n etti
m on jaollinen seitsemilld. Vastauksiksi kelpasivat sekd (3x:n="7x) Adx:m=Tx
ettd dx : n = 7x A dx : m = 7x. Palautteessaan jilkimmadiseen MathCheck niytti
osan x:istd eri virilld, mutta siitd pddsi eroon vaihtamalla niiden nimeksi vaik-
kapa y, eli dx : n = 7x A dy : m = Ty kelpasi eikd aiheuttanut eri virid. Mutta
(Ix:n=Tx)ANIx:m=7TxjaIx:n="TxAIx:m= Tx ovat aivan eri kaavoja.
Osuus m = 7x on ensimmadisessd yhden mutta jalkimmaéisessd kahden J:n vaiku-
tuspiirissd. Miten on mahdollista, ettd molemmat kelpasivat vastauksiksi?

Selitys on edelld todistamassamme laissa; siind, ettd x el esiinny vapaana kaa-
vassa (dx : m = Tx); sekd siind, ettd kaaval A kaava2 < kaava2 N kaaval on laki.
Niiden ansiosta

Ixin=TxAIx:m="Tx

x:(n=TxA(Ix:m="7Tx)) lisdtty tarpeettomia sulkeita

Ix: ((Fx:m=7x)An="7x) A:nosakaavat vaihdettu keskendén
(Ix:m=Tx)A(Ix:n="7Tx) edelld todistettu laki
(Ix:n="7Tx)A(3x:m="7Tx) A:n osakaavat vaihdettu keskenéin
(Ix:n="7Tx)A3x:m="7Tx  poistettu tarpeettomat sulkeet

teote

Olemassaolokvanttorista on hyva tietdd vield yksi asia: jos kvantifioidulla muut-
tujalla voi olla vain direllinen médri eri arvoja, niin ”3” voidaan korvata ”Vv”:1la.
Esimerkiksi kokonaisluvuista puhuttaessa 3i : 2 < i < 5 Akaava(i) tarkoittaa sa-
maa kuin kaava(2) V kaava(3) \V kaava(4) V kaava(5). Siitd on yksi tehtédvi taslla.
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3.2 Yhtiajonkin kaytto kaavan sisalla

Kun edelld péittelimme 3x: (n =TxA (Ix:m="Tx)) < Ix: ((Ix:m =Tx) A
n = Tx), niin sovelsimme lakia kaaval A kaava2 < kaava2 A kaaval isomman
kaavan Jx : (kaaval A kaava2) sisdlld siten, ettd kaaval oli n = 7x ja kaava? oli
(3x : m = 7x). Osakaavan korvaaminen yhtépitidvilld on erittdin tehokas péittely-
keino. Mutta ikdva kylld, se on my0s sikili vaikea, ettéd ei ole aina helppo nihdai,
saako sitd kayttdd. Tédssd luvussa késittelemme tapauksia, joissa sitd saa kdyttia.
Edelld ollut kéytto saa oikeutuksen. Tarkastelemme myos lausekkeen korvaamis-
ta yhtdasuurella — tai “laajennetusti yhtdasuurella” — kaavan sisélld. Néitd ennen
kuitenkin tutustumme erdédseen vaikeuteen logiikan soveltamisessa kdytantoon.

Logiikan soveltamisessa matematiikkaan, ohjelmointiin ja arkieldméén tulee vas-
taan ilmio, johon logiikan valtavirta ei ole varautunut: méérittelemattomat ilmauk-
set. Seuraava esimerkki havainnollistaa niiden muodostamaa ongelmaa. Koska
nollalla jakaminen ei ole méériteltyd, ei kumpaakaan kaavoista % <0 ja % >0
voi hyviksyi todeksi. Jollei ole muita totuusarvoja kuin “tosi” ja “epitosi”’, on
molempien oltava epitosi. Reaaliluvuilla pitee a > b < —(a < b). Jos lauseketta
% voisi kisitelld kuten mitd tahansa reaalilukua, niin voitaisiin paitelld % >0&
ﬁ(% < 0). Se on ristiriidassa sen kanssa, ettd sekd % < Oettd % > ( on epitosi.

Logiikan valtavirrassa timd ongelma on sysitty syrjdin. Sielld oletetaan, et-
td jokainen laskutoimitus tai muu sen kaltainen tuottaa aina puheenaiheen piiriin
kuuluvan arvon. Mutta nollalla jakaminen ei tuota. Siksi jakolaskua ei voi esit-
tdd sellaisenaan tavanomaisessa logiikassa! Sama koskee esimerkiksi luonnolli-
sen kielen ilmausta “henkilon puoliso”, silld on ihmisid, joilla ei ole puolisoa.
Madiritteleméttomien ilmausten sallimista on tutkittu paljon logiikassa ja tietojen-
kisittelytieteessd, mutta mikddn ehdotus ei ole edennyt osaksi valtavirtaa.

Siksi logiikan valtavirrassa jitetdin jakolasku tavallisesti pois sallittujen sym-
bolien joukosta. Jakolaskun sijaan sanotaan, ettd on olemassa sellainen luku, et-
td kun sen kertoo jakajalla niin saadaan jaettava, ja silli on se ominaisuus miki
osamadrilla haluttiin olevan. Tarvittaessa lisdtdadn tieto, mikéd totuusarvon tulee
olla kun jakaja on nolla. Siis kaavojen tyyppid kaava(%) sijaan kirjoitetaan tyy-
liin b # 0 A 3c : ¢b = a ANkaava(c) tai b =0V 3c : cb = a A kaava(c). Tami on
kompelod. Liséksi toisinaan on vaikea paittid, pitdisiko kirjoittaa ”b # 0 A” vai
"b=0V".

MathCheckissd tdméd ongelma on ratkaistu ottamalla kdyttoon kolmas to-
tuusarvo U tarkoittamaan, ettd kaavan totuusarvo on madrittelematon (undefined).
Sen kdyttdytyminen ja muut yksityiskohdat on pyritty valitsemaan siten, ettd ne
mahdollisimman pitkille vastaisivat sitd, miten méaarittelemétontd tavallisesti ki-
sitellddn matematiikassa. Osa kdyttdytymisestd on esitetty kuvassa [3. Vertailu
tuottaa U jos ja vain jos ainakin yksi verrattavista on méadrittelemiton. Esimerkiksi
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Kuva 3: Totuusarvojen kiyttdytyminen

5 <0,-(3<0),3 >0jajopa 7 = % tuottavat U kun b = 0, muttab #0A 3 <0 on
epitosi jab =0V 7 <0 on tosi kun b = 0. MathCheckissd = (lausekel < lauseke2)
tarkoittaa samaa kuin lausekel > lauseke2 myos silloin, kun jompikumpi tai mo-
lemmat lausekkeet ovat miirittelemattomia.

Kaava Jx : kaava(x) tuottaa U jos ja vain jos kaava(x) tuottaa U ainakin yh-
delld eikd tuota T millddn x:n arvolla. Kaava Vx : kaava(x) tuottaa U jos ja vain
jos kaava(x) tuottaa U ainakin yhdelld eiki tuota F milldén x:n arvolla.

Koska ndma asiat eivit kuulu logiikan valtavirtaan, niistd puhutaan tissa teks-
tissd mahdollisimman vihén. Niistd on kuitenkin pakko puhua jonkin verran siksi,
ettd ne ilmenevit MathCheckia kiytettdessd. Myos on hyodyllistéd tutustua asioi-
hin, jotka auttavat kisittelemédin médrittelemétonti oikein ohjelmoinnissa ja ma-
tematiikassa. Sitd varten on muutamia tehtdvid. Niistd ensimmaiset ovat taalla.

Tehtdvissi tarkasteltiin seuraavaa yhtilon ratkaisua:

x—|—1_
x—1

2 x—1#0Ax+1=2(x—1)

x#F1 Ax+1=2x-2
x#1 AN3=x
3=x & x=3

tee 0

Ensimmiisessid vaiheessa kerrottiin yhtdlon molemmat puolet (x — 1):114 ja lisdt-
tiin "x — 1 # 0 A”. Tdamad lisdys tehtiin varmistamaan, ettd lopputulos ei viiti, et-
td x voi olla 1. Se ei saa olla 1, koska alkuperdinen yhtélo ei ole médritelty kun
x = 1, koska silloin siiné jaetaan nollalla. Kun x = 1, on ensimmadisen ”<:n va-
sen puoli médrittelemiton ja oikea puoli epétosi. Niinpd kun ensimmaéisen ”<":n
jompikumpi puoli on tosi, on x # 1. Silloin jako- ja kertolaskun kdénteisyydesti
seuraa, ettd toinenkin puoli on tosi. Sivun [6 mukaan ”<” vaatii “molemmat tosi
tai el kumpikaan tosi”. Se ei vaadi, ettd puolet saavat saman totuusarvon silloin
kun kumpikaan puoli ei ole tosi. Siksi ensimméiinen ”<” on péteva.

Toisessa vaiheessa sievennettin x —1 #0 < x# ljax+1=2(x—1) &
x+ 1 =2x—2. Sitten x + 1 = 2x — 2 muutettiin muotoon 3 = x lisddmélld molem-
mille puolille 2 — x. Ndmi tehtiin isomman kaavan sisélli, eli esimerkiksi siité,
ettax+1=2x—2 & 3 =xpéidteltinx # | A\x+1=2x—2 S x#1A3=ux
Lupa sievennoksien tekemiseen kaavan sisilld tulee myohemmin tdssd luvussa
esitettdvistd paittelysaannoista.
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Téssd vaiheessa nikyy, ettd x voi olla vain 3, joten "x # 1 A” jdtettiin tarpeet-
tomana pois. Lopuksi 3 = x kédénnettiin toisinpiin, koska yhtédloiden ratkaisut on
tapana ilmoittaa niinpiin.

Tehtdvissd kokeiltiin, miten palaute muuttuu, kun ”x — 1 £ 0 A” jétetdén pois.
Se jdi tietenkin pois palautteestakin, mutta muuten palaute ei muuttunut. Kun
x#1,on x—1% 0 tosi, joten x — 1 #0Ax+ 1 =2(x— 1) tuottaa saman to-
tuusarvon kuin x4+ 1 = 2(x — 1). Ne tuottavat saman totuusarvon myos kun x = 1,
koska silloin molemmat ovat epitosi, koska x+1 =2 ja 2(x — 1) = 0, joten
x+1=2(x—1) on epitosi. Poisto ei siis vaikuttanut toisen kaavan tuottamiin
totuusarvoihin, joten se ei myodskddn vaikuttanut koko paéttelyketjun pétevyyteen.

Vaatimusta, ettéd jakaja ei saa olla nolla, ei siis ole aina tarpeen lisidtd. Jos sen
jattad lisaamattd kun se on tarpeen niin tekee paittelyvirheen. Jos sen lisdd kun se
ei ole tarpeen niin tekee ehki turhaa tyotd, mutta ei tee paittelyvirhettd. Siksi se
kannattaa laittaa mukaan aina kun ei ole varma, ettd sen voi jittdd pois.

Lopuksi tehtdavissd havainnollistettiin sitd, ettd kun MathCheck tarkastaa yhté-
16n, epdyhtélon tai niistd muodostetun ryhmén ratkaisun, se vaatii niin hyvin kuin
osaa, ettd lopputulos esitetdéin loppuun saakka sievennettyni ilman mitdén turhaa.

Seuraavilla tehtdvilld voi harjoitella méaérittelemétontd yhtdloiden ratkaisemises-
sa. Sen sijaan ettd yrittdd kirjoittaa heti lopullisen vastauksen, kannattaa edeté vai-
he vaiheelta. Vaiheet erotetaan toisistaan ”<:114. Vaiheet kannattaa valita itselle
sopiviksi: jos osaa asian hyvin, niin voi edeti pitkin askelin, mutta jos on epdvarma
pikkuasioissakin, kannattaa edetd yksityiskohta kerrallaan. Koska vastauksen osia
voi maalata ja kopioida, ei kirjoittamisvaiva ole kohtuuton. Kukin vaihe kannat-
taa miettid hyvin, kirjoittaa se vastauslaatikkoon ja tarkastuttaa samantien Math-
Checkilld. Jos vaihe ei ollut oikein, niin kannattaa palautteen perusteella yrittdd
ymmartidd miksi se oli vdirin, eikd vain arvata jokin korjaus. Téllainen on tehokas
oppimismenetelma.

Vaatimus, ettd jakaja ei ole nolla, oli vélttdmiton toisessa tehtdvéssd. Jos yritit
jattad sen pois, niin MathCheck (toivottavasti!) huomautti heti.

Kolmannessa tehtivissd harjoiteltiin seké padttelyn jakamista tapauksiin ettd
sitd, ettd epdyhtdlon suunta muuttuu, kun sen molemmat puolet kerrotaan nega-
titvisella luvulla. Kun jakaja on negatiivinen, on oletuksena x < 4 ja ratkaisuksi
tulee x < 7. Niistd yhdessé tulee x < 4 Ax <7, joka sievenee muotoon x < 4. Kun
jakaja on positiivinen, on oletuksena x > 4 ja ratkaisuksi tulee x > 7. Niistd yh-
dessi tulee x > 4 Ax > 7, joka sievenee muotoon x > 7. Ratkaisujen yhdistdminen
tuottaa x < 4Vx>17.

Oletuksen x < 4 alaisuudessa todellakin saa sieventdd x <7 < x < 4. Edella
midriteltiin ”<” niin, ettd jokaisessa mahdollisessa tilanteessa, jossa toinen puoli
on tosi, myos vastakkainen puoli on tosi. “Tilanne” tarkoittaa vapaiden muuttujien
arvojen yhdistelméd. "Mahdollinen” miirdytyy asiayhteydessd voimassa olevista
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oletuksista. Kun on tehty oletus x < 4, niin esimerkiksi tilanne x = 2 on mahdolli-
nen, mutta tilanne x = 6 ei ole mahdollinen. Siis oletuksen x < 4 alaisuudessa on
valia vain silld, minké totuusarvon kaava tuottaa, kun x < 4. Kun x < 4, tuottaa
x <7 aina saman totuusarvon kuin x < 4, joten x <7 < x < 4.

Tehtdvdaryhmén viimeisessd tehtdvdssd kiinnitettiin huomiota siihen, ettd
MathCheck saattaa hyviksyd védrin ajatellun vastauksen, jos se sattuu olemaan
matemaattisesti yhtdpitidvia oikean vastauksen kanssa. Oletuksen x < 4 alaisuudes-
sa oltaessa jokainen kaava muotoa x < luku tai x < luku, missa luku > 4, tarkoittaa
samaa kuin x < 4. MathCheck hyviksyy ne kaikki. Téstd syystd (ja muista syisti)
MathCheck ei paljasta kaikkia padttelyvirheitd. Mutta kun tehtédvii ratkaisee riit-
tdvidn monta, niin jollei véddri ajatusmalli paljastu ensimmaisen tehtivin kohdalla,
se saattaa hyvinkin paljastua jonkin mydhemmaén tehtivéin kohdalla.

Kuten edelld on todettu, MathCheckissd kaaval < kaava?2 tarkoittaa, ettd jokai-
sessa mahdollisessa tilanteessa, jossa kaaval on tosi, myos kaava2 on tosi, ja
pdinvastoin. Nyt kerrotaan, ettd MathCheckisséd kaaval = kaava?2 tarkoittaa, et-
td jokaisessa mahdollisessa tilanteessa kaaval tuottaa saman totuusarvon kuin
kaava2. Sanomme, ettd kaaval ja kaava2 ovat yhtdtodet ja =" on yhtdtotuus.
Niiden kahden ero on siing, ettid kaaval < kaava? sallii mutta kaaval = kaava2
ei salli, ettd toinen kaavoista on epitosi ja toinen médrittelematon. Téstd asiasta
on yksi tehtiva.

Kumpikin néistd merkinndisté tarvitaan erikseen. Yhtéloiden ratkaisemisessa

7&” eli yhtipitidvyys on parempi, koska esimerkiksi ’%} =2 & x =3 on pitevi,
x+1

X
mutta 5y =2 = x=3 ei ole pitevd, sillda kun x = 1, on sen vasen puoli miirit-
teleméton mutta oikea puoli epétosi. Toisaalta kun paiteltdessd halutaan korvata

kaavan osakaava toisella, niin ”=" eli yhtédtotuus on parempi. Siirrymme nyt ki-
sittelemiin osakaavan korvaamista.

Sivulla [16] kerrottiin, etti tiettyjen rajoitusten vallitessa kaaval < kaava2 takaa
isompi_kaava(kaaval) < isompi_kaava(kaava2). Nyt on aika kertoa ne rajoituk-
set. Niitd on kaksi:

R1 Mikdin kaaval:n tai kaava2:n vapaa muuttuja, joka esiintyy va-
paana myoOs voimassa olevissa oletuksissa, ei saa joutua sidotuksi
isompi_kaava(kaaval):ssé eikd isompi_kaava(kaava?2):ssa.

R2 Jokaisessa mahdollisessa tilanteessa, jossa kaaval tuottaa méadrittelematto-
min totuusarvon, myos kaava? tuottaa méadrittelemattomén totuusarvon, ja
pdinvastoin.

R2 ja kaaval < kaava? tarkoittavat yhdessd samaa kuin kaaval = kaava2, eli
ettd jokaisessa mahdollisessa tilanteessa kaaval tuottaa saman totuusarvon kuin
kaava?. Tata hyodyntamalld padttelysdadntd voidaan esittdd tiiviimmin:

36


http://users.jyu.fi/%7eava/logiikassa_kyse3.html#jako3

Yhtitotuuden kiytto kaavan sisilli: Jos kaaval = kaava2 ja
jos mikéddn kaaval:n tai kaava2:n vapaa muuttuja, joka esiintyy
vapaana my0s voimassa olevissa oletuksissa, ei joudu sidotuk-
si isompi_kaava(kaaval):ssd eikd isompi_kaava(kaava?2):ssa, niin
isompi_kaava(kaaval) = isompi_kaava(kaava2).

Tama péittelysdianto lupaa hieman enemmén kuin sivulla[l16/luvattiin: sielld luvat-
tiin vain isompi_kaava(kaaval) < isompi_kaava(kaava?2), mutta nyt luvataan li-
sdksi, ettd isompi_kaava(kaaval) tuottaa méiritteleméttomén totuusarvon silloin
ja vain silloin kun isompi_kaava(kaava2) tuottaa méadritteleméttoméan totuusar-
von. Mitd enemmin luvataan, sen parempi, koska luvatuista asioista saattaa olla
hyotyd pédttelyiden myohemmissé vaiheissa, mutta niitéd ei ole pakko kéyttda jol-
lei niiti tarvitakaan.

R1:n tirkeyden ymmartamiseksi on tarpeen muistaa, ettd piittely tapahtuu
usein joidenkin oletusten alaisuudessa. Tédssd yhteydessd oletus voi tarkoittaa
myds aiemmin saatua tietoa, joka ei ole kirjoitettu uuden péittelyn ldhtokohdak-
si. Esimerkiksi jos yhtédloparia ratkaistaessa on saatu selville, ettd x = 4, niin on
oikein ja hyodyllistd paitelld y = 2x 43 < y = 2 -4 4 3. Tami yhtépitavyys ei tie-
tenkiin ole pétevi kaikissa tilanteissa, mutta on patevi kaikissa niissé tilanteissa,
jotka ovat mahdollisia, kun x = 4. Mutta jos isompi_kaava(kaava) on Jx : kaava,
niin ilman R1:sti saataisiin 9x : y =2x+3 & dx:y =244 3. Se ei ole pitev,
koska sen vasen puoli sanoo ettd y on miki tahansa luku, mutta oikea puoli sanoo
etti y=11.

R2 estdd muun muassa paittelemistd patevastd yhtipitdvyydestd x < % < F
epépitevin yhtipitdvyyden —(x < %) < —F. Se on epipitevi, koska —(x < %) ei
ole tosi vaan maédritteleméaton, ja MathCheckisséd on tietysti pidetty kiinni siiti,
ettd —F tuottaa T eikd U.

Helpottaaksemme R1:std puhumista otamme tilapdisesti kdyttoon kisitteen
“oletuksista riippuva”. Vapaana kaaval:ssi tai kaava?2:ssa esiintyvd muuttuja on
oletuksista riippuva, jos ja vain jos se esiintyy vapaana myos voimassa olevissa
oletuksissa. R1 varmistaa, ettd oletuksista riippuva muuttuja ei voi vaihtua toi-
seen samannimiseen. Siksi kaaval ja kaava? saavat oletuksista riippuviin muut-
tujiin samat arvot isompi_kaava:n sisdlld kuin irrallaan. Sama pitee my0s niihin
kaaval:m ja kaava2:n vapaisiin muuttujiin, jotka eivit riipu oletuksista ja joita ei
sidota isompi_kaava:ssa. Kuvassal4! titd on havainnollistettu sanoista oletuksista
riippuvat ja muut sitomattomat” alkavilla nuolilla.

Kolmas ja samalla viimeinen ryhmi kaaval:n ja kaava2:n vapaita muuttu-
jia on ne, jotka joutuvat sidotuiksi isompi_kaava:ssa. Jos kullekin niistd anne-
taan isompi_kaava:n ulkopuolella sama arvo kuin isompi_kaava:n sisélld, niin
kaaval tuottaa isompi_kaava:n sisidlld saman totuusarvon kuin irrallaan, ja samoin
kaava?2:1le. Kuvanl4/alaosan nuolet ja laitimmaiset kolmoisviivat havainnollistavat
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oletuksista riippuvat ja muut sitomattomat

: : f 5 R
lsompl_kacfva lsompz_ka?m

EE| kaaval |E’ kaava? ‘EE

e ) B 1 ! _ | T }

Kuva 4: isompi_kaava(kaaval) = isompi_kaava(kaava?2)

tatd.

Jos tilanne on mahdollinen, niin se sdilyy mahdollisena kun kolmannen ryh-
mén muuttujan arvo vaihtuu, koska R1:n vuoksi muuttuja ei riipu oletuksista.
Lihtokohdan kaaval = kaava?2 ansiosta kaaval tuottaa saman totuusarvon kuin
kaava?2, onpa kolmannen ryhmén muuttujilla mitka tahansa arvot. (Tdméa yhtei-
nen totuusarvo voi vaihdella kolmannen ryhmin muuttujien arvojen vaihdellessa.)
Kuvan 4] keskimmadinen kolmoisviiva havainnollistaa tétd. Siitd seuraa (kdymme
tdmdn myohemmin tarkemmin 1édpi), ettd isompi_kaava(kaaval) tuottaa saman
totuusarvon kuin isompi_kaava(kaava2).

Osoittaaksemme péittelysdinnon ~Yhtédtotuuden kiyttod kaavan siséalld” pateviksi,
otamme ldhtokohdiksi (1) kaaval = kaava?2 ja (2) mikddn kaaval:n tai kaava2:n
vapaa muuttuja, joka esiintyy vapaana myos voimassa olevissa oletuksissa, ei
joudu sidotuksi isompi_kaava(kaaval):ssd eikd isompi_kaava(kaava2):ssa. Osoi-
tamme isompi_kaava(kaaval) = isompi_kaava(kaava2).

Tarkastelemme ensin yhden kaaval:n esiintymin korvaamista kaava2:lla.
Aloitamme osoittamalla, etti on olemassa sellainen kaava ik(X), ettd mikiddn
oletusten vapaa muuttuja ei esiinny siind sidottuna, isompi_kaava(kaaval) =
ik(kaaval), ja isompi_kaava(kaava) = ik(kaava?).

Tarkoittakoon isompi_kaava(X) kaavaa, joka on muuten sama kuin
isompi_kaava(kaaval), mutta jossa korvattavan esiintymén tilalla on X. Siiti teh-
ddin ik(X) vaihtamalla jokainen sidotun muuttujan nimi, joka on sama kuin ole-
tusten jonkin vapaan muuttujan nimi, nimeen, joka ei ole minkdian muun muut-
tujan nimi. Muutokset eivét vaikuta X :n kohdalla niihin nimiin, jotka esiintyvit
vapaina kaaval:ssd tai kaava2:ssa, koska (2):n mukaan sellainen nimi ei esiinny
vapaana oletuksissa tai ei ole sidottu X:n kohdalla. Siksi isompi_kaava(kaaval)
= ik(kaaval) ja isompi_kaava(kaava2) = ik(kaava2).

Seuraavaksi tiytyy osoittaa, ettd ik(kaaval) = ik(kaava?2). Olkoon K| miki ta-
hansa ik(kaaval ):n osakaava joka siséltid kaaval:n korvattavan esiintymén, ja ol-
koon K vastaava ik(kaava2):n osakaava. Pienimmilldén K; on sama kuin kaaval
ja suurimmillaan se on ik(kaaval), ja samoin K;:lle. Seuraavaksi osoitamme, ettd
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jos K| = K, pitee joillekin K| ja K>, niin se pitee my0s seuraavaksi suuremmille
K ja K>. Teemme sen osoittamalla, ettd jos K| = K>, niin

ﬁKl = ﬁKz
KiNmuu = K, A\muu
muulNK; = muulKp
Kivmuu = KV muu
muuNV K, = muuV K
Vx: KT = Vx:K»
dx: Ky = dx: K

Tarkastelemme mité tahansa mahdollista tilannetta. Ensimmaiinen rivi seuraa suo-
raan siitd, ettd —kaava:n tuottama totuusarvo riippuu vain kaava:n tuottamasta
totuusarvosta, eikd riipu kaava:n mistddn muista ominaisuuksista. Lahtokohdan
K; = K> ansiosta K tuottaa tarkasteltavassa tilanteessa saman totuusarvon kuin
K>, joten —K tuottaa siind tilanteessa saman totuusarvon kuin —K,. Myoskdidn
”A”:nja”V” tuottamat totuusarvot eivit riipu muusta kuin osakaavojen tuottamis-
ta totuusarvoista, joten myos neljd seuraavaa rivid pitee.

Kahden alimman rivin x ei esiinny vapaana oletuksissa, koska mikéén oletus-
ten vapaa muuttuja ei esiinny sidottuna ik (X ):ssi. Siksi mahdollinen tilanne sdilyy
mahdollisena, jos x:n arvo vaihdetaan. Lihtokohdan K| = K, ansiosta K; tuottaa
milld tahansa x:n arvolla ja tarkasteltavassa tilanteessa vallitsevalla muiden muut-
tujien arvojen yhdistelmilld saman totuusarvon kuin K. Siksi kaksi alinta rivid
pétee.

Nyt voimme aloittaa siten, ettd K| ja K> ovat kaaval ja kaava?, ja edetd askel
kerrallaan isompiin osakaavoihin kunnes K ja K, ovat ik(kaaval) ja ik(kaava?2).
(1):n ansiosta alussa pitee K| = K,. Jokaisessa seuraavassa vaiheessa K| = K»
pitee siksi, ettd se piti edellisessd vaiheessa ja seuraava vaihe rakentuu edel-
lisestd jollakin edelld kisitellyistd tavoista. Lopulta saadaan, ettd ik(kaaval) =
ik(kaava?) pitee.

Jdljelld on vield tapaukset, joissa nolla tai ainakin kaksi kaaval:n esiintymii
korvataan kaava?2:1la. Jos kaksi esiintymii korvataan, niin voimme késitelld kum-
mankin korvaamisen erikseen. Edelld todistetun perusteella

isompi_kaava(kaaval kaaval) = isompi_kaava(kaaval,kaava2)
= isompi_kaava(kaava2,kaava?)

Sama periaate toimii myos useammalle kuin kahdelle esiintymidlle. Jos kaaval ei
esiinny kertaakaan isompi_kaava(kaaval):ssd, niin isompi_kaava(kaaval) tuot-
taa saman totuusarvon kuin isompi_kaava(kaava?2), koska ne ovat tiysin sama
kaava. Paittelysddnnon Yhtitotuuden kiyttd kaavan sisédlld” todistus on valmis.

Yhtitotuus on laki, jos ja vain jos se on voimassa jokaisessa tilanteessa eli riippu-
matta voimassa olevista oletuksista. Kun lain propositio- tai tavallisiin muuttujiin
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sijoitetaan jotakin siten, ettd muuttujien nimissi ei synny sekaannusta, niin myos
lopputulos on voimassa jokaisessa tilanteessa. Sekin on siis laki. Luvun lo-
pussa kiytettiin yhtépitavyyttd n = 7Tx A (Ix:m =Tx) < (x:m = Tx) An="Tx.
Koska sen saa laista P A Q < Q A P sijoittamalla P:ksi ja Q:ksi n = 7x ja
dx : m = 7x, on se itsekin laki.

Luvussa[3.1]siitd, ettd n = 7x A (Ix :m = Tx) < (x:m = Tx) An = Tx, pii-
teltiin Ix : (n=TxA(Ix:m="7x)) < dx : ((Ix:m =7Tx) An="Tx). Tdssd esi-
merkissé ei esiinny nollalla jakamista eikd muitakaan médritteleméttomia toimen-
piteitd, joten "=" ja 7« eivit eroa toisistaan, joten niistd saa kdyttdd kumpaa
tahansa. Sikili ”Yhtidtotuuden kdytto kaavan sisdlld” olisi siis kdytettavissd. Mut-
ta koska osakaavan n = 7x vapaana sisdltimi x on sidottu isommassa kaavassa, ei
”Yhtitotuuden kiyttd kaavan sisédlld” sellaisenaan oikeuta tétd johtopditostd, jos
X esiintyy vapaana my0s voimassa olevissa oletuksissa.

Onneksi tdmé este on helppo kiertdd. Valitaan y:ksi muuttuja, joka ei esiin-
ny vapaana voimassa olevissa oletuksissa. Koska n=7xA(Ix:m="7x) <
(dx :m ="Tx) An = Tx pitee jokaisella x:n arvolla, piatee n =Ty A (Ix: m = Tx)
& (dx:m =Tx) An =Ty jokaisella y:n arvolla. Siksi ”Yhtitotuuden kiytto kaa-
van sisdlld” oikeuttaa alla olevan péittelyketjun toisen askeleen. Ensimméiinen ja
kolmas askel seuraavat siitd, ettd sidotun muuttujan nimen saa valita vapaasti kun-
han se ei sekaannu muihin muuttujiin.

x:(n=TxA(Fx:m="7x))
& dy:(n=TyA(EGx:m="1Tx))
& Jy:((Ix:m=Tx)An="Ty)
& dx:((Ix:m=7Tx)An="Tx)

Tdma kikka toimii aina kun ldhtokohtana oleva yhtétotuus on laki. Se on niin
hyodyllinen, ettd se kannattaa muotoilla omana pééttelysdantondin:

Yhtitotuuslain kaytto kaavan sisilli: Jos kaaval = kaava?2 on laki,
niin myos isompi_kaava(kaaval) = isompi_kaava(kaava2) on laki.

Edelld olevat péittelysddnnot oikeuttavat osakaavan korvaamisen yhtétodella
osakaavalla. Seuraavat piittelysdinnot oikeuttavat lausekkeen korvaamisen “laa-
jennetusti yhtdsuurella” lausekkeella kaavan sisdllda. Kaksi lauseketta ovat laajen-
netusti yhtidsuuret, jos ja vain jos ne tuottavat saman arvon tai molemmat ovat maa-
ritteleméttomit. Esimerkiksi lausekkeet 1+ = 1 jas "“ ovat laajennetusti yhtisuu-
ret kaikilla x:n arvoilla mutta yhtdsuuret vain kun x 7é 1. Laajennetun yhtdsuuruu-
den kéytto tavallisen yhtdsuuruuden sijaan laajentaa péittelysdintdjen kiyttomah-
dollisuuksia. Se esimerkiksi oikeuttaa sievennoksen kaavan sisélld yhtdsuuruudel-

lal-+ x%] = x“ , vaikka se ei ole tosi kun x = 1.
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Yhtisuuruuden kiytto kaavan sisilld: Jos jokaisessa mahdolli-
sessa tilanteessa lausekel on laajennetusti yhtdsuuri kuin /auseke?,
ja jos mikddn lausekel:n tai lauseke2:n muuttuja, joka esiin-
tyy vapaana voimassa olevissa oletuksissa, ei joudu sidotuk-
si isompi_kaava(kaaval):ssid eikd isompi_kaava(kaava?2):ssa, niin
isompi_kaava(lausekel) = isompi_kaava(lauseke?).

Yhtisuuruuslain kiytto kaavan sisilld: Jos jokaisessa tilan-
teessa lausekel on laajennetusti yhtdsuuri kuin /lauseke2, niin
isompi_kaava(lausekel) = isompi_kaava(lauseke2) on laki.

Nama pidittelysaannot ovat pitevit hyvin samanlaisista syistd kuin edelld esite-
tyt yhtitotuuden péittelysddnnot. Jos lausekel on laajennetusti yhtdsuuri kuin
lauseke2, niin lausekel + lauseke3 on laajennetusti yhtisuuri kuin lauseke?2 +
lauseke3 ja niin edelleen. Samoin lausekel < lauseke3 tuottaa saman totuusar-
von vaihtoehdoista F, T ja U kuin lauseke2 < lauseke3 tuottaa ja niin edelleen. Ja
esimerkiksi siitd, ettd lausekel < lauseke3 tuottaa yhtdsuuruutta koskevassa pait-
telysddnnodssd mainituilla ehdoilla saman totuusarvon kuin lauseke2 < lauseke3,
seuraa vastaavalla yhtdtotuuden péittelysdann6illd, ettd isompi_kaava(lausekel )
= isompi_kaava(lauseke2).

Taas on aika harjoitella!

Edelld olleiden piaittelysddntojen niin-osissa olevien ”=" tilalle saa aina kirjoittaa
7&”, koska kaaval < kaava? pitee automaattisesti aina kun kaaval = kaava?2
pétee.

Jos jokainen kdytossd olevista laskutoimituksista, vertailuista ja muista sellai-
sista tuottaa aina miiritellyn lopputuloksen, ja jos kaavoissa ei esiinny niiden li-
sdksi muita symboleita kuin vakioita, muuttujia, sulkeita, ”F”, T, =", ”A”, ”V”,
”V” ja ’3”, niin mikddn kaava ei koskaan tuota midrittelemétontd totuusarvoa.
Silloin kaaval = kaava2 pitee automaattisesti aina kun kaaval < kaava2 pi-
tee. Silloin edelld olleita yhtdtotuuden pédttelysddntojd saa kdyttdd niin ettd myos
jos-osassa symbolin ”=" tilalla on ”<”. (Yhtdsuuruuden péaittelysddnnot eivit
tarvitse samankaltaista huomautusta, koska ”=" ei esiinny niiden jos-osissa.)

On my0s olemassa piittelysdintdjd, joiden jos-osassa on alun perinkin <"
eikd ”=". Niihin liittyvid ilmiditd on ehki helpoin esitelld nelidjuuren avulla. II-
mausten lausekel, lauseke?2 ja lauseke3 sijaan kirjoitamme f, g ja b, koska muuten
sivusuuntainen tila loppuisi kesken.

Aluksi perustelemme, ettid /f = g < g > 0Af= g Jos +/f = g on tosi, niin
g > 0 koska nelijuuri on aina vihintién 0, ja korottamalla molemmat puolet ne-
1ioon nihdisn ettd § = g2 on tosi. Jos g > 0 A § = g2 on tosi, niin | = g takaa etti
g=+fVg=—+/T jag >0 varmistaa, etti g = \/f eli \/f = g. Titi yhtipitivyytti
voidaan kayttdd esimerkiksi yhtéloita ratkaistaessa poistamaan nelidjuuri.
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Mutta saattaa olla, etti \/f = g tuottaa U ja g > O A f = g tuottaa F. Niin kiy
esimerkiksi kun seki f ettd g on —1. Silloin —(v/f=g) & —(g>0Af=g?) ei
pide, koska sen vasen puoli tuottaa U ja oikea puoli tuottaa T. Koska —(1/F = g)
tarkoittaa samaa kuin +/f # g, seuraa tistd, ettd nelidjuuren poistaminen tapauk-
sessa v/ # g on erilaista kuin tapauksessa /f = g. Mutta tiihénkin tapaukseen on
kaava, jolla nelidjuuren voi poistaa, silli /f # g < > 0A (g < 0V # g?) piitee.
Sivulla[44/kerrotaan, miten timin kaavan voi 19ytd4 ja miksi se on oikein.

Seuraava sddnto sallii yhtdpitavyyden soveltamisen kaavan sisélld. Sd4nt6 pu-
huu yhden esiintymén korvaamisesta, mutta useampi esiintymé voidaan korvata
korvaamalla yksi kerrallaan.

Yhtapitivyyden kiytto kaavan sisdlla: Jos korvataan yksi
kaaval:n esiintymi kaava?2:lla ja jos mikddn kaaval:m tai kaava2:n
vapaa muuttuja, joka esiintyy vapaana myO0s voimassa olevis-
sa oletuksissa, ei joudu sidotuksi isompi_kaava(kaaval):ssd
eikd isompi_kaava(kaava2):ssa, niin seuraavissa tapauksissa
isompi_kaava(kaaval) < isompi_kaava(kaava?):

* Jos korvattava esiintymé on parillisen médridn —:ta alaisuudessa
ja kaaval < kaava?2.

* Jos korvattava esiintymé on parittoman méaérdn —:ta alaisuudes-
saja ~kaaval < —kaava?l.

Perustelemme seuraavaksi, ettd tima paittelysidinto on patevd. Kdytamme ilmaus-
ta kaava tuottaa enintddn U tarkoittamaan, ettd tarkasteltavassa tilanteessa kaava
tuottaa F tai U (siis se ei tuota T). Nyt kaaval < kaava? tarkoittaa samaa kuin etti
jokaisessa mahdollisessa tilanteessa kaaval ja kaava?2 tuottavat T tai molemmat
tuottavat enintddan U.

Vastaavasti "kaava tuottaa vahintddn U” tarkoittaa, ettd se tuottaa U tai T (siis
se ei tuota F). Otamme kéyttoon tilapdisen merkinnin P {} Q tarkoittamaan —P
& Q. Siis kaaval § kaava? tarkoittaa samaa kuin etté jokaisessa mahdollises-
sa tilanteessa kaaval ja kaava?2 tuottavat F tai molemmat tuottavat vahintddn U.
Parittoman tapauksen ldhtokohta —kaaval < —kaava2 voidaan kirjoittaa my0s
muodossa kaaval { kaava2.

Olkoot ik, K; ja K> kuten sivulla[38]

Oletetaan K| < K,. Tarkastellaan miti tahansa mahdollista tilannetta.

Jos K tuottaa T, niin myos K> tuottaa T. Kuvan [3] mukaan myo6s K V muu,
K>V muu, muuN Ky jamuu\ K> tuottavat T. Samoin kéy jos muu tuottaa T. Muus-
sa tapauksessa Ky, K>, muu, Ky \/ muu, Ky \/ muu, muuV Ky ja muu\/ K> tuottavat
enintddn U. Siksi Ky V muu < KoV muu ja muu N Ky < muu\ K.

Jos K tuottaa enintddn U, niin my0s K> tuottaa enintddn U. Talloin myos
Ky Amuu, Ky N\ muu, muu A\ Ky ja muu A K tuottavat enintddn U. Samoin kiy jos
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muu tuottaa enintddn U. Muussa tapauksessa Ky, Ko, muu, Ky A muu, K N\ muu,
muu A\ Ky ja muu N\ Ky tuottavat T. Siksi Ky A muu < Ko A\ muu ja muu N\ Ky <
muu N\ Ks.

Koska ==K = K ja K = ——K>, pitee K| & =K eli =K II -K>.

Olkoon x muuttuja, joka ei esiinny vapaana voimassa olevissa oletuksissa. Til-
16in tilanne on mahdollinen x:n arvosta riippumatta. Jos jollakin x:n arvolla K
tuottaa T, niin samalla x:n arvolla K, tuottaa T. Talloin dx : K| ja Jx : K> tuottavat
T. Muussa tapauksessa kullakin x:n arvolla K; ja K> tuottavat enintddn U. Tal-
16in =x : K ja Jx : K5 tuottavat enintddn U. Siksi dx : K| < dx : K. Jos jokaisella
x:n arvolla K; tuottaa T, niin jokaisella x:n arvolla K, tuottaa T. Talloin Vx : K|
ja Vx : K> tuottavat T. Muussa tapauksessa jollakin x:n arvolla Kj ja K> tuottavat
enintddn U. Télloin Vx : K ja Vx : K5 tuottavat enintdén U. Siksi Vx : K| < Vx : K>.

Samalla tavalla voidaan osoittaa, ettd jos K; { K>, niin K\ muu § K> V muu,
—K| & =K, dx: K; { 3x : K> ja niin edelleen.

Niistd seuraa samalla tavalla kuin sivun [38| todistuksessa, ettd jos parillisessa
tapauksessa kaaval < kaava? tai parittomassa tapauksessa kaaval {} kaava2, niin
isompi_kaava(kaaval) < isompi_kaava(kaava?2). Todistus on valmis.

Yksi usein hyvi keino késitelld méérittelemittomii toimintoja on poistaa ne piit-
telyn alkuvaiheissa, jonka jédlkeen symbolien ”=" ja ”<” erosta el tarvitse vilit-
tdd. Seuraavaksi ndytimme, miten poistaminen onnistuu juuri késitteleméllimme
paittelysddnnolla.

Mairitteleméttomén toiminnon poistamiseksi tilld paattelysddnnolld tarvitaan
kaksi kaavaa: yksi, joka kertoo milloin toiminto on mééritelty, ja toinen, joka esit-
tdd toiminnon vaikutuksen toiminnoilla, jotka ovat aina méairitellyt — tai ainakin
useammin madritellyt kuin alkuperdinen kaava. Kutsumme niitd nimilld mddr ja
vaik, ja alkuperdistd kaavaa nimelld alkup. Esimerkiksi kun alkup on \/f = g voi-
daan valita mdcir:ksi f > 0 ja vaik:ksi g > O A § = g*. Kaavan mdidr tiytyy olla aina
madritelty.

Jos alkup on parillisen méiérdn —:ta alaisuudessa, niin aloitetaan yhtipitivyy-
destd alkup < mddr A vaik. Se on yhtépitavyys, koska niissd tilanteissa joissa
alkup ei ole médritelty tuottaa vasen puoli U ja oikea puoli F, ja muissa tilanteis-
sa mddr tuottaa T ja alkup sanoo saman kuin vaik. Yhtédpitavyyden kdyttd kaavan
sisdlld tuottaa isompi_kaava(alkup) < isompi_kaava(mdiér A\ vaik). Neliojuuri-
esimerkissimme myidir Avaik = f > 0Ag > O0Af=g> = g>0Af = g2 koska
f = g? takaa f > 0. Siksi isompi_kaava(\/f = g) < isompi_kaava(g > ONf = g?)
parillisessa tapauksessa.

Jos alkup on parittoman méirin —:ta alaisuudessa, niin isompi_kaava(alkup)
& isompi_kaava(—mddr\ vaik). Ndahddksemme, ettd nidin on, aloitamme siit4,
ettd kun alkup ei ole médritelty, —alkup ja mdr A —vaik tuottavat U ja F, ja muul-
loin ne tarkoittavat samaa. Siksi —alkup < mddr A —vaik = —(—mddrV vaik),
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joten yhtidpitivyyden kiyttosddnnon ehto toteutuu. Nelidjuuriesimerkissimme
—mddr \V vaik on § < 0V g > 0Af = g2, joten isompi_kaava(\/f=g) <
isompi_kaava(f < OV g > OAf = g?). Jos isompi_kaava(X) on —X, niin saadaan
ViZg e F>0A(g<0Vf+#g?), elijuuri se yhtipitivyys, jota ihmeteltiin si-
vulla(42)

Tidssd on vield kaksi esimerkkid parillisista tapauksista. Jilkimmaéisessd on
otettu huomioon, ettd vertailun suunta kiintyy, kun sen molemmat puolet ker-
rotaan negatiivisella luvulla.

isompi_kaava(% =bh) & isompi_kaava(g#O0ANf=gh)
isompi_kaava(% <b) & isompi_kaava(g <OAf>ghVg>0Af<gh)

Samat parittomina tapauksina:

=b) & isompi_kaava(g=0Vf=gh)
<b) & isompi_kaava(g=0VvVg<OAf>ghVg>0Af<gh)

isompi_kaava(

isompi_kaava(

©Q —n

Niin kauan kun médritteleméttomia toimintoja on mukana, joudutaan varmista-
maan, etti ne otetaan oikealla tavalla huomioon. Tdmin luvun lopuksi kisitellddan
paria keinoa, jotka helpottavat téta.

Laskutoimitus tai muu sellainen on tiukka (strict), jos ja vain jos aina kun ainakin
yksi ldhtokohta on médritteleméton, myos tulos on méérittelemiton. Koulumate-
matiikan laskutoimitukset ovat tiukkoja. Esimerkiksi O - }—C el ole aina nolla, vaan
se on maddrittelematon kun x = 0, koska % on madritteleméton ja kertolasku on
tiukka.

Kun kaavan sisilld kdytetddn lakia muotoa lausekel = lauseke2 siten, ettd sen
muuttujien paikalle sijoitetaan lausekkeet, niin méérittelemittomyys tarvitsee ot-
taa huomioon vain jos lain jommallakummalla puolella esiintyy muuttuja, joka
ei esiinny vastakkaisella puolella. Esimerkiksi lain Oa = 0 vasemmalla puolella
esiintyy muuttuja a, joka ei esiinny oikealla puolella. Siksi Oa = 0 ei oikeuta péit-
telemddn x+0- s =5 x+0=5cx=>5.

Mutta lain a+b = b+ a molemmilla puolilla on tdsmilleen samat muuttu-
jat a ja b, joten se oikeuttaa padttelemidn isompi_kaava(lausekel + lauseke2) <
isompi_kaava(lauseke2 + lausekel) vaikka lausekel tai lauseke2 tai molemmat
olisivat madrittelemittomid. Tama johtuu siitd, ettd aina kun lausekel 4 lauseke?2
on maddritteleméton, on myos lauseke2 + lausekel midrittelemédton. Ne ovat siis
silloinkin laajennetusti yhtdsuuret.

Symboleita ”A”, V" ja ”—" koskevissa paittelyissd voidaan hyodyntdd seuraavaa
tosiasiaa:
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Jos kaaval < kaava2, jos kaaval ja kaava?2 eivit sisdlld muita sym-
boleita kuin ”F”, 7T, ”A”, Vv, ”=",”(”, ”)” ja propositiomuuttu-
jia, ja jos mikddn propositiomuuttuja ei ole kaaval:ssa seki parillisen
ettd parittoman médrdn —:ta alaisuudessa ja samoin kaava2:lle, niin
kaaval = kaava?.

Jatimme tdmaén tosiasian perustelematta, koska perustelu vaatisi syvélle kolmiar-
vologiikkaan menemisti. (Se kdyttdd kolmiarvologiikan kisitettd “regularity”.)

Oppikirjoissa usein esitettdavistd yhtipitdvyyslaeista vain nelja kayttad pelkis-
tddn edelld mainittuja symboleita, mutta rikkoo toista tai molempia muista maini-
tuista ehdoista. Millekddn niistd kaaval = kaava?2 ei piade. Ne ovat:

PVv-P < T
PAN—-P < F
PA(-PVQ) < PAQ
P\/(—|P/\Q) & Pvo

Kahdella jalkimmadiselld on mielenkiintoinen yhteys ohjelmointiin. Sitd voi ha-
vainnollistaa esimerkilld seikkailupelistd. Pelaajan edessd on ovi. Sen takana saat-
taa olla aarre. Mutta oveen saattaa olla kytketty pommi, joka rdjidhtii, jos ovi ava-
taan. Jos oven avaus johtaa rdjahdykseen, niin peli paittyy pelaajan hivioon eika
pelaaja saa tietdid, oliko oven takana aarretta. Muussa tapauksessa peli jatkuu jo-
ko aarteen kanssa tai ilman. Pelaaja on matkansa varrella onnistunut hankkimaan
pommi-ilmaisimen.

Monissa nykyaikaisissa ohjelmointikielissd ilmaus ”—pommi ja avaus” toimii
siten, ettd ensin tutkitaan, onko ovessa pommia. Ovi avataan vain jos pommia ei
ole. Vastaavasti “avaus ja -"pommi” toimii siten, ettd ensin avataan ovi. Pommi-
ilmaisinta kdytetdén vain jos ovi aukeni turvallisesti ja sen takana oli aarre. Jos U
tulkitaan tarkoittamaan rdjahdysti, niin mahdollisuudet ovat seuraavat:

pommi avaus ‘ —pommi ja avaus avaus ja - pommi

F F F F
F T T T
T U F u

Téllainen kéyttdytyminen ei vastaa kolmiarvologiikan kaavaa avaus N\ = pommi,

mutta se vastaa kolmiarvologiikan kaavaa avaus A (—avaus vV = pommi).
Jokainen luvuissal3.1/jal3.3|esitetty kvanttorien laki muotoa kaaval < kaava?

on pitevd myods muodossa kaaval = kaava?, ellei lain kohdalla ole sanottu toisin.

3.3 Kaikkikvanttori

Symboli V" on kaikkikvanttori (universal quantifier). llmaus Vx : kaava(x) viit-
tad, ettd jos x:lle valitaan miki tahansa arvo, niin kaava(x) on tosi.
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Kaikkikvanttorin opiskelemista vaikeuttaa se, ettd matematiikassa on hyvin ta-
vallista jittdd se kirjoittamatta. Esimerkiksi kun halutaan sanoa, ettd luku ei muutu
kun sen kertoo ykkoselld, niin usein kirjoitetaan la = a eikd Va : 1la = a. Tdmi
vaikeuttaa ilmausten kaava(x) ja Vx : kaava(x) vilisen eron hoksaamista.

Kaava Vx : kaava(x) viittdd jotakin jokaisesta puheenaiheen arvosta. Ei ole
olennaista, ettd niistd arvoista puhuvan muuttujan nimi on x. Jos esimerkiksi a ei
esiinny kaava(x):ssd, niin Va : kaava(a) sanoo saman kuin Vx : kaava(x). Mutta
kaava(x) viittdd jotakin vain siité tai niistd arvoista, joiden silld hetkelld ajatellaan
voivan olla siind muuttujassa, jonka nimi on nimenomaan x. Kokeile titi eroa
tekemdlld tdmd tehtava.

Riippuu asiayhteydestd, mitid arvoja x:ssi voi olla. Kun sanotaan “ratkaise yh-
tdld Sx —7 = 137, niin x:ssd voi olla vain sellaisia arvoja, ettd Sx —7 = 13 on tosi.
Jos sanotaan “tarkastelemme ensin tapausta x < 07, niin siitd alkaen x voi saada
vain negatiivisia arvoja, ja jos myohemmin sanotaan “muussa tapauksessa”, niin
siitd alkaen x voi olla vain nolla tai positiivinen. Jollei mitdin erityistd ole sanottu,
niin x:ssd voi olla miki tahansa puheenaiheen arvo.

Asiayhteys ei samalla tavalla vaikuta kvanttorilla luodun muuttujan arvoihin,
koska kvanttorilla luotu muuttuja on eri muuttuja kuin kvanttorin vaikutusalueen
ulkopuolella sijaitseva, vaikka niilld olisi sama nimi. Kuitenkin toisinaan olisi ké-
tevid rajoittaa myos kvanttorilla luodulle muuttujalle mahdollisia arvoja. Sitd var-
ten MathCheckissi voi asettaa rajoitteen tyyliin Vx ; rajoite(x) : kaava(x) (toimii
myos ”37:1le).

T#hin aihepiiriin liittyy tdmé tehtdva.

Yritd tehdd vield taméd tehtdaviryhmi, mutta ei haittaa, jollet onnistu. Sitten
jatka lukemista.

Tehtidvin ensimmdisessd vaiheessa pitdd keksid kaava P(x), joka alkaa 2x >”
ja (jotta P(x) < T pitisi) joka on aina tosi. Esimerkiksi 2x > 2x on sellainen.
Koska se on aina tosi, se toteuttaa paittelyn Vx : P(x) < P(x) < T molemmat
yhtipitivyydet eli kelpaa vastaukseksi. Myos 2x > 1V T alkaa ”2x > ja toteut-
taa paittelyn. Se ei oikeastaan ole tehtdvin hengen mukainen, mutta kelpaa silti
vastaukseksi.

Sitten pitdd keksid samoin alkava kaava P(x), joka ei saa olla aina tosi, jotta
P(x) < T ei pitisi. Koska se on jollakin x:n arvolla epétosi, on Vx : P(x) epitosi.
Jotta Vx : P(x) < P(x) pétisi, pitdd P(x):n olla x:n arvosta riippumatta epitosi. Toi-
saalta miké tahansa sellainen kaava toteuttaa ensimmadisen yhtépitdvyyden mutta
ei jalkimmadistd, ja niin ollen kelpaa vastaukseksi. Esimerkkeji ovat 2x > 2x 4 1
ja2x > 1 AF.

Lopuksi pitdd keksid kaava P(x), jolle Vx : P(x) < P(x) ei piade. Kahden en-
simmdisen kohdan vuoksi tiedimme, ettd sen pitdi olla tosi jollakin x:n arvolla
mutta ei kaikilla. Toisaalta jokainen sellainen kelpaa, silld Vx : P(x) on sille epi-
tosi, joten Vx : P(x) < P(x) ei pdde kun P(x) on tosi. Esimerkiksi 2x > 1 kelpaa.
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Nyt otamme puheenaiheeksi luvuista koostuvat taulukot, silld niistd saa monipuo-
lisia automaattisesti tarkastettavissa olevia tehtdvid tyyppid “kirjoita kaava, joka
sanoo, ettd ...”. Esimerkiksi A[l...4] koostuu neljdstd luvusta, joita merkitéin
A[l], A[2], A[3] ja A[4]. Kaava Ji ; 1 <i<4:A[i] = 6 sanoo, ettd jokin ndisti lu-
vuista on 6. Se tarkoittaa samaa kuin A[1] = 6 VA[2] = 6VA[3] =6V A[4] =6. Se
on tosi esimerkiksi kun A on [3,2,6,2], mutta ei ole tosi kun A on [3,8,1,0].

Hakasulkeiden ”[” ja ”]” vilissd oleva luku valitsee, mistd taulukon al-
kiosta puhutaan. Sitd sanotaan taulukon indeksiksi. Taulukon nimi, pienin sal-
littu indeksi ja suurin sallittu indeksi voidaan ilmoittaa lyhyesti muodossa
nimi| pienin ... suurin|. Pienin indeksi on hyvin usein joko O tai 1. Ykkonen
on yleinen arkimaailmassa ja matematiikassa, koska siti kdytettdessd “ensimméi-
nen”, ”toinen”, “kolmas”, ... tdsmadvit indeksiin, eli esimerkiksi kolmas alkio on
A[3]. Nolla on yleinen ohjelmoinnissa ja osittain matematiikassa, koska niissi on
etua siitd, ettd kuten alla oleva kuva havainnollistaa, A[i] sijaitsee i alkion verran
eteenpdin A:n alusta.

HNENENNNER

01234567289
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4

Koska taulukoiden koot vaihtelevat, ilmaistaan suurin sallittu indeksi usein
muuttujan avulla. Esimerkiksi sekd A[1...n] ettd A[0...n — 1] siséltdvit n alkio-
ta. Taulukko voi olla my0s tyhja eli siséltdd O alkiota. Sitd varten ilmauksessa
Ala...y] sallitaan y = n — 1, eli esimerkiksi A[1...0] ja A[0...— 1] sallitaan. Sen
sijaan A[1...—1] ja A[5...3] on kielletty, koska ne viittiviit, ettd A:ssa on miinus
yksi alkiota. Harjoittele niitd asioita tekemélld tima tehtdvaryhmai!

Sen, ettéd taulukon A[1 .. .n] alkiot ovat kasvavassa jérjestyksessi, voi ilmaista kaa-
vallaVi; 1 <i<n:Ali] <A[i+1]. Se sanoo, ettd seuraava alkio on aina vihintéin
yhtisuuri kuin edellinen alkio. Kokeile sitd tdélld. Sitten ennusta, minkélainen pa-
laute samasta vastauslaatikosta tulee kaavalle Vi ; 1 <i < n:A[i] < A[i+1], ja
kokeile osuiko ennustuksesi oikeaan.

Kokeiltava kaava vaatii enemmin kuin edellinen: se vaatii myds, ettd mitkddn
kaksi perdkkdistd alkiota eivit ole yhtidsuuret. Siksi MathCheck hylkid sen ja an-
taa vastaesimerkiksi jonkin taulukon, joka on kasvavassa jérjestyksessd, mutta jos-
sa on kaksi yhtidsuurta alkiota perikkiin. Esimerkiksi [0,0] on sellainen. Lisiksi
MathCheck kertoo sen muuttujan arvon, jonka avulla suurin sallittu indeksi maa-
rittiin. Tdssd tapauksessa se muuttuja on n. MathCheck kertoo my®s, etté piilossa
oleva mallivastaus on télld vastaesimerkilld tosi, mutta vastauslaatikkoon kirjoi-
tettu vastaus on epéitosi.

Sitten ennusta, minkédlainen palaute samasta vastauslaatikosta tulee kaavalle
Vi1 <i<n:Ali] <A[i+ 1], jakokeile.
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Tami kaava on muuten oikein, mutta ei ota huomioon taulukon ensimmais-
td alkiota eli A[1]:std. Siksi MathCheck antaa vastaesimerkiksi taulukon, jonka
ensimmdiinen alkio on suurempi kuin toinen.

Kaavassa Vi ; 1 <i<n:A[i] <A[i+ 1] tulee vastaan ilmio, joka on yleinen
kdytannon matematiikassa ja ohjelmoinnissa. Se kuitenkin jitetdin tyypillisesti
matemaattisen logiikan ulkopuolelle, koska se toisaalta monimutkaistaisi logiik-
kaa ja toisaalta on usein kierrettiivissd kohta kerrottavalla keinolla. Voit silti yrittdd
ennustaa ainakin suunnilleen minkélainen palaute tulee, ennen kuin kokeilet.

Tamé kaava vaatii taulukon olevan jirjestyksessé alkiosta A[1] alkioon A[n+ 1]
saakka. Taulukossa ei kuitenkaan ole alkiota A[n + 1], joten vertailua, onko se
vihintédén yhtdsuuri kuin A[n], ei voida suorittaa. Ohjelmoinnissa tillainen tilanne
voi aitheuttaa toimintavirheen. MathCheck reagoi siithen antamalla vastaesimerkin,
jolla kaava ei ole tosi eikd epétosi, vaan sen totuusarvo on U eli médrittelemiton
(undefined). Kun teet myohempia taulukkotehtédvid, niin saatat saada palautteessa
U:n. Todennikoinen (mutta ei ainoa mahdollinen) syy on, ettd kaavasi indeksoi
taulukkoa ohi sen reunan.

Taulukon voi viittdd olevan kasvavassa jirjestyksessd myos kaavalla, joka ei
vertaa kutakin alkiota seuraavaan, vaan vertaa jokaista alkiota jokaiseen myohem-
min tulevaan alkioon. Esimerkiksi Vi : Vj; 1 <i < j<n:A[i] <A[j] on sellai-
nen. Voit kokeilla my0s sitd! Mitd luulet, toimiiko myos Vi:Vj; 1 <i<j<nm:
Ali] < A[j]? Ennusta, ja sitten kokeile!

Ovatko yksialkioiset taulukot kasvavassa jarjestyksessd? Entd tyhjd taulukko? Lo-
giikan kanta on, ettd ovat. Jotta taulukko olisi epédjirjestyksessi, siind tdytyy olla
jokin kohta, jossa oleva alkio on suurempi kuin seuraava alkio. Sellaista kohtaa ei
voi olla, jos alkioita on vihemmién kuin kaksi.

Jos taulukossa A on tdsmaélleen yksi alkio, niin n = 1. Silloin 1 <i< j<n
tarkoittaa samaa kuin 1 <i < j < 1. Se toteutuu tdsmélleen silloin kuni = j = 1.
Niinpa Vi: Vj; 1 <i< j<1:A[i] <Aj] tarkoittaa samaa kuin A[1] <A[1]. Koska
seontosi,onVi:Vj;1<i< j<n:A[i| <A[j] yhden alkion taulukoilla tosi. Niin
sen kuuluu ollakin, koska jokainen yhden alkion taulukko on jarjestyksessa.

SekdVi:Vj;1<i<j<n:Ali| <A[jlettaVi:Vj;1 <i<j<n:Ali| <A[j]
kelpasivat edelld sanomaan, ettd A on kasvavassa jarjestyksessd. Niinpd myos Vi :
Vi1 <i<j<n:A[i] <A[j] on tosi, kun n = 1. Mutta silloin 1 <i< j<n
on epitosi: sen mukaan i:n on oltava vihintdin 1, j saa olla enintddn 1, mutta
silti i:n pitdd olla pienempi kuin j. Siis i:114 ja j:11d ei voi olla arvoja, mutta silti
koko kaava on tosi! Yksi tapa ymmartdd timi on, ettd kaava tekee n:n arvosta
riippuen nolla tai useampia testejd, pateeko Ali] < A[j]. Esimerkiksi kun n =3, se
testaa patevitko A[1] < A[2], A[1] < A[3] ja A[2] < A[3]. Kaava on tosi jos ja vain
jos jokainen testi menee ldpi. Arvolla n = 1 ei tehdd yhtédédn testid, joten silloin
jokainen testi menee lipi.
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Myoskidn Vi; 1 <i<n:A[i] <A[i+ 1] ei tee yhtdén suuruusjirjestystestid,
kun n = 1. Kun n = 0, ei mikéén oikein toimiva kaava voi tehdd yhtddn suuruus-
jarjestystestid, koska ei ole yhtédén alkiota, jota voisi verrata mihink&dén alkioon.

Siis kun rajoite(x) ei salli x:lle yhtddn arvoa, on Vx ; rajoite(x) : kaava(x) to-
si riippumatta siitd, mitid kaava(x) sanoo. Tami on esimerkki laajasti vallitsevasta
periaatteesta, joka ndyttdd olevan yksi vaikeimmista logiikan opiskelussa: mah-
dottomasta seuraa mitd tahansa. Englanniksi sitd kutsutaan ravikalld ilmauksella
principle of explosion. Se ndyttii tuottavan niin hulluja lopputuloksia, ettd niitd ei
voi hyviksyd — mutta se ei tuota niitd oikeasti, vaan vain ndenndisesti. Esimer-
kiksi kaava Vx ; 2 < x < 1:3 =4 on todellakin tosi, vaikka se ndyttdad viittdvén,
ettd 3 = 4. Mutta se ei todellisuudessa viitd, ettd 3 = 4, koska se lupaa 3 =4 vain
ehdolla 2 < x < 1, joka ei koskaan ole tosi.

Kokeile tidlld, mitd mieltd MathCheck on kaavasta Vx ;2 <x < 1:3 =4. Sitten
vaihda ykkosen tilalle 2, ennusta mité palautteeksi tulee ja kokeile, ennustitko oi-
kein. Hieman alempana on vastauslaatikko samaa varten kaavalle Vx ;2 <x <1:
4 = 4, ja sitd alempana kaavoille, joissa kaikkikvanttorin tilalla on olemassaolo-
kvanttori.

Joskus kaavan laatiminen menee pieleen sellaisella tavalla, ettd kaava sanoo jotain
aivan muuta kuin oli tarkoitus. Esimerkiksi jos yritetddn sanoa, etti A on kasva-
vassa jarjestyksessd eikd mikéén alkio toistu, niin ei tarvita kuin pieni lipsahdus,
niin kaavaksi voi tullaVi: Vj; 1 <i < j<n:Ali] <A[j]. Tdilld kidsketdin sieven-
tdd se mahdollisimman yksinkertaiseen muotoon. Siten selvidd, mitd se oikeasti
$anoo.

Kaavan vika on kohdassa i < j. Olkoon n > 0. Koska j saa olla yhtidsuuri kuin
i, vaatii kaava muun ohessa, ettd A[i] < A[i]. Tietenkdén A[i] < A[i] ei ole totta.
Mutta jos A on tyhjielin =0, ei 1 <i< j<n toteudu millddn i ja j, eli kaava ei
vaadi mitdén. Siksi kaava on tosi kun n = 0, ja epétosi muulloin. Kaava siis sanoo,
ettd taulukko A on tyhji.

Nyt on aika harjoitella itsendisesti taulukoista puhuvien kaavojen kirjoittamista.
Taalla!

Arkijérki sanoo, etti jos ei ole niin, ettd jokainen koira on ruskea, niin on olemassa
koira, joka ei ole ruskea. Arkijéarki sanoo saman my®ds toisinpdin: jos on olemassa
koira, joka ei ole ruskea, niin ei ole niin, ettd jokainen koira on ruskea. Arkijirjen
mukaan tdmi ei koske pelkéstddn koiria ja ruskeutta, vaan aiheutuu sanojen “ei”,
’jokainen” ja “olemassa” merkityksistd. Vaikka emme tietdisi mitd “vinksis” ja
“toksis” tarkoittavat, niin silti vaikuttaa todelta, etti jos ei ole niin, ettd jokainen
vinksis on toksis, niin on olemassa vinksis joka ei ole toksis, ja toisinpiin.

Siis —Vx : kaava(x) < 3x : —kaava(x) on logiikan laki. Luvussa[5esitettivin
keinoin sille voi laatia paljon matemaattisemman todistuksen kuin “vinksis” ja
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“toksis”. Mutta jos “vinksis” ja “toksis” auttavat muistamaan sen ja ettd se on
laki, niin ne ovat tehneet tehtivinsa.

My®6s —3x : kaava(x) < Vx : ~kaava(x) on logiikan laki. Sen voi johtaa edel-
lisestd, johtaa muulla tavalla tai perustella vinksiksen ja toksiksen avulla.

Niitd(kin) kahta lakia kutsutaan De Morganin laeiksi. Ne muistuttavat sivulta
alkaen kerrottuja A:n ja \VV:n De Morganin lakeja. Sivulla[21/kerrottu duaalisuus
yleistyy kvanttoreihin siten, ettd jokainen V ja 3 vaihdetaan keskenién.

Se, ettd n ei ole jaollinen seitsemdlld, ilmaistiin tdélld kaavalla —=3x : n = 7x.
Symboleita ”div”, ”mod” ja V" ei saanut kdyttdd. Jos V" sallitaan, niin hieman
lyhyempi kaava on mahdollinen. Miten?

Olkoon puheenaiheena ihmiset. Tarkoittakoon A(x,y), ettd x on tai oli y:n iti.
Koska jokaisella ihmiselld on tai on ollut iiti, on Vy : Jx : A(x,y) tosi. Mutta ku-
kaan ei ole eiki ole ollut kaikkien ihmisten #iti. Siksi Jx : Vy : A(x,y) ei ole tosi.

Sen sijaan vastakkaiseen suuntaan pitee riippumatta puheenaiheesta ja siité,
miti A(x,y) tarkoittaa. Esimerkiksi jos tyopaikalla joku on ystivillinen kaikille
(myos itselleen), niin siind tyopaikassa jokaisella on joku, joka on hinelle ysti-
villinen (jollei kukaan muu, niin ainakin tdmaé kaikille ystavillinen henkild). Seu-
raava on logiikan laki:

dx:Vy: kaava(x,y) = Vy:3x:kaava(x,y)
My®0s seuraava laki pitee vain ilmoitettuun suuntaan:

Vx : kaava(x) = kaava(x) = Fx:kaava(x)

777 [jatko kirjoittamatta]

3.4 Miti tarkoittaa, ettd kaava on tosi

Palautteessaan MathCheck antaa arvot vapaille muuttujille mutta ei sidotuille. Se
riittdd kertomaan tilanteen, jossa kaava ei ole tosi tai paittelyaskel ei ole péteva.
Sidotun muuttujan arvosta puhuminen ei ole aina edes mielekistd, kuten silloin
kun kaava ei ole tosi ja muuttuja on luotu olemassaolokvanttorilla, tai kun muut-
tuja on luotu olemassaolokvanttorilla, joka sijaitsee kaikkikvanttorin alaisuudessa.

3.5 Prinsessatehtiava

Ylen uutisessa 25.9.2024 kerrottiin, ettd uusi tekodlyjarjestelma oli ratkaissut seu-
raavan tehtidvin 30 sekunnissa:
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Prinsessa on yhti vanha kuin prinssi tulee olemaan, kun prinsessa on
kaksi kertaa niin vanha kuin prinssi oli silloin, kun prinsessan iki oli
puolet heidin nykyisen idn summasta. Miki on prinssin ja prinsessan
ikd?

Uutisessa sanottiin “Thmiselle voi olla vaikeaa hahmottaa pelkkdd kysymystd,
vaikka tiedossa olisi oikea vastaus.” Tehtdvé on kuitenkin ihmistenkin melko hel-
posti hahmotettavissa kidintdmilld se kaavoiksi. Teemme niin. Sen jilkeen ratkai-
semme sen MathCheckin avustamana vaihe vaiheelta edeten.

Mainittakoon, ettd ratkaisemme sen silld tavalla, koska tavoitteenamme on har-
joitella logiikkaa, ja koska tdmé kurssi yrittdd olla edellyttamittd lukion pitkdd
matematiikkaa esitiedoikseen. Jos tavoitteemme olisi ratkaista se mahdollisim-
man kitevésti ja jos olisi lupa kéyttda lukion pitkédn matematiikan tietoja, niin sen
voisi ratkaista myos tdysin mekaanisesti vihilld vaivalla.

Tehtdva ratkaistaan taélla.

3.6 Hieman toisen kertaluvun logiikasta

—3P: P(u) A—~P(v) AVx: Yy : =P(x) V = (x ~ y) V P(y)
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4 Kaavojen toteuttaminen tietokoneessa DFA:illa

miksi 1 =2 ja Ox = 1 ovat olennaisesti sama kuin F

Kokonaislujen moodissa MathCheck valitsee sellaisen palautteen, jonka esi-
tys bittijonona (lopun péittymétdn O-jono pois lukien) on mahdollisimman lyhyt.
Lyhin on tyhja bittijono (siis loputtomasti pelkkdd nollaa). Siind jokainen muut-
tuja saa arvon 0. Seuraavaksi lyhimmaéssd ensimmadinen bitti on 1 ja muut bitit
nollia. Siind ensimmaéinen muuttuja saa arvon —1 ja muut arvon 0.

Jos MathCheckin antama palaute on niin iso, ettd se ei mahdu palautelaatik-
koon, niin kannattaa klikata “uuteen”-nappia. Silloin palaute ilmestyy uuteen vi-
lilehteen tai uuteen selainikkunaan riippuen selaimen asetuksista. Nappeja “oi-
kealle” ja “uuteen” saa klikata samalla syotteelld niin monta kertaa kuin haluaa ja
missi jarjestyksessi tahansa.

5 Paatteleminen

F>TeTmuttaT+F<Fja(F-F)>F&T—F&FmuttaF— (F—F)
SF=T&T.

6 Kaavojen totuutta ei voi pelkistaa kaavaksi

Quinen paradoksi (1962):

“Laitettuna lainausmerkeissi itsensd eteen tuottaa epédtoden” laitettu-
na lainausmerkeissi itsensd eteen tuottaa epitoden.

Lammittelyhavainto: luonnollisten lukujen kaikkia aina méairiteltyjd yhden va-
paan muuttujan kaavoja Pj(n), Py(n), ... ei voi esittid yhtend kahden vapaan
muuttujan kaavana Q(i,n) siten, ettd Q(i,n) tuottaa aina saman totuusarvon kuin
P;(n) eli Q(i,n) < P;i(n). Nimittdin jos sellainen kaava olisi olemassa, niin olkoon
R(n) se kaava, joka saadaan Q(i,n):std kidyttdimilld myos i:n paikalla n:44 ja li-
sdamailld ympdrille sulkeet ja eteen ”—”. Koska R(n) on yhden vapaan muuttujan
kaava, on olemassa sellainen luonnollinen luku r, ettd R(n) < Q(r,n). Toisaal-
ta rakentamistapansa vuoksi R(n) < —Q(n,n). Kun n:n arvoksi valitaan r saa-
daan ensimmdisestd R(r) < Q(r,r) ja toisesta R(r) < —Q(r,r), joten Q(r,r) <
—Q(r,r), joka on ristiriita.

7 Aksiomatisointi, tulkinta ja malli

Kahvin, teen, maidon ja sokerin aksioomat:
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s =(KAT)

e -(MVS)VKVT

Sivulla51]ilmaistiin saavutettavuus seuraavasti toisen kertaluvun kaavana:
=3P : P(u) AN=P(v) AVx: ¥y : =P(x)V=(x~y)VP(y)

Oletamme, ettd kidytdssd on ensimmaisen kertaluvun tai sitd laajempi logiikka; ku-
kin aksiooma on kaava; numeroituvasti ddrettdmit aksioomajoukot on sallittu; ku-
kin formaali péittely koostuu dérellisestd méadristd askelia; ja kukin pééttelyaskel
voi kdyttdd vain ddrellistd midrdad aksioomia. Tavoitteena on osoittaa metatulos,
ettd joko kisitettd ’saavutettavuus” ei voi midritelld, aksioomien kaikkia loogisia
seurauksia ei voi paitelld, tai paittelyjirjestelma ei ole totuudensailyttava.

Kiytdmme kieltd, jossa on ei-looginen symboli ”~~”. Se edustaa 2-paikkaista
relaatiota. Epdmuodollisesti voi ajatella, ettd puheenaiheena on jokin epétyhji
suunnattu graafi, ja u ~~ v tarkoittaa, ettd u:sta on kaari v:hen.

Tarkoittakoon u ~~* v kaavaa, joka sanoo, ettd v on saavutettavissa u:sta. Arki-
matematiikan kielelld ”~~*" on ”’~~":n refleksiivinen transitiivinen sulkeuma. Jos
sellainen kaava voidaan kirjoittaa, niin voimme asettaa seuraavat kaksi aksioomaa.
Jalkimmadinen sanoo, ettd graafi ei haaraudu eteenpéin.

Yu:YWw: wu~~*v
—Ju:Jvy Ty u~msviAu~s vy A=(vp =)

Tamin aksioomajoukon mallit ovat yksittdinen solmu josta ei ole kaarta itseen-
sd, sekd yhden pituinen silmukka, kahden pituinen silmukka, kolmen pituinen sil-
mukka ja niin edelleen. Toisin sanoen, mallit ovat graafit muotoa v ~> v ~> ...~
vy, missdn € N, vo = vy, jav; #v; kun 0 <i < j <n. Muita malleja ei ole, silld jos
solmusta ei ole yhtédédn kaarta eteenpdin, niin siitd ei pddse muihin solmuihin, ja jos
Jokaisesta solmusta on tdsmaélleen yksi kaari eteenpéin mutta v ~ vy ~> vy ~ ...
ei lopulta palaa vy:aan tai ei sisélld solmua u, niin vy /~* v tai vi ¥ u.

Otamme kiyttoon lyhenteen u — v tarkoittamaan u = vV u ~» v. Esimerkik-
si dwq : Iws t u — wi — wyr < v sanoo, ettd v on saavutettavissa u:sta enintiin
kolmella kaarella. Lisdédamme alla nédytetyn dérettdmén aksioomajoukon. Aksioo-
ma A; sanoo, ettd on olemassa sellaiset kaksi solmua, ettd jilkimméiinen ei ole
saavutettavissa ensimmadisestd enintdin i 4 1 kaarella. Se sulkee pois ne mallit
Vo~ ...~ Yy, joissan < i+ 2.

Ay Fu:Fv: —Fw;: U—>W] <V
Ay du:dv: —-dw;:dwy: U W] =Wy —V
Ay du:3dv: —-dwip:idwyr:dws: u—o>wi—wr>wz—v
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Laajennetulla aksioomajoukolla ei siis ole malleja. Jos kaikki loogiset seuraukset
voidaan péitelld, niin laajennetusta aksioomajoukosta voidaan péitelld ristiriita.
Koska péittelyt ovat ddrellisid ja kukin paittelyaskel kdyttdd vain ddrellistd mia-
rdd aksioomia, on olemassa sellainen n, ettd ristiriidan paittely ei kdytd mitdan
aksioomista A,, A1, Aut2, .... Siksi pdittely menee ldpi vaikka ne jitettdisiin
pois. Ristiriita voidaan siis paitelld my0os aksioomajoukolle, jolle vg ~ ...~ v,10
on malli. Niinpi péittelyjédrjestelmi ei ole totuudensdilyttiva.
aksiooma, aksioomaskeema, looginen seuraus

8 Godelin tiydellisyyslause

9 Tietokoneella tarkastettavuuden tarkeys
10 Godelin epataydellisyyslauseet

11 NP-tiydellisyys

12 Lopuksi
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13 Symbolien ja termien selityksié ja suomennoksia

- Katso negaatio

>

Katso konjunktio

<

Katso disjunktio
Katso materiaalinen implikaatio
Katso materiaalinen ekvivalenssi

Katso kvanttori

Katso kvanttori
Katso piittelyimplikaatio

Katso yhtipitivyys

r U

Katso yhtitotuus

Katso tulkinta83/ja looginen seuraus

T

Katso péittely
Kreikkalainen kirjain ”fii”. Usein edustaa mitd tahansa kaavaa.

Kreikkalainen kirjain “psii”. Usein edustaa miti tahansa kaavaa.

X < ©

Kreikkalainen kirjain “khii”. Usein edustaa mitd tahansa kaavaa.
abbreviation — lyhenne (66|
aksiomatisointi Katso aksiooma/55]

aksiooma Puheenaiheen aksiomatisointi on joukko suljettuja kaavoja, jotka yh-
dessd ilmaisevat puheenaiheen ominaisuudet jossakin laajuudessa. Sen yk-
sittdiset kaavat ovat aksioomia. Esimerkkeja reaalilukujen aksioomista ovat
Va:a+0=ajaVa:Vb:a+b = b+ a. Aksiomatisoinnissa voi olla diret-
tomaisti kaavoja, katso aksioomaskeema[56.

Sitd mitd tdssd tekstissd kutsutaan aksiomatisoinniksi, kutsutaan logiikan
kirjallisuudessa usein feoriaksi. Teoriaksi kutsutaan usein myods aksioomia
janiistd paiteltavissi olevia suljettuja kaavoja yhdessi. ”Teoria” ndissd mer-
kityksissd on eri asia kuin se mité arkikielessi tarkoitetaan sanalla teoria”.
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Siitd atheutuu sekaannuksen vaara. Siksi tdssd tekstissd sanaa “teoria” kay-
tetddn arkikielen merkityksessd, ja ominaisuuksien ilmaisemiseen kiytetti-
vid suljettujen kaavojen joukkoa kutsutaan aksiomatisoinniksi.

Ensimmadisen kertaluvun tapauksessa aksiomatisointi on tdydellinen, jos ja
vain jos se kattaa kaikki ominaisuudet, jotka ovat ilmaistavissa suljettui-
na kaavoina kiytossd olevilla ei-loogisilla symboleilla (katso ei-looginen
symboli [58). Tarkemmin sanoen, jokainen valitun nimikirjoituksen mukai-
nen suljettu ensimmdisen kertaluvun kaava voidaan piitelld joko itse, tai
sen negaatio voidaan péaitelld. Kdytossd on paljon epitdydellisid aksiomati-
sointeja joko siksi, ettd tarkoitus on esittdd useiden samankaltaisten jirjes-
telmien (esimerkiksi kaikkien kuntien) yhteiset ominaisuudet tai siksi, ettd
tiaydellinen aksiomatisointi on mahdotonta (katso tosi aritmetiikka[81]).

Aksiomatisointi on ristiriitainen, jos ja vain jos siitd voidaan piitelld se-
ki jokin kaava ettd sen negaatio. “Tdydellinen” sellaisena kuin se mééri-
teltiin edelld ei sisdlld ristiriidattomuuden vaatimusta. Ristiriitainen aksio-
matisointi on valtavirran logiikoissa hyodyton, koska siitd voidaan paitelld
kaikki kaavat (katso mahdottomasta seuraa miti tahansa [66). Siksi sanaa
“taydellinen” kdytetddn usein myos merkityksessi “tdaydellinen ja ristiriida-

29

ton".

Toisen kertaluvun tapauksessa aksiomatisoinnin tdydellisyyttd ei ole mie-
lekdstd madritelld kuten edelld, koska toisen kertaluvun logiikassa péittely
on epitidydellistd. Taméd ongelma olisi kierrettidvissd kdyttiméalld méadritel-
missd padttelyn sijaan loogista seurausta. Niin ei kuitenkaan yleensd tehda.
Siihen ei ole suurta tarvetta, koska toisen kertaluvun aksiomatisoinnilla voi-
daan toisinaan saavuttaa vield vahvempi ominaisuus, katso kategorinen

aksioomaskeema Ilmaus, joka esittdd useita aksioomia. Tyypillisesti aksiooma-
skeema esittdd ddrettdmin monta aksioomaa direlliselld ilmauksella. Esi-
merkiksi luonnollisiin lukuihin voidaan lisédtd uusi luku ottamalla kédytt6on
vakiosymboli ¢ ja aksioomaskeema ¢ # 0, ¢ # 1, ¢ # 2, ... (katso tosi arit-
metiikka [81).

Tavallisesti vaaditaan, ettd aksioomaskeema on rekursiivinen, eli ettd aina-
kin periaatteessa on olemassa tietokoneohjelma, joka tarkastaa mistéd tahan-
sa ddrellisestd merkkijonosta ddrellisessd ajassa, onko se skeemaan kuuluva
aksiooma.

alkio Sanalla "alkio” voidaan matematiikassa ja logiikassa viitata melkeinpd mi-
hin tahansa. Alkiot voivat olla lukuja, ihmisii, keittiovélineitd ja niin edel-
leen. Olennaista on, ettd eri alkioita voidaan koota kokoelmiksi, joita kutsu-
taan joukoiksi. Tdmin tekstin tarpeisiin riittdd ajatella, ettd joukko tarkoittaa
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sitd miti se tarkoittaa arkikielessikin, silld erotuksella, ettd joukossa voi olla
my®ds hyvin vihén alkioita, jopa ei yhtdén (tyhjd joukko). Joukosta saadaan
osajoukko poistamalla siitd nolla tai useampia alkioita (vaikka kaikki).

arity — paikkaluku, katso nimikirjoitus

assignment — tilanne

associative — liitdnndinen

atomic formula — atomikaava[57

atomikaava Propositiologiikan atomikaavoja ovat F, T ja kukin propositiomuut-
tuja.

Ensimmiisen kertaluvun logiikan atomikaavoja ovat F, T, kaikki ilmaukset
muotoa termil = termi2, sekd kaikki ilmaukset, jotka on muodostettu aset-
tamalla relaatiosymbolin sydtteeksi paikkaluvun mukainen médrd termejé.
Katso nimikirjoitus[69lja termi

Toisen kertaluvun logiikan atomikaavoja ovat liséksi kaikki ilmaukset, jot-
ka on muodostettu asettamalla relaatiomuuttujan tai kylld/ei-ominaisuuksia
edustavan muuttujan syotteeksi paikkaluvun mukainen mééra termejd. Ter-
min kisite laajenee kattamaan my0s funktioita edustavien muuttujien kiy-
ton.

avoin kaava Kaava, jossa esiintyy ainakin yksi vapaa muuttuja. Avoimen kaa-
van totuusarvo riippuu tyypillisesti vapaille muuttujille annettavista arvois-
ta (katso tilanne(81)). Valttdmatontad tama ei kuitenkaan ole, silld esimerkiksi
x =3 A1=72 on aina epitosi riippumatta siitd, minka arvon x saa. Avoimen
kaavan totuusarvo riippuu tyypillisesti myos tulkinnasta eli siitd, mité sii-
ni esiintyvit ei-loogiset symbolit (esimerkiksi ”3”, 4" ja ”<”) tarkoittavat
(katso tulkinta[83)).

axiom — aksiooma(55|

axiom schema — aksioomaskeema /56|
axiomatization — aksiomatisointi, katso aksiooma[55]
biconditional Katso materiaalinen ekvivalenssi
bound variable — sidottu muuttuja[78]

categorical — kategorinen
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Church-Turing teesi Katso rekursiivinen

Church-Turing thesis — Church-Turing teesi, katso rekursiivinen
closed formula — suljettu kaava(80)

commutative — vaihdannainen 85|

compactness theorem — kompaktisuuslause

complete axiomatization / theory — tiydellinen aksiomatisointi / teoria, katso
aksioomal53|

conjunction — konjunktio

consistent — ristiriidaton

constant symbol — vakiosymboli, katso nimikirjoitus
contradiction — ristiriita[78]

countable set — numeroituva joukko
counterexample — vastaesimerkki[83)

deduction theorem Jos joukosta kaavoja tdydennettyni kaavalla kaaval saa pii-
telld kaava2, niin alkuperidisestd joukosta saa pditelld kaaval — kaava?.
Katso my6s modus ponens

disjunction — disjunktio(58|

disjunktio Symboli V" tai kaava muotoa kaaval V kaava2. Jilkimméiinen on
tosi tdsmadlleen silloin kun joko kaaval tai kaava2 tai molemmat on tosi.

domain of discourse — puheenaihe
efektiivinen Katso rekursiivinen
effective — efektiivinen, katso rekursiivinen

ei-looginen symboli Symboli, joka ottaa syotteekseen puheenaiheen alkion tai
alkioita (paitsi ehkid ”=") taikka vakiosymboli, jonka arvo on puheenaiheen
alkio. Katso nimikirjoitus|69] Vastakohtana ovat loogiset symbolit, kuten A,
V ja muuttujat. Symboli ”="" katsotaan usein loogiseksi symboliksi, mutta
se voidaan katsoa my®os ei-loogiseksi.
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ekvivalenssi Kahta kohdetta toisiinsa vertaava toiminto, joka edustaa jonkinlaista
samanlaisuutta tai samankaltaisuutta. Tunnetuin ekvivalenssi on kouluma-
tematiikan ”=". IThmisten vélisestd ekvivalenssista esimerkiksi kelpaa ~ovat
samassa urheilun ikdluokkasarjassa”.

Ekvivalenssit noudattavat kolmea lakia: Jokainen olio on samankaltainen
itsensd kanssa. Jos x on samankaltainen y:n kanssa, niin y on samankaltainen
x:n kanssa. Jos x on samankaltainen y:n kanssa ja y on samankaltainen z:n
kanssa, niin x on samankaltainen z:n kanssa.

Ekvivalenssi ei vilttdmitti takaa, ettd jos samankaltaisille olioille tehddin
sama toiminto, niin saadaan samankaltaiset lopputulokset. Esimerkiksi 47-
ja 49-vuotias ihminen ovat samassa urheilun ikédluokkasarjassa, nimittdin
sarjassa 45—49-vuotiaat; mutta kun kumpikin on vanhentunut yhden vuo-
den, he ovat eri ikdluokkasarjassa.

Logiikassa on kdytossd muitakin ekvivalensseja kuin ”=". Katso materiaa-
linen ekvivalenssil67/ja yhtépitivyys

ensimmaiinen kertaluku Ilmauksella “ensimmadinen kertaluku” tarkoitetaan ta-
vallisesti ensimmdisen kertaluvun logiikkaa, eli predikaattilogiikkaa, jossa
muuttujat voivat saada arvoikseen vain puheenaiheen joukon alkioita. En-
simmdisen kertaluvun logiikka on ylivoimaisesti tirkein predikaattilogiik-
ka, koska siinid totuus (tarkemmin sanoen, looginen seuraus) ja todistetta-
vuus ovat sama asia (katso looginen seuraus|64/ja Godelin tdydellisyyslause

Toisaalta ensimmiisen kertaluvun ilmaisuvoima on jossain méérin rajalli-
nen: on monia téarkeitd véitteitd, joita ei voi esittdd ensimmadisen kertaluvun
kaavoina. Ilmaisuvoiman ja todistettavuuden vélilld on pakko valita jokin
kompromissi (katso toinen kertaluku 81, Godelin epétdydellisyyslauseet 60
ja kompaktisuuslause [62)).

Korkeamman kertaluvun logiikoissa on myods muunlaisia sidottuja muuttu-
jia. Korkeamman kertaluvun logiikoista tirkein on toisen kertaluvun logiik-
ka (katso toinen kertaluku[81)).

Entscheidungsproblem Katso ratkeamattomuus
equivalence — ekvivalenssi|59)

excluded middle, law of — kolmannen poissuljetun laki
field — kunta

first order — ensimmaiinen kertaluku
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formula — kaaval61] katso myos atomikaaval|57/ja kvanttori
free variable — vapaa muuttuja(85]
function — funktiol60)

funktio Laskutoimitus tai mikd tahansa muu jonkin arvon riippuvuus yhdesti tai
useammasta arvosta. Esimerkiksi thmisen syntymivuosi on ihmisen funk-
tio, ja painoindeksi on ihmisen pituuden ja painon funktio. Tdssd yhteydessa
riippuvuudeksi voidaan katsoa my06s ndenndinen riippuvuus. Esimerkiksi Ox
voidaan katsoa x:n funktioksi, vaikka sen arvo ei todellisuudessa riipu x:n
arvosta. Myos jopa pelkki O voidaan katsoa x:n funktioksi.

funktiosymboli Katso nimikirjoitus[69!
Godel numbering — Godel-numerointi

Godel-numerointi Monenlaisten olioiden, niille tehtdvien toimenpiteiden ja niis-
td esitettidvien vditteiden matkiminen luonnollisilla luvuilla, niiden yhteen-
ja kertolaskulla seké niistd puhuvilla kaavoilla.

Godel-numerointi on teoreettisen tutkimuksen véline. Tarvittavat luvut ovat
melkein aina liian suuria ja kaavat liian pitkid ja vaikeatajuisia kdytannolli-
siin tarpeisiin. Godel-numeroinnin yksityiskohdat eivit ole olennaisia, ja ne
voivat vaihdella eri kirjoittajilla.

Miké tahansa didrellinen jono luonnollisia lukuja voidaan pakata yhteen
luonnolliseen lukuun keinoilla, jotka perustuvat lukujen jaollisuusoppiin.
Siitd seuraa, ettd Godel-numeroinnilla voi matkia askel askeleelta etenevii
mielivaltaisen (mutta ddrellisen) pitkid toimintoketjuja. Siksi hyvin moni-
mutkaisia asioita voidaan Godel-numeroida. Esimerkiksi mille tahansa tie-
tokoneohjelmalle voidaan muodostaa luonnollisten lukujen kaava, joka on
tosi tai epitosi sen mukaan tuleeko tietokoneohjelman suoritus tuottamaan
tietyn lopputuloksen.

Godelin epétiydellisyyslauseet ???
Godelin taydellisyyslause ??7?
halting tester — pysihtymistesteri, katso

higher order — korkeampi kertaluku, katso ensimmaéinen kertaluku
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hyvin muodostettu kaava Ilmaus, jolla korostetaan siti, ettd tarkoitetaan merk-
kijonoa joka muodostaa kaavan eikd miti tahansa merkkijonoa, jossa on sa-
moja merkkejd kuin kaavoissa umpimihkiisessi jarjestyksessd. Esimerkik-
six =2(y+ 1) on hyvin muodostettu kaava, mutta y2)x(1 = + ei ole. Niinpd
“hyvin muodostettu kaava” tarkoittaa kdytinnossd samaa kuin “kaava”.

implication — implikaatio, katso materiaalinen implikaatio67] looginen seuraus
ja paittelyimplikaatio

implikaatio Katso materiaalinen implikaatio looginen seuraus |64/ ja paitte-
lyimplikaatio

integer — kokonaisluku
interpretation — tulkinta[83)
joukko Katso alkio

kaava Katso ensin atomikaava[57, Propositiologiikan kaavoja ovat kaikki atomi-
kaavat sekd ilmaukset muotoa —(kaava), (kaaval) A (kaava2), (kaaval) Vv
(kaava2), (kaaval) — (kaava2) ja (kaaval) <> (kaava2). Predikaattilogii-
kan kaavoja ovat lisiksi kvanttorikaavat (katso kvanttori|63). Sulkeita ”(” ja
) saa jdttdd pois kdytossd olevien suljesddntdjen mukaisesti.

kategorinen Aksiomatisointi on kategorinen, jos ja vain jos se madrittelee pu-
heenaiheen sisdisen rakenteen olennaisesti yksikisitteisesti, tarkemmin sa-
noen, jos ja vain jos kaikki aksiomatisoinnin mallit ovat keskenéén isomorfi-
set. Kategorisuus on sikéli tdydellisyyttd vahvempi ominaisuus, ettd se kiin-
nittdd huomiota myo6s niihin mallien vélisiin eroihin, joita ei voi ilmaista
kaavoina.
Muun muassa luonnollisille luvuille ja reaaliluvuille on olemassa katego-
riset toisen kertaluvun aksiomatisoinnit. Ensimmadisen kertaluvun aksioma-

tisointi voi olla kategorinen vain siini tapauksessa, ettd kaikki mallit ovat
adrellisid (tdmé seuraa ylospdin Lowenheim—Skolemin lauseesta).

kertaluku (logiikassa) Katso ensimmaiinen kertaluku[59)ja toinen kertaluku

kieli (logiikassa) Ne &direlliset merkkijonot, jotka esittdvit kaavoja (katso atomi-
kaava|57| kaava 61| ja kvanttori|63).

Predikaattilogiikan kieli ei ole yksi eikd edes ensimmdisen kertaluvun kie-
li ole yksi, vaan jokainen nimikirjoitus (katso nimikirjoitus luo oman
kielensa.
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Propositiologiikan kielid voi ajatella olevan vain yksi. Todellisuudessa eri
kirjoittajien versiot propositiologiikan kielestd poikkeavat toisistaan esimer-
kiksi kayttamailla erilaisia suljesddnt6ja ja samoille asioille eri symboleita,
mutta nami erot eivit ole syvillisid.

kokonaisluku Kokonaisluvutovat...,—2,—1,0,1,2,....

kolmannen poissuljetun laki Jos P on kaava, niin PV —P on tosi jokaisessa ti-
lanteessa. Tilanteesta riippuen voi olla ettd P on tosi (jolloin —P ei ole) tai
=P on tosi (jolloin P ei ole), mutta PV —P on aina tosi.

kompaktisuuslause Numeroituvalla joukolla ensimméisen kertaluvun suljettuja
kaavoja on malli, jos ja vain jos sen jokaisella ddrelliselld osajoukolla on
malli. (Lause pétee tietyin ehdoin myos ylinumeroituville joukoille.)

Lause seuraa helposti tiydellisyyslauseesta: jos joukolla ei ole mallia, niin
siitd voidaan paatelld ristiriita. Koska pééttelyt ovat ddrellisid, kdyttdd ris-
tiriidan johtaminen vain ddrellistd médéarad joukon kaavoja. Ne muodostavat
adrellisen osajoukon, jolla ei ole mallia. Vastakkainen suunta on ilmeinen:
koko joukon malli on myds sen jokaisen osajoukon malli.

Kompaktisuuslauseesta seuraa muun muassa, ettd saavutettavuutta suunna-
tussa graafissa (kuten maantiekartassa, katso saavutettavuus ei voi il-
maista ensimmiisen kertaluvun kaavana. Nimittdin kaavoilla “mistédén sol-

99 9

musta ei lihde useampaa kuin yksi kaari”, ”mistd tahansa solmusta voi saa-
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vuttaa minki tahansa solmun” seki ’solmuja on ainakin yksi”, ”solmuja on
ainakin kaksi”, ”solmuja on ainakin kolme”, ... ei ole malleja, mutta nii-
den milld tahansa dérelliselld osajoukolla on mallina ainakin miké tahansa

silmukka, jossa on ainakin vaadittu miird solmuja.

konjunktio Symboli ”A” tai kaava muotoa kaaval A kaava2. Jilkimméinen on
tosi tasmilleen silloin kun seki kaaval ettd kaava2 on tosi.

korkeampi kertaluku Katso ensimmaiinen kertaluku

kunta Joukko olioita, joille on méiritelty nolla, ykkonen, yhteenlasku ja kerto-
lasku siten, ettd ne noudattavat tuttuja laskusdintoja: yhteenlasku ja kerto-
lasku ovat vaihdannaiset ja liitdnniiset, kertolasku noudattaa osittelulakia
yhteenlaskun yli (eli sulkeet saa kertoa auki), olio ei muutu kun siihen lisda
nollan tai sen kertoo ykkoselld, jokaisella oliolla on vastaolio (olio + vas-
taolio = 0) ja jokaisella muulla oliolla kuin nollalla on kiénteisarvo (olio -
kédnteisarvo = 1), ja 0 # 1. Katso my6s luku
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kvanttori Laajassa kidytossd on kaksi eri kvanttoria: kaikkikvanttori V" ja ole-
massaolokvanttori ”3”. Ilmaus dx : kaava tarkoittaa, ettd on olemassa aina-
kin yksi sellainen arvo, ettd jos se annetaan x:lle, niin kaava on tosi. Esi-
merkiksi dx : 2 < x < 3 tarkoittaa, ettd kakkosen ja kolmosen vélissd on
ainakin yksi luku. Se on tosi reaaliluvuilla mutta ei kokonaisluvuilla. II-
maus Vx : kaava tarkoittaa, ettd riippumatta siitd, mikd arvo x:lle annetaan,
on kaava tosi. Esimerkiksi Vx : x <2V x > 3 tarkoittaa, ettd jokainen luku
on enintddn kaksi tai vahintddn kolme. Se on tosi kokonaisluvuilla mutta ei
reaaliluvuilla.

Vilimerkkien kiytto kvanttori-ilmauksissa vaihtelee eri kirjoittajilla. Siithen
kohtaan, jossa tdssi tekstissd on kaksoispiste, jotkut laittavat pisteen. Var-
sinkin teoreettisissa teksteissd on tavallista, ettd siind kohdassa ei ole mi-
tddn tai on hieman tyhjda. Jos kaava on monimutkainen, niin sen ympa-
rille voidaan laittaa sulkeet, koska ilman niitd syntyisi vaikeasti hahmo-
tettavia ilmauksia kuten Ix2 < x < 3. Jotkut kirjoittavat 3x(2 < x < 3)
ja jotkut (Ix)(2 < x < 3). Tissé tekstissd ja MathCheckissd kirjoitetaan
dx:2<x<3.

Paiteltdessd on tavallista, ettd kvanttorilla luodun muuttujan tilalle laitetaan
termi (katso termi|80) ja kvanttori poistetaan. Téllekin on kédytossi eri mer-
kintidtapoja. Tdssi tekstissd termi:n sijoittaminen x:n jokaisen vapaan esiin-
tymin tilalle kaava:ssa ilmaistaan kirjoittamalla kaava(x) ja kaava(termi).
Tarvittaessa tiytyy lisdtd sulkeet. Esimerkiksi Va : Oa = 0 ja 2x+ 1 tuottavat
talld tavalla 0(2x+ 1) = 0.

Kun vapaan muuttujan esiintymaén tilalle sijoitetaan termi, tdytyy varmis-
taa, ettd mikédédn termissi esiintyvd muuttuja ei joudu sidotuksi. Esimerkik-
si dy:y > x on tosi jokaisella luvulla x. Siihen saa sijoittaa x:n tilalle esi-
merkiksi a+ 1, jolloin saadaan jokaisella luvulla a tosi kaava 3y : y > a+ 1.
Mutta jos sijoitetaankin y+ 1, niin saadaan aina epétosi kaava Jy : y > y+1.
Tamén voi vilttdd vaihtamalla kvanttorilla luodun muuttujan nimi toiseksi
ennen termin sijoittamista. Esimerkiksi voidaan vaihtaa y:n tilalle z, jolloin
dy : y > x muuttuu muotoon 3z : z > x. Kun siihen sijoitetaan x:n tilalle y+ 1,
saadaan Jz : z > y+ 1. Se on tosi jokaisella luvulla y.

Sama ongelma voi syntyd kun osakaavan tilalle sijoitetaan toinen osakaava.
Sen voi ratkaista samalla tavalla.

Matematiikassa on tavallista jattdd kaikkikvanttorit kirjoittamatta. Niitd kor-
vaamassa saattaa olla sanallinen ilmaus tai ei mitdin. Sekd matematiikas-
sa ettd logiikassa on tavallista kayttdad paittelyissd avoimia kaavoja siten,
ettd kaavan tiytyy olla tosi kaikilla mahdollisilla vapaiden muuttujien ar-
vojen yhdistelmilld (katso yhtédpitdvyys 85). Se on monimutkaisempi ver-
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sio kaikkikvanttorien kirjoittamatta jattdmisestd, silld se vastaa ilmausta
Vxi :...Vx, : —oletukset\ kaava.

Kvanttoreille pitevit omat versionsa De Morganin laeista: —Vx : kaava <
dx : —kaava ja —3x : kaava < Vx : —kaava.

Jos x ei esiinny vapaana kaava:ssa, niin Vx : kaava ja 3x : kaava tarkoittavat
samaa kuin kaava. Jos puheenaiheen joukossa on vain dédrellinen méari eri
arvoja ja ne ovat aj, ap, ..., a,, niin Vx : kaava(x) tarkoittaa samaa kuin
kaava(ay) N kaava(az) A ... A kaava(ay,) ja 3x : kaava(x) tarkoittaa samaa
kuin kaava(ay) V kaava(az) V ...V kaava(ay).

Ilmaukset Vx ; kaaval : kaava2 ja 3x ; kaaval : kaava2 tarkoittavat samaa
kuin Vx : —kaaval V kaava2 ja dx : kaaval N kaava?2 (tarvittaessa sulkeet
lisdten). [Imaukset Vx € A : kaava ja 3x € A : kaava tarkoittavat samaa kuin
Vx:x ¢ AVkaava ja3x : x € A Nkaava (tarvittaessa sulkeet lisiten).

kédyton ja mainitsemisen ero Jos kysymykseen “mihin talvi loppuu” vastataan
“lumien sulamiseen”, niin sanaa “talvi” kdytettiin. Mutta jos siihen vasta-
taan “i-kirjaimeen” , niin sana “talvi” mainittiin. Kun sanaa tai symbolia
“kidytetddn”, niin sana tai symboli tarkoittaa sitd mitd se tavallisesti tarkoit-
taa eli edustaa kohdettaan, mutta kun sana tai symboli “mainitaan”, niin se
tarkoittaa itseddn tai jotakin itsensd ja varsinaisen kohteensa vilissid olevaa
asiaa. Jalkimmaisestd esimerkkinid on kun todetaan, ettd 1 + 1 ei ole sama
kuin 2, koska 1 + 1 on laskutoimitus.

Téssi tekstissd pyritidin korostamaan tété eroa lisddmalld lainausmerkit mai-
nintojen ympdrille (vertaa 1 41 =2 ja”’+” on vaihdannainen), mutta paikoi-
tellen on koettu selkeammaiksi poiketa tistd kdytdnnostd esimerkiksi siksi,
ettd muuten lainausmerkkejd tulisi héiritsevin paljon.

language (in logic) — kieli (logiikassa)
law of excluded middle — kolmannen poissuljetun laki

liitinnédinen Laskutoimitus o on liitdnndinen jos ja vain jos Va : Vb : Vc : (ao
b)oc =ao (boc). Esimerkiksi yhteenlasku ja kertolasku ovat liitdnnéiset,

mutta vihennyslasku ja jakolasku eivit ole. Logiikan "A”, 7V ja ”<+” ovat
liitdnnéiset, mutta ”—" ei ole.

logical symbol — looginen symboli, katso ei-looginen symboli

looginen seuraus Kaava on looginen seuraus joukosta kaavoja, jos ja vain jos se
on tosi jokaisessa tulkinnassa ja tilanteessa, jossa joukon jokainen kaava on
tosi. (Katso tulkinta[83]ja tilanne [81l) Usein kiiytetidéin merkintid joukko E
kaava.
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Loogisen seurauksen késite riippuu todellakin sekéd tulkinnasta ettd tilan-
teesta. Esimerkiksi x + 2 = 3 ei ole kaavan x = 1 looginen seuraus, vaikka
symbolien 17, 27, ”3” ja ”’+” vakiintuneilla tulkinnoilla x +2 = 3 on tosi
aina silloin kun x = 1 on tosi. Ollakseen looginen seuraus sen pitdd pited
kaikilla muillakin tulkinnoilla, kuten silld, jossa 1" tarkoittaa "vappu”, ’2”
tarkoittaa “kuusi”, 73" tarkoittaa “joulukuusi” ja 74" tarkoittaa merkkijo-
nojen liittdmistd perdkkiin. Kun x:n arvo on ”vappu”, sanoo x = 1 etti vap-
pu = vappu, ja sehidn on tosi. Samalla x +2 = 3 sanoo ettid vappukuusi =
joulukuusi, ja se ei ole tosi.

Sen sijaan x +2 = 3 on looginen seuraus, kun joukon kaavat ovat x = 1 ja
142 = 3. Edelld ollut vastaesimerkki ei ole endd patevd, koska 1 +2 =3
ei pade sille, koska 1 42 tarkoittaa ”vappukuusi” mutta 3 tarkoittaa ”joulu-
kuusi”. Jos tulkinta pidetddn muuten samana mutta ’1” tarkoittaa “joulu”,
niin x = 1 on tosi vain kun x:n arvo on “joulu”. Silloin x +2 = 3 sanoo etti
joulukuusi = joulukuusi, ja se on tosi.

Kéytdnnon sovelluksissa oletetaan melkein aina, ettd vakiintuneilla sym-
boleilla on vakiintuneet merkitykset, eikd ettd ”3” ei vilttaméttd tarkoita-
kaan kolmosta vaan saattaakin tarkoittaa vaikka joulukuusta. Siksi loogisen
seurauksen kisite ja sitd tarkoittava merkintid ”F” olisivat kompeloitd logii-
kan kdytannon sovelluksissa. Merkinnén ”F” sijaan kdytetdan enimmaikseen
luonnollista kieltd ja toisinaan symboleita ’=-" ja <", katso paittelyimpli-
kaatio [73|ja yhtépitivyys

Symboleiden vakiintuneet merkitykset voidaan ottaa loogisen seurauksen
kisitteessd huomioon ottamalla symboleiden peruslait mukaan siihen jouk-
koon, jonka loogisesta seurauksesta puhutaan. Matemaattisen paittelyn vai-
he ei tyypillisesti ole edellisen vaiheen looginen seuraus, vaan esimerkiksi
edellisen vaiheen ja reaalilukujen yleisten lakien looginen seuraus.

looginen symboli Katso ei-looginen symboli

luku Matematiikassa on maédritelty useita kisitteitd jotka loppuvat sanaan “lu-
ku”, mutta késitettd "luku” pelkkéni ei ole mééritelty. Sanaa "luku” kéyte-
tddn tyypillisesti tarkoittamaan oliota, joka noudattaa lukujen tavallisia las-
kusdéntoji eli kunta-aksioomia. Laskusddnnon kisite ei viittaa yksittdiseen
lukuun, vaan joukkoon lukuja. Esimerkiksi laskussa 1 42 = 3 esiintyy kol-
me eri lukua. Niinpd luku ei ole yksinddn mitdédn, vaan luvusta tekee lu-
vun jdsenyys joukossa, jonka kaikki alkiot yhdessd noudattavat sovittuja
laskusédéntoja. Katso kokonaisluku luonnollinen luku |65 ja reaaliluku

luonnollinen luku Luonnolliset luvut ovat 0, 1,2, . ... Katso tosi aritmetiikka
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lyhenne Ilmaus, joka méiritelmid pilkuntarkasti tulkiten ei ole osa kaavojen kiel-
td, mutta joka edustaa jotakin kaavojen kielen ilmausta ja jota voi kiytin-
nossd kayttdd ikddn kuin se olisi osa kaavojen kieltd. Tyypillisesti lyhenne
korvaa ilmauksen lyhyemmalli tai tutummalla. Esimerkiksi vasen # oikea
on usein kiytetty lyhenne ilmaukselle —(vasen = oikea) ja vasen < keski <
oikea on usein kaytetty lyhenne ilmaukselle vasen < keski A keski < oikea.

Lyhenteiden jédttiminen varsinaisen kaavojen kielen ulkopuolelle pienentédd
sitd, ja siten helpottaa logiikan teoreettista tutkimista. Toisinaan on aivan
mielivaltaista, mikd merkintd on lyhenne ja miki ei ole. Esimerkiksi jois-
sakin kirjoituksissa ”<” on lyhenne mutta ”<” ei ole, ja joissakin muissa
toisinpdin.

Lowenheim—Skolemin lause Katso Skolemin paradoksi

mahdottomasta seuraa miti tahansa Jokainen ”jos... niin...” -ilmaus, jonka
’jos”-osa ei voi koskaan toteutua, on pitevd. Englanniksi timé periaate on
principle of explosion. Se on viliton seuraus siitd, ettd paittely on pétevi, jos
ja vain jos sille ei ole olemassa vastaesimerkkii eli tilannetta, jossa kaikki
ldhtokohdat ovat tosia mutta johtopiitds ei ole. Nimittdin jos ldhtokohtien
toteutuminen on kaiken kaikkiaan mahdotonta, niin mahdotonta on my®os,
ettd ne toteutuvat samalla kun johtopéitos ei pade.

Tama ei vilttdmdttd tarkoita, ettd johtopditos olisi tosi. Se tarkoittaa vain,
ettd on oikein piitelld, ettd jos lahtokohdat olisivat todet, niin johtopaatos-
kin olisi. Se ei koskaan tuota todellisuuden vastaista johtopditostd, koska
sitd ei koskaan pédstd kdyttamiin todellisissa tilanteissa, koska ldhtokohdat
eivit voi toteutua.

Niin sanottu ristiriitatodistus toimii siten, ettd oletetaan sen vastakohta (tar-
kemmin sanottuna negaatio) miki halutaan todistaa, ja pdételldédn siitd risti-
riita. Koska saatiin mahdoton lopputulos, niin jossain tdytyy olla jotain vi-
kaa. Jos péittely kéytti vain patevid paittelymenetelmid, niin vika ei voi olla
muualla kuin 1dhtokohdassa. Niinpd sen, miki haluttiin todistaa, vastakohta
on epitosi, joten se mikd haluttiin todistaa on tosi.

Sen, ettd mahdottomasta seuraa miti tahansa, todisti Guillaume de Soissons
jo 1100-luvulla. Nykyisin se on ahkerassa kiytossi logiikassa.

malli Olkoon annettu joukko suljettuja kaavoja. Sen malli on jokin kokonaisuus,
joka toteuttaa joukon jokaisen kaavan. Se voi olla jotakin varsin tuttua ku-

ten kokonaisluvut, tai jotakin hyvin keinotekoista. Katso tarkempia tietoja
kohdasta tulkinta
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mallin olemassaololause Jokaisella ristiriidattomalla numeroituvalla joukolla
ensimmadisen kertaluvun suljettuja kaavoja on malli. (Lause pitee tietyin
ehdoin my0s ylinumeroituville joukoille.)

Lause voidaan todistaa rakentamalla malli vaiheittain kuvitteellisella (ei
vilttimattd oikeasti toteutettavissa olevalla) prosessilla, jonka Leon Henkin
julkaisi 1949. Idea on yksinkertainen, mutta tdsmaéllinen todistus on pullol-
laan teknisid yksityiskohtia. Kdyddédn kaikki kaavat (myds avoimet) jérjes-
tyksessi ldpi. Kullekin valitaan, onko se tosi, siten, ettd ei synny ristiriitaa
alkuperiisten kaavojen eiki aikaisempien valintojen kanssa. Liséksi kulle-
kin kaavalle muotoa Jdx : P varataan yksi arvo, joka toteuttaa P:n, ja vas-
taavasti —Vx : P:lle arvo, joka toteuttaa —P:n. Tatd arvoa kutsutaan Henkin-
todistajaksi (Henkin witness).

Jos alkuperiinen joukko on numeroituva, niin myos edelld kuvatulla tavalla
tuotettu malli on numeroituva. Siksi Lowenheim—Skolemin lauseen (katso
Skolemin paradoksi vanhin versio seuraa mallin olemassaololauseesta.

materiaalinen ekvivalenssi Symboli ”<+” tai kaava muotoa kaaval <> kaava?.
Jalkimmaéinen on tosi tdsmiélleen silloin kun joko molemmat tai ei kum-
pikaan kaavoista kaaval ja kaava2 on tosi. Siis kaaval <+ kaava <
kaaval A kaava2\ —kaaval N\ —kaava?.

Sana “materiaalinen” jitetdadn usein pois, eli puhutaan vain ekvivalenssista.

Symboli ”«” luetaan usein ’jos ja vain jos”. Silld on samankaltainen suhde
symboliin ”<” kuin symbolilla ”—” on symboliin ”=-", katso materiaali-
nen implikaatio

Symbolia 7" kutsutaan englanniksi myos nimelld biconditional.

materiaalinen implikaatio Symboli ”—” tai kaava muotoa kaaval — kaava2.
Jalkimmadinen on tosi tismélleen silloin kun kaaval on epitosi tai kaava2
on tosi. Siis kaaval — kaava2 < —kaaval V kaava?2.

Sana “materiaalinen” jitetddn usein pois, eli puhutaan vain implikaatiosta.

Symboli ”—” luetaan usein ’jos ... niin ... ”. Toisaalta luonnollisen kielen
”jos ... niin...” el aina tarkoita samaa kuin ”—”, vaan toisinaan se tarkoit-
taa paittelysdintod. Ero ilmenee esimerkiksi virkkeessd ’jos talo on sini-
nen, niin se on vihred, tai jos se on vihred, niin se on sininen”. Luonnollisen
kielen mukaan virke on vddrin, koska kumpikaan sanan “’tai” vastakkaisilla
puolilla olevista vaihtoehdoista ei ole oikein, koska talo ei voi olla saman-
aikaisesti vihred ja sininen. Mutta kuten seuraavaksi ndemme, jos ’jos ...

niin ...” tulkitaan materiaalisena implikaationa, niin virke on aina tosi.
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Sinisille taloille ’se on vihred” on epitosi, joten ”’jos se on vihred, niin se on
sininen” on tosi. Muunvdrisille taloille ’talo on sininen” on epétosi, joten
’jos talo on sininen, niin se on vihred” on tosi. Niinpd aina “tai”:n toinen
tai toinen puoli on tosi. Toinen tapa on kidyttdd yhtdpitavyyttd kaaval —
kaava < —kaaval V kaava2. Siten virke muuttuu muotoon ’talo ei ole
sininen tai se on vihred, tai se ei ole vihrei tai se on sininen”’. Se on selvisti
aina tosi. Samankaltainen analyysi paljastaa, ettd materiaalisen implikaation
mukaan jopa “’jos talo on sininen, niin lehmdt lentédvit, tai jos se on vihred,
niin kuu on vihreédi juustoa” on aina tosi.

Lisii tastd aiheesta 10ytyy Wikipedian sivulta "Paradoxes of material impli-
cation” ja Stanford Encyclopedia of Philosophyn sivulta "The Logic of Con-
ditionals”. Tédssi tekstissd noudatetaan kantaa, jonka mukaan edelli olleissa
esimerkeissd jokainen ’jos ... niin ...” pitdd tulkita paittelysddnnoksi, eli
sellaiseksi, ettd se pitee jokaiselle talolle. Niin tulkittuna ensimméisen esi-
merkin virke tarkoittaa, ettd joko kaikille taloille pitee, ettéd jos se on sininen
niin se on vihred, tai kaikille taloille pitee, ettd jos se on vihred niin se on
sininen. Kumpikaan vaihtoehto ei toteudu, joten virke on vairin.

Melko monet kirjoittajat kdyttdvit materiaalisen implikaation symbolina
=" eikd ”—”. Osa muista kirjoittajista joko ei kdytd lainkaan symbolia
”=", tai kdyttdd sitd ilmaisemaan pdéittelysadntod tai pédttelyaskelta. Téa-
mi teksti ja MathCheck noudattavat viimeksi mainittua tapaa. Katso paét-
telyimplikaatio

material equivalence — materiaalinen ekvivalenssil67|

material implication — materiaalinen implikaatio

meta Meta viittaa asian tarkastelemiseen sen itsensd ulkopuolelta. Suurin osa sii-

td, mitd opiskellaan logiikan nimissé, on itse asiassa metalogiikkaa. Logiik-
kaa ovat varsinaisesti vain tiukan muodolliset kaavat ja niilld tiukan muo-
dollisesti tapahtuva péittely. Esimerkiksi kaava A\ F < F on metalogiikkaa.
Logiikaksi se muuttuu vasta sitten, kun kohdassa kaava” on oikeasti jokin
kaava.

model — malli[66] katso myds tulkinta (83!

model existence theorem — mallin olemassaololause

modus ponens Kaavoista kaaval ja kaaval — kaava?2 saa paitelld kaava?2. Katso

myds deduction theorem

muuttuja Olio, joka saa arvon jostakin ennalta méératysti joukosta siten, etti ar-

vo saattaa vaihdella tilanteesta toiseen. Esimerkiksi ”han” on luonnollisen
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kielen muuttuja, jonka arvo on ihminen. Joissakin tilanteissa ”hédn” tarkoit-
taa George Boolea, joissakin Kurt Godelid ja niin edelleen. Jotkin muut-
tujat saavat arvoikseen reaalilukuja, jotkin kokonaislukuja, jotkin darellisia
merkkijonoja ja niin edelleen. Katso myds muuttujasymboli[69!

muuttujasymboli Muuttujan nimi. Kaavassa voi olla monta eri muuttujaa joilla
on sama nimi joko siten, ettd kukin erikseen on luotu kvanttorilla, tai yksi on
vapaa ja kukin muu on luotu kvanttorilla. ”"Muuttuja” ja “muuttujasymboli”
eivit siis ole tismilleen sama asia. Silti usein sanotaan “muuttuja” vaikka
tarkoitetaan muuttujasymbolia, koska niiden ero on harvoin olennainen ja
koska “muuttujasymboli” on pitkd sana.

natural number — luonnollinen luku

2 2

negaatio Symboli ”—" tai kaava muotoa —kaava. Jilkimmaéinen on tosi tdsmdl-
leen silloin kun kaava on epétosi.

negation — negaatio|69|

nimikirjoitus Kokoelma ei-loogisia symboleita eli symboleita, jotka edustavat
puheenaiheen laskutoimituksia, vertailuja ja niin edelleen. Kukin kokoel-
man symboli on joko vakiosymboli, funktiosymboli tai relaatiosymboli. Va-
kiosymbolit edustavat puheenaiheen joukon alkioita (esimerkiksi kokonais-
lukua 3 tai ithmistd "Kurt Godel”), funktiosymbolit edustavat puheenaiheen
laskutoimituksia ja funktioita (esimerkiksi yhteenlaskua tai toimintoa, jo-
ka saatuaan ihmisen nimen kertoo hinen ditinsd nimen), ja relaatiosymbo-
lit edustavat puheenaiheen alkioista totuusarvoja tuottavia toimintoja eli re-
laatioita ja kylld/ei-ominaisuuksia (esimerkiksi ”<” ja ’syntyi kaupungissa
nimeltd Brno”).

Kullakin symbolilla on paikkaluku, joka kertoo, kuinka monta arvoa sym-
boli ottaa syotteekseen. Vakiosymbolin paikkaluku on aina nolla ja funktio-
symbolin suurempi kuin nolla. Nollapaikkainen funktiosymboli olisi sama
asia kuin vakiosymboli, mutta on osoittautunut kiteviksi puhua erikseen
vakio- ja funktiosymboleista.

Relaatiosymboleiden paikkaluku voi aina olla suurempi kuin nolla, mutta
riippuu kirjoittajasta, voiko se olla nolla. Nollapaikkainen relaatiosymboli
olisi melko hyddyton, koska sama vaikutus saadaan selkeimmin symboleil-
laFjaT. (Sen sijaan voi olla mielekésti ottaa kdyttoon propositiomuuttujia.
Ne eroavat nollapaikkaisista relaatiosymboleista samalla tavalla kuin taval-
liset muuttujat eroavat vakiosymboleista. Ne eivit kuulu nimikirjoitukseen.)

Katso myos tulkinta
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non-logical symbol — ei-looginen symboli[58§]
number — luku(63]

numeroituva joukko Adrellinen joukko, tai joukko jonka alkiot voi asettaa yksi—
yhteen-vastaavuuteen luonnollisten lukujen kanssa. Numeroituvan joukon
vastakohta on ylinumeroituva joukko. Esimerkiksi kokonaislukujen, ratio-
naalilukujen ja ddrellisestd aakkostosta muodostettujen dérellisten merkki-
jonojen joukot ovat numeroituvasti ddrettomid, mutta reaalilukujen jouk-
ko, ddrellisestd aakkostosta muodostettujen paattymittomien merkkijonojen
joukko ja luonnollisten lukujen osajoukkojen joukko ovat ylinumeroituvia.

aareton
A

aarellinen  numeroituvasti dareton  ylinumeroituva
N J

Y
numeroituva

open formula — avoin kaava
order — kertaluku, katso ensimmadinen kertaluku|59/ja toinen kertaluku
osajoukko Katso alkio

osittelulaki Sulkeiden auki kertomisen laki. Laskutoimitus x noudattaa ositte-
lulakia laskutoimituksen o yli, jos ja vain jos Va : Vb : Vc:ax (boc) =
(axb)o(axc)A(cob)*a= (cxa)o (bxa).Kertolasku noudattaa osittelu-
lakia yhteen- ja vihennyslaskun yli. Logiikan A noudattaa osittelulakia V:n
yli ja V noudattaa osittelulakia A:n yli.

paikkaluku Katso nimikirjoitus
Peanon aritmetiikka ?7?
poissuljetun Katso kolmannen poissuljetun laki

predikaattilogiikka Logiikan laji, jossa késitellddn jotakin puheenaihetta, kuten
reaaliluvut tai ihmiset. Valtaosa tésti tekstistd kisittelee predikaattilogiik-
kaa. Tdma kohta yhdessd “katso”-kehotuksissa mainittujen kohtien kanssa
muodostaa tiivistelmén kaikkein keskeisimmisti asioista.

Monet predikaattilogiikan kaavat siséltdvit osia, joita kutsutaan termeik-
si. Termi tuottaa arvon puheenaiheen joukosta, siis esimerkiksi reaaliluvun.
Termissi voi olla muuttujia kuten x seki puheenaiheen mukaan méariaytyvia
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vakiosymboleita kuten 512 ja funktiosymboleita kuten 4. Termien tuot-
tamista tuloksista tuotetaan totuusarvoja symbolilla ”="" ja puheenaiheen
mukaan médrdytyvilld relaatiosymboleilla, kuten ”<”.

2

Kaavoista voi muodostaa isompia kaavoja symboleilla "=, ”A”, "V, ”—
ja 7« kuten propositiologiikassa, sekd kvanttoreilla ”V” ja ”3”. Ilmaus
Vx : kaava on tosi, jos ja vain jos valitaanpa x:lle mikd tahansa arvo niin
kaava on tosi. [lmaus Jx : kaava on tosi, jos ja vain jos on olemassa yksikin
sellainen arvo, ettd kun x saa sen, niin kaava on tosi.

Katso puheenaihe nimikirjoitus atomikaava [57] kaaval61] kvanttori
ensimmdinen kertaluku [59]ja toinen kertaluku

2

principle of explosion Katso mahdottomasta seuraa miti tahansa|66!
proof — todistus, katso péittely

propositiologiikka Logiikan laji, jossa kisitellddn pelkistdin totuusarvoja eikd
erillistd puheenaihetta (kuten reaaliluvut tai ihmiset). Tyypillisesti kdytos-
sd ovat propositiomuuttujat, "A”, ”V”, 7= ja ’—” sekd ehkd myos <>,
Kvanttoreita, puheenaiheen muuttujia, nimikirjoitusta, termejd ja yhtisuu-

ruutta ei kdytetd.

Kun propositiomuuttujille on annettu totuusarvot, voidaan propositiologii-
kan kaavan totuusarvo selvittidi helposti laskemalla. Myos se onko propo-
sitiologiikan kaava aina tosi voidaan periaatteessa aina selvittdad laskemalla,
mutta kdytdnnossd tyoméadrd voi olla mahdottoman suuri. Kuuluisa kysy-
mys, onko P = NP, liittyy tdhdn. Kdytdnnollisten keinojen etsiminen, joilla
voidaan selvittii monesta isosta propositiologiikan kaavasta, onko se aina
tosi, on oma tutkimusalansa.

propositiomuuttuja Muuttuja, jonka arvo on totuusarvo.
propositional logic — propositiologiikkal[71]
propositional variable — propositiomuuttuja[71]

puheenaihe Se, mistd kaavat puhuvat. Esimerkiksi kokonaisluvut, reaaliluvut,
adrelliset merkkijonot tai ihmiset. Sanaa kiytetddn kahdella eri tavalla. Ka-
pean kdyttotavan mukaan “puheenaihe” tarkoittaa muuttujille mahdollisia
arvoja, siis esimerkiksi kaikkia kokonaislukuja tai kaikkia ihmisid. Lavean
kiyttotavan mukaan “puheenaihe” kattaa lisdksi arvojen késittelyyn, ver-
taamiseen ja niin edelleen kiytettidvit symbolit, kuten 74" ja <" (katso
nimikirjoitus[69)), sekd niiden ominaisuudet, kuten Va : a < a+ 1.
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Puheenaiheen joukko tarkoittaa puheenaihetta kapeasti tulkittuna. Puheen-
aiheen joukossa on oltava ainakin yksi alkio.

pysihtymistesteri Katso

paittely Matemaattisessa logiikassa pdittely tarkoittaa kaavojen tuottamista ai-
kaisemmista kaavoista tai tyhjdstd ennalta sovitun pddittelyjdrjestelmdn
(proof system) tarjoamilla keinoilla. (On jirkevid, ettd esimerkiksi kaavan
X = x voi tuottaa tyhjdsti.) Pddttelyn ldhtokohtana on joukko puheenaiheen
ominaisuuksia ilmaisevia suljettuja kaavoja (katso aksiooma[55), sekd mah-
dollisesti tapauskohtaisia oletuksia kuten “jos x > 0, niin ...”. Paittelyjér-
jestelmi ei riipu puheenaiheesta.

Kun on valittu jokin piittelyjirjestelmd, niin merkintd kaavoja - kaava tar-
koittaa, ettd mainitun kaavan voi tuottaa mainitusta joukosta kaavoja.

Matemaattisen logiikan péittelyjirjestelmissi paittely muodostuu pienistd
askelista. Se on eduksi sen tutkimiselle mitd voidaan ja mitd ei voida paa-
telld, mutta tekee péittelyjarjestelmistd kovin kompelditd kidytdnnon paitte-
lytyohon. Esimerkiksi peruskoulussa kaksi samanmuotoista termid voidaan
yhdistidd yhtend askeleena, mutta tyypillisessd paittelyjarjestelmissé sen te-
keminen edellyttdd useaa vaihetta, joissa kiytetddn reaalilukujen osittelula-
kia, ykkdsen miiritelmii ja niin edelleen.

Péittelyjirjestelmiltd vaaditaan, ettd kukin piittely koostuu #ddrellisestd
madristd askelia (jotta se valmistuisi joskus) ja ettd ainakin periaatteessa
on olemassa tietokoneohjelma, joka pystyy tarkastamaan kunkin askeleen
(jotta padttelyn patevyys ei jdisi mielipidekysymykseksi; rekursiivisesti lue-
teltavuus riittdd, katso rekursiivinen . Téstd seuraa, ettd voidaan laatia
tietokoneohjelma, joka luettelee jokaisen kaavan jonka piittelyjirjestelmé
tuottaa ja vain ne. Téllainen ohjelma olisi kuitenkin melkein aina aivan liian
hidas kdytdnnon tarpeisiin.

Vaihtoehtoisia péittelyjdrjestelmid on monia erilaisia. Tyypillisessi jérjes-
telméssa on yksi tai useampia pddittelysddntojd ja nolla tai useampia loo-
gisia aksioomia. Paittelysddnnot kertovat, miten kdytettdvissid olevista kaa-
voista saa tuottaa (lisdd) kaavoja. Loogiset aksioomat ovat kaavoja, jotka
eivit kerro puheenaiheen ominaisuuksia vaan logiikan sisdisii tosiasioita.
Puheenaiheen ominaisuuksia kertovat aksioomat ovat ei-loogisia aksioo-
mia. Loogisten aksioomien ja paittelysddntdjen ero ei ole olennainen timén
tekstin kannalta. Loogiset aksioomat mainitaan tdssi vain siksi, ettd muuta
kirjallisuutta lukiessa on hyvé tietdd, ettd sana “aksiooma” saattaa tarkoittaa
muutakin kuin ei-loogisia aksioomia.
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Paittelyjirjestelmé on totuuden sdilyttivi (sound), jos ja vain jos silléd ei
voi paitelld tosista ldhtokohdista epitosia johtopddtoksid. Padttelyjirjestel-
mi on rdydellinen (complete), jos ja vain jos silld voi pditelld jokaisen kaa-
van, joka on tosi aina silloin kun kaikki lahtokohdat ovat todet (katso tulkin-
tal83). Ensimmaisen kertaluvun logiikalle on ja toisen kertaluvun logiikalle
ei ole olemassa tiydellisid totuuden sdilyttdvid pédttelyjirjestelmid. Péitte-
lyjéarjestelmin tdaydellisyyttd ei pidd sekoittaa aksioomajérjestelmin tdydel-
lisyyteen, katso aksioomal[55]

Paittelyjarjestelmistd puhuttaessa todistus tarkoittaa kaavan tuottamista to-
tuuden sdilyttavissid padttelyjarjestelméssa. Yleisemmin logiikassa ja mate-
matiikassa todistus tarkoittaa epamuodollista paittelyd, jota aiheeseen pe-
rehtyneet matemaatikot pitdvit patevini. Jokainen pédtevd matemaattinen
todistus voidaan periaatteessa esittdd jossakin péittelyjirjestelméssi, mutta
kdytannossd niin tehddidn vain harvoin. Padttelyn esittiminen padttelyjir-
jestelmissi ja tarkastaminen tietokoneella ei yleensi antaisi tdyttd varmuut-
ta virheettomyydesti, koska tarvitaan epédtdsmillisti pédttelyd alkuperdisen
ongelman kiidntdmiseksi kaavojen kielelle.

Jos paittelyjarjestelmi on totuuden sdilyttidva ja tdydellinen, ja jos jonkin
suljetun kaavan totuus mairaytyy lahtokohdista, niin edelld mainittu tuotet-
tavissa olevat kaavat luetteleva ohjelma selvittdd onko se tosi, 10ytamalla
todistuksen joko sille itselleen tai sen negaatiolle. Jos 1dhtokohdat jattavit
suljetun kaavan totuuden auki tai péittelyjirjestelmé on epitidydellinen, niin
voi olla mahdotonta havaita, etti sitd ei voi todistaa todeksi eiké epdtodeksi.

paittelyimplikaatio Symboli ”=-" tai ilmaus muotoa kaaval = kaava?2. Tissd
tekstissd ja MathCheckissid jalkimmiinen tarkoittaa, ettd jokaisessa mah-
dollisessa tilanteessa, jossa kaaval on tosi, my0s kaava?2 on tosi (mutta ei
vilttamittd pdinvastoin). Mahdollisen tilanteen kisitteestd katso yhtédpita-
Vyys Symbolien ”=-" ja ”—” vililld vallitsee samanlainen suhde kuin
symbolien ”<” ja 7", katso yhtépitivyys

Kaaval < kaava? pitee jos ja vain jos sekd kaaval = kaava? ettd kaava2
= kaaval pitee. Jos kaaval = kaava? ja kaava2 = kaava3 niin kaaval =
kaava3, mutta el valttamittd toisinpéin. Pddsddntoisesti kaaval = kaava?2 ei
anna lupaa korvata isomman kaavan osana olevaa kaaval kaavalla kaava?2.

Kenties yleisin ”=":n kéyttotapa tdmén tekstin ja MathCheckin ulkopuo-
lella on materiaalisen implikaation symbolina, siis siini tehtivéssd, missd
tamai teksti, MathCheck ja osa logiikan kirjallisuutta kdyttdd symbolia ”—”
(katso materiaalinen implikaatio |67). Symbolia ”=-" kiytetdédn kirjallisuu-
dessa jonkin verran myos samankaltaisesti kuin MathCheckisséd, mutta tis-
mentdmaéttd sen merkitysta.
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ratkeamattomuus Pysdhtymistesteriksi kutsutaan tietokoneohjelmaa, joka misti
tahansa tietokoneohjelmasta ja sille annetusta syotteestd selvittdd, tuleeko
se pysdhtymiin mainitulla syotteelld. Pysdhtymistestereitd ei voi olla ole-
massa. Jos olisi, niin olisi helppo kirjoittaa ohjelma, joka pysdhtymisteste-
rid kdyttden ennustaa, tuleeko se itse pysdahtyméédn kun se saa oman itsensa
syotteekseen, ja vastauksen saatuaan tekee pdinvastoin. On muitakin tapoja
todistaa, ettd pysidhtymistesteri on mahdottomuus.

Siis pysdhtymisen testaaminen on ratkeamaton tehtidva. Tamad ei tarkoita, et-
td koskaan ei voitaisi saada selville, tuleeko annettu ohjelma pysidhtyméién
annetulla syotteelld. Se tarkoittaa vain, etté ei ole olemassa yleispitevdd me-
netelmid, joka pystyisi jokaisesta ohjelmasta ja sen syotteestd selvittdmiin,
tuleeko se pysidhtyméaidn. On olemassa epitidydellisid pysdhtymistestereitd,
jotka toisinaan vastaavat en tiedd” tai jadvét laskemaan ikuisesti tuotta-
matta mitddn vastausta.

Jokainen epitédydellinen pysdhtymistesteri epdonnistuu ddrettomélle maa-
rille tapauksia. Nimittdin jos se epdonnistuisi vain ddrelliselle méérille, voi-
taisiin se muuttaa tdydelliseksi lisddmilld eteen vaihe, jossa se tunnistaisi
ndma erikoistapaukset ja katsoisi niille oikeat vastaukset etukiteen laadi-
tusta luettelosta.

Mille tahansa tietokoneohjelmalle ja sen syotteelle voidaan kirjoittaa luon-
nollisista luvuista puhuva suljettu kaava, joka on tosi jos ja vain jos ohjelma
pysihtyy mainitulla syétteelld (katso Godel-numerointi [60). Siind kaavassa
ei ole muita ei-loogisia symboleita kuin yhteenlasku, kertolasku ja lukuva-
kioita kuten O ja 1. On olemassa ohjelma, joka tuottaa sen automaattisesti,
kun sille annetaan ohjelma ja sen sydéte.

Jos olisi olemassa ohjelma, joka mistd tahansa luonnollisten lukujen sul-
jetusta kaavasta mainituilla symboleilla selvittdd, onko se tosi, niin kytke-
milléd se edelld mainitun kaavantuottajaohjelman perdin saataisiin pysihty-
mistesteri. Joten koska pysidhtymistestereiti ei ole olemassa, ei ole olemas-
sa myOskddn ohjelmaa, joka selvittdisi mistd tahansa luonnollisten lukujen
suljetusta kaavasta yhteen- ja kertolaskuilla seké lukuvakioilla, onko se tosi.

Kuuluisat matemaatikot David Hilbert ja Wilhelm Ackermann asettivat
1928 tavoitteeksi tidllaisen ohjelman 16ytdmisen. Tosin koska silloin ei vield
ollut tietokoneita eikd niiden ohjelmia, he eivit puhuneet ohjelmasta vaan
“efektiivisestd menetelméstd”, mutta sittemmin on tultu sithen tulokseen,
ettd ne ovat sama asia. Tavoite tunnettiin nimelld Entscheidungsproblem.

Alonzo Church todisti 1936, ettd Entscheidungsproblem on ratkeamaton.
Hinen todistuksessaan “efektiivinen menetelmi” oli rajattu kapealta vaikut-
tavalla tavalla, joten jiljelle jdi mahdollisuus, etté olisi olemassa jokin hinen
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todistuksensa ulkopuolelle jdivé keino sittenkin ratkaista se. MyShemmin
samana vuonna Alan Turing julkaisi tutkimuksen, jossa hin esitteli teoreet-
tisen tietokoneen ja osoitti sen suoriutuvan hyvin monenlaisista tehtdvista.
Sitd kédyttden hinkin osoitti, ettd Entscheidungsproblem on ratkeamaton.

Turingin koneeseen perustuva efektiivisyyden méiritelma oli hyvin vakuut-
tava. Sittemmin osoitettiin, ettd vaikka se on hyvin erilainen kuin Churchin
madritelmd, se kuitenkin johtaa tismilleen samaan rajaukseen sille mikd on
ja mikad ei ole ratkeavaa. Niistd tapahtumista ja niihin liittyvistéd kisitteistd
katso rekursiivinen

Sittemmin lukuisat muut laskenta- ja pédttelytehtivit on osoitettu ratkea-
mattomiksi. Ratkeamattomuus on hyvin yleinen ilmio.

Jotta pidittelymenetelmi voisi olla kdytannossi kiyttokelpoinen, on oltava
olemassa tietokoneohjelma, joka pystyy tarkastamaan, onko esitetty paitte-
ly pateva. Tétédkin on kisitelty tarkemmin kohdassa rekursiivinen |76l (Riit-
tdd, ettd pitevien piittelyiden joukko on rekursiivisesti lueteltava.)

Ensimmadisen kertaluvun logiikalle on olemassa rekursiivisia paittelymene-
telmid, jotka pystyvit todistamaan kaikki suljetut kaavat, jotka ovat tosia
kaikissa niissd tulkinnoissa, joissa kaikki aksioomat ovat tosia. Sellaiselle
paittelymenetelmalle voidaan kirjoittaa ohjelma, joka tutkii suljetun kaa-
van totuutta kokeilemalla paittelyitd jarjestelmaillisesti kunnes 10ytdad kaa-
valle todistuksen. Siis jokaiselle ensimmadisté kertalukua olevalle aksiomati-
soinnille pitee, ettd sen puitteissa todistettavien suljettujen kaavojen joukko
on rekursiivisesti lueteltava.

Koska luonnollisten lukujen yhteen- ja kertolaskulla suljettujen kaavojen
totuuden selvittiminen on ratkeamatonta, tdytyy mille tahansa niiden aksio-
matisoinnille olla olemassa suljettuja kaavoja, joiden totuuden aksiomati-
sointi jattada avoimeksi. Muussa tapauksessa minké tahansa suljetun kaavan
totuus voitaisiin selvittdd kokeilemalla péittelyitd kunnes 16ytyy todistus jo-
ko kaavalle itselleen tai sen negaatiolle.

reaaliluku Reaalilukuja ovat kokonaisluvut ja kokonaislukujen vilissi olevat lu-
vut. Reaalilukujen joukko on suurin lukujoukko, jossa kaikki luvut asettuvat
suuruusjdrjestykseen.

reaalisuljettu kunta Miki tahansa kunta, joka toteuttaa tdsmilleen samat en-
simmdisen kertaluvun suljetut kaavat kuin reaaliluvut toteuttavat, kun ei-
loogiset symbolit ovat ”0”, ”17, 47, ”.” ja ”<”. Se voidaan miiritelld
muuten samoin kuin reaaliluvut tavallisesti méaéritelldan, mutta niin sano-
tun tidydellisyysaksiooman sijaan vaaditaan, ettd jokaisella positiivisella re-
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aaliluvulla on nelijuuri ja jokaisella paritonta astetta olevalla polynomilla
on nollakohta (katso tdydellisyysaksiooma|[84).

Reaalisuljettujen kuntien teoria on siind mielessd tdydellinen, ettd jokainen
ensimmadisen kertaluvun suljettu kaava edelld mainituilla symboleilla voi-
daan todistaa todeksi tai epatodeksi. Silti on olemassa seké reaalilukuja pie-
nempid ettd reaalilukuja suurempia reaalisuljettuja kuntia. Ne voidaan erot-
taa reaaliluvuista toisen kertaluvun kaavoilla. Tietenkin reaaliluvut maini-
tuilla symboleilla ovat itse reaalisuljettu kunta. Muut reaalisuljetut kunnat
kuin reaaliluvut itse voidaan ajatella reaalilukujen epistandardeiksi malleik-
si. Katso my®os tidydellisyysaksiooma 84

reachability — saavutettavuus (78|

real closed field — reaalisuljettu kunta (75
real number — reaaliluku

recursive — rekursiivinen[76)

rekursiivinen Logiikassa sanalla “rekursiivinen” tarkoitetaan tietokoneohjelmal-
la laskettavissa olevaa. Esimerkiksi joukko ddrellisid merkkijonoja on rekur-
siivinen, jos ja vain jos ainakin periaatteessa on olemassa tietokoneohjel-
ma, joka mille tahansa &darelliselle merkkijonolle vastaa ddrellisessd ajassa,
kuuluuko se kyseessi olevaan joukkoon vai eikod kuulu. Téssd yhteydessa
”joukko” on olennaisesti sama asia kuin kylld/ei-kysymys. Esimerkiksi kol-
mella jaollisten kokonaislukujen joukko vastaa kysymysti “onko syotteeksi
annettu luku kolmella jaollinen”.

Joukko on rekursiivisesti lueteltava, jos ja vain jos ainakin periaatteessa on
olemassa tietokoneohjelma, joka pysihtyy joukon alkioille ja laskee ikui-
sesti muille syotteille. Se siis vastaa “kylld” pysdhtymilld ja ”ei” laskemalla
loputtoman kauan. Rekursiivinen lueteltavuus on epdsymmetrinen: kun oh-
jelma on pysidhtynyt, on varmaa etté vastaus on ’kylld”, mutta jos ohjelma ei
vield ole pysdhtynyt, niin vastaus saattaa olla kumpi tahansa. Saattaahan ol-
la, ettd ohjelma pysdhtyisi, jos jaksettaisiin odottaa vield vihin aikaa, mutta
saattaa olla my®0s, ettd se ei koskaan pysdhdy. Kylld/ei-kysymys on rekur-
siivinen jos ja vain jos se itse on rekursiivisesti lueteltava, ja myos se miki
saadaan vaihtamalla kylld” ja “’ei” keskeniin on rekursiivisesti lueteltava.

On olemassa monia hyvin médriteltyjd logiikan tai muusta ndkokulmasta
tirkeitd joukkoja, jotka eivit ole rekursiivisesti lueteltavia. Myos on tirkei-
td joukkoja, jotka ovat rekursiivisesti lueteltavia mutta eivit rekursiivisia.
Katso ratkeamattomuus
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Logiikassa kdytetddn myos késitettd “primitive recursive”. Se ei tarkoita
tdsmilleen samaa kuin rekursiivinen, mutta ero on niin pieni ja sellaiseen
suuntaan, etti siitd tarvitsee harvoin vilittdd. Jokainen “primitive recursive”
joukko tai funktio on rekursiivinen, mutta ei toisinpdin.

Logiikassa ei tietenkéddn voida hyviksyi piittelyaskeleen perusteeksi ’syo
kaksi kdrpdssientd, niin ndet seuraavana yoni unessa, ettd timéa paittelyas-
kel on pitevd” eikd “tdmd piittelyaskel on pitevi, koska kansakuntamme
suuri ja idti kunnioitettu kaikkitietdva johtaja sanoi niin”. Siksi haluttiin, et-
td paittelyaskelien on oltava objektiivisesti tarkastettavissa. Alkuun ei kui-
tenkaan osattu antaa matemaattiseen tyoskentelyyn sopivaa maaritelmai sil-
le, mitd “objektiivisesti tarkastettavissa” tarkkaan ottaen tarkoittaa. Niinpd
kdyttoon otettiin sana efektiivinen (englanniksi effective) sitd kuvaamaan,
kunnes kunnollinen mééritelma keksittéisiin.

1900-luvun alkupuolella tehtiin useita yrityksid antaa tarkka mééritelméa
efektiivisyydelle. Niiden joukossa oli muuten lupaavia, mutta ne vaikutti-
vat kapea-alaisilta. Ei ollut hyvii syyta uskoa, ettd ne kattaisivat kaikki ob-
jektiivisen tarkastamisen muodot.

Tilanne muuttui tdysin 1936. Silloin Alan Turing julkaisi kirjoituksen, jos-
sa hén esitteli sittemmin kuuluisaksi tulleen teoreettisen koneensa ja osoitti,
ettd silld voidaan laskea ja pédtelld hyvin monenlaisia asioita. On jopa ole-
massa niin sanottu universaali Turingin kone, joka voi matkia kaikkia Tu-
ringin koneita. Universaali Turingin kone ja sille annettu matkittavan Turin-
gin koneen kuvaus ovat 1930-luvun teoreettinen versio siitd, mitd nykyisin
kutsutaan tietokoneeksi ja ohjelmaksi. ”Suoritettavissa Turingin koneella”
oli vakuuttava, laaja-alainen mééritelma efektiivisyydelle. Nykyisin saman
voi sanoa “laskettavissa tietokoneohjelmalla”.

Miké vield parempaa, pian huomattiin, ettd monet aikaisemmat (ja myo-
hemmiit) yritykset médritelld efektiivisyys rajasivat sen tdsmélleen samoin
kuin Turingin koneet, vaikka olivat teknisesti hyvin erilaisia. Niinpi efek-
titvisyyden kisitteelle olikin vain yksi vakavasti otettava vaihtoehto, ja kil-
pailevat mairitelméat olivat vain erilaisia tapoja ilmaista tdimi vaihtoehto.
Church—Turing teesi tarkoittaa vditettd, ettd oikea efektiivisyyden késite on
tdma yhteinen kasite.

Matematiikassa (ja ohjelmoinnissa) “rekursiivinen” tarkoittaa itsedin kut-
suvaa tai itseddn apunaan kiyttdvad. Yksi efektiivisyyden vaihtoehtoisis-
ta madritelmisti perustui tdssd mielessd rekursiivisiin funktioihin. Tétéd pe-
rua “rekursiivinen” pddtyi tarkoittamaan logiikassa edelld mainittua yhteisti
efektiivisyyden késitettd, joka voidaan ilmaista laskettavissa tietokoneoh-
jelmalla”.
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relaatio Miki tahansa, joka ottaa kaksi tai useampia arvoja ja tuottaa totuusar-
von. Esimerkiksi ”<” ottaa kaksi lukua ja tuottaa ’tosi” jos ja vain jos en-
simméinen on pienempi kuin jdlkimmiinen. ”Sisarus” ottaa kaksi ihmistid
ja tuottaa “’tosi” jos ja vain jos heilld on samat vanhemmat.

relaatiosymboli Katso nimikirjoitus (69l
relation — relaatio

ristiriidaton Joukko kaavoja on ristiriidaton, jos ja vain jos siitd ei voi paatelld
sekd jotakin kaavaa ettd sen negaatiota, eli siitd ei voida piditelld F. Ris-
tiriidattomuus on péittelemiseen liittyvid kisite, ja sitd vastaava kaavojen
merkitykseen liittyvi késite on tyydytettdvyys

ristiriita Jokin viite voidaan piitelld seki todeksi ettd epdtodeksi. Toisin sanoen,
voidaan péaitelld F.

saavutettavuus Suunnattu graafi (directed graph) on rakenne, jossa on kahden-
laisia osia: solmuja ja kaaria. Solmut piirretdén ympyroind, ja kukin kaari
piirretddn nuolena ympyrastd ympyrddn. Solmut voivat edustaa esimerkiksi
maantiekartan risteyksid ja kaaret risteyksien vilisid yksisuuntaisia tienpét-
kid. Kaksisuuntainen tienpitkd saadaan laittamalla kaari kumpaankin suun-
taan.

Solmu on saavutettavissa solmusta, jos ja vain jos ensin mainitusta on reitti
jalkimméiseen. Reitti tarkoittaa nollaa tai useampaa kaarta siten, etti seu-
raava kaari alkaa siitd solmusta mihin edellinen kaari pééttyy. Esimerkiksi
Suomen tiekartassa Utsjoki on saavutettavissa Turusta, mutta Maarianha-
mina ei ole, koska Maarianhamina on saaressa, johon ei ole siltoja eiké tun-
neleita mantereelta.

satisfiable — tyydytettivissi[84]
schema Katso aksioomaskeema/(56)
second order — toinen kertaluku
sentence — suljettu kaava (80|
shorthand — lyhenne (66|

sidottu muuttuja Muuttuja, joka on luotu kvanttorilla. Sidottu muuttuja kay ldpi
kaikki puheenaiheen joukon alkiot.

signature — nimikirjoitus|69|
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Skolemin paradoksi Se tosiasia, ettd ylinumeroituvien joukkojen olemassaolo
voidaan todistaa joukko-opin ensimmadisen kertaluvun numeroituvassa ak-
siomatisoinnissa, vaikka jokaisella ensimmaéisen kertaluvun numeroituvalla
aksiomatisoinnilla, jolla ylipddnsd on malleja, on numeroituva malli. Miten
sellaiseen malliin, jossa kaiken kaikkiaan on vain numeroituvasti ddreton
madri alkioita, voi mahtua joukko, jossa on ylinumeroituvasti alkioita?

Leopold Lowenheim todisti 1915, ettd jos ensimméisen kertaluvun suljetul-
la kaavalla on malli, niin silld on numeroituva malli. Vuonna 1922 Thoralf
Skolem yleisti tuloksen numeroituviin ensimmaéisen kertaluvun suljettujen
kaavojen joukkoihin. Tétd tulosta kutsutaan Lowenheim—Skolemin lauseek-
si. Skolem nosti paradoksin esiin samassa julkaisussa, ja antoi sille aika
hyvin selityksen. Nykyisin ollaan hyvin laajasti sitd mieltd, ettd Skolemin
paradoksi ei ole matematiikan ndkokulmasta ongelma.

(Lowenheim—Skolemin lauseesta on sittemmin kehitetty kaksi kaikista eri-
suurista ddrettdmyyksistd puhuvaa lausetta, joita kutsutaan alaspéin ja ylos-
pdin Lowenheim—Skolemin lauseiksi. Katso my6s mallin olemassaololause

67.)

Joukko on numeroituva jos ja vain jos sen alkiot voidaan asettaa yksi—yh-
teen-vastaavuuteen luonnollisten lukujen kanssa. Yksi—yhteen-vastaavuus
on itsessddn joukko. Skolemin paradoksin selitys ldhtee siitd tosiasiasta,
ettd joukko-opin aksiomatisoinnilla on useita eri malleja. Joukko voi olla
yhdessd mallissa ylinumeroituva ja toisessa numeroituva siksi, ettéd jalkim-
miisessd on ja edellisessd ei ole ainakin yksi yksi—yhteen-vastaavuus, joka
numeroi sen. Ylinumeroituvuus on suhteellinen (englanniksi relative) eikd
absoluuttinen (absolute) ominaisuus, eli se riippuu mallista.

Niinpd voidaan ajatella, ettd jokainen joukko-opin malli olisi siten vajaa,
ettd siitd puuttuu joukkoja. Ylinumeroituva joukko olisikin “ulkopuolelta
katsottuna” numeroituva, mutta malli ei sitd huomaa, koska siitd puuttuvat
ne joukot, jotka numeroisivat sen. Ei olisi mikdidn ihme, ettd joukko-opin
aksiomatisointi olisi télld tavalla puutteellinen, silld se on ensimmdisti ker-
talukua, ja ensimmadinen kertaluku on monella muullakin tavalla puutteelli-
nen.

Skolemin paradoksi ei siis ole matemaattinen ristiriita. Silti se on filosofi-
sesti kiinnostava, ja siitid on paljon kirjallisuutta.

sound — totuuden s#ilyttivi[82]

standard model — standardimalli[80]
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standardimalli Malli, joka tdsmdd puheenaiheen joukon ja nimikirjoituksen
symboleiden vakiintuneisiin merkityksiin. Esimerkiksi luonnollisten luku-
jen standardimalli sisdltdd vain luvut 0, 1,2, ... ja niiden yhteen- ja kertolas-
ku toimivat kuten alakoulussa opetettiin, mutta epastandardit mallit sisalti-
vit ylimadrgisid lukuja (katso tosi aritmetiikka[81]).

structure — struktuuri

struktuuri Joukko-opin keinoin muodostettu jirjestelmd, jota vasten kaavan to-
tuusarvo maardytyy. Struktuuri koostuu epityhjéastd joukosta, jota tdssa
tekstissd kutsutaan puheenaiheen joukoksi, sekd joukko-opillisesta edusta-
jasta jokaiselle nimikirjoituksen symbolille. Katso nimikirjoitus

suljettu kaava Kaava, jossa ei esiinny yhtidin vapaata muuttuja. Kun nimikirjoi-
tuksen tulkinta on kiinnitetty, tuottaa suljettu kaava joko aina totuusarvon
tosi” tai aina totuusarvon “epétosi’.

symbol — symboli

symboli Jonkin asian merkki tai nimi. Katso ei-looginen symboli 58| (my0s loo-
ginen symboli), nimikirjoitus |69/ (vakiosymboli, funktiosymboli ja relaatio-
symboli) sekd muuttujasymboli

Tennenbaumin lause Katso tosi aritmetiikka[81]
teoria Katso aksioomal55!
term — termi[80

termi Predikaattilogiikan kielen alarakenne, joka mé&érdaytyy nimikirjoituksen
mukaan. Termi tuottaa arvon puheenaiheen joukosta. Esimerkiksi 2x ja
2x+ 3 ovat termeja.

Yksittdinen vakiosymboli kuten 3 on termi, ja yksittdinen muuttuja kuten x
on termi. Myos laskutoimitus tai funktiosymboli, jolle on annettu syotteeksi
paikkaluvun mukainen miird termejd, on termi. Funktiosymboli voi olla
perdisin nimikirjoituksesta, tai korkeamman kertaluvun tapauksessa se voi
olla luotu kvanttorilla.

Termien kirjoitustapa riippuu puheenaiheesta. On tavallista kédyttdd sulkeita
”(” ja”)” ohjaamaan termin rakennetta. Esimerkiksi 2(x 4 3) on eri termi
kuin 2x 4 3, mutta (2x) 4+ 3 on sama termi kuin 2x+ 3.

theory — teoria, katso aksiooma /(53]
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tilanne Vapaiden muuttujien arvojen yhdistelma. “Tilanne” ei ole timén késitteen
vakiintunut suomenkielinen nimi, vaan kiytossd on muun muassa “tulkinta-
jono”. “Tilanne” valittiin tdhdn tekstiin, koska sen merkitys esimerkiksi il-
mauksessa “jadkiekko-ottelun tilanne on 5-3” vastaa erittdin hyvin késitetti
“muuttujien arvojen yhdistelma”.

Propositiomuuttujien totuusarvojen yhdistelmii voidaan kutsua tulkinnaksi
tai tilanteeksi, katso tulkinta(83

todistus Katso piittely

toinen kertaluku Katso ensin ensimmadinen kertaluku Toisen kertaluvun lo-
giikassa voidaan kiyttdd kaikkea mitd ensimmaiisessd kertaluvussakin, mut-
ta lisiksi kvanttoreilla voidaan luoda muuttujia, jotka saavat arvoikseen pu-
heenaiheen kylld/ei-ominaisuuksia tai relaatioita. Kvanttoreilla voidaan luo-
da my06s muuttujia, jotka saavat arvoikseen puheenaiheen funktioita tai las-
kutoimituksia.

Toisen kertaluvun logiikan ilmaisuvoima riittdd hyvin suureen osaan siité,
mitd matematiikassa halutaan ilmaista. Esimerkiksi luonnolliset luvut ja re-
aaliluvut voidaan madritelld kattavasti toisen kertaluvun kaavoilla. Mitalin
toinen puoli on, ettd toisen kertaluvun logiikalle ei ole olemassa piittely-
jarjestelmaid, jolla voidaan paitelld kaikki todet kaavat ja vain ne. Niinpa
toinen kertaluku ei ratkaise esimerkiksi luonnollisten lukujen méérittelemi-
seen liittyvid ongelmia kokonaan, vaan vain siirtidd ne toiseen paikkaan, ni-
mittdin pdittelemiseen.

Lisiksi toisella kertaluvulla voidaan kirjoittaa suljettuja kaavoja, joiden to-
tuus riippuu syvillisistd ddrettomii joukkoja koskevista kysymyksisti. Siksi
kuuluisa filosofi W. V. O. Quine kutsui toisen kertaluvun logiikkaa "’joukko-
opiksi lammasten vaatteissa” [Philosophy of Logic, 1970].

tosi aritmetiikka Luonnolliset luvut O, 1, 2, ... ja niiden yhteen- ja kertolas-
ku sellaisina, kuin ne alakoulussa opittiin. Luonnollisten lukujen ja niiden
yhteen- ja kertolaskun ominaisuuksia on mahdotonta maééritelld kattavas-
ti (katso Godelin 1. epitiydellisyyslause [60). Siksi jokaisella luonnollis-
ten lukujen ensimmaéisen kertaluvun aksiomatisoinnilla (katso aksioomal55])
on tosi aritmetiikan lisiksi loputtomasti muitakin malleja (katso malli [66).
Niissd on yliméardisid lukuja. Ne voidaan mieltdd ddrettomin suuriksi.

Luonnolliset luvut yhteen- ja kertolaskulla voidaan aksiomatisoida toisen
kertaluvun logiikalla siten, ettd jiljelle ei jid muita malleja kuin tosi aritme-
tiikkka. Mutta toisella kertaluvulla ei ole totuuden sdilyttavid paittelyjarjes-
telméd, jossa voidaan péaitelld jokainen aksioomien seuraus. Siksi tillakddn
tavalla ei saada kiinni luonnollisten lukujen kaikkia ominaisuuksia.
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Luonnollisten lukujen yleisimmin kéytetty ensimmaéisen kertaluvun aksio-
matisointi on Peanon aritmetiikka, katso Peanon aritmetiikka[70l Vaikka se-
kddn ei midrittele luonnollisia lukuja kattavasti, se paédsee aika ldhelle. Ten-
nenbaumin lause (Stanley Tennenbaum 1959) sanoo, ettd Peanon aritme-
tiikalla ei ole muita numeroituvia malleja, joissa yhteenlasku ja kertolasku
ovat tietokoneella laskettavissa, kuin tosi aritmetiikka.

Esimerkkeji luonnollisten lukujen ominaisuuksista, joita Peanon aritmetiik-
ka ei todista, 10ytyy Paris—Harringtonin lauseesta (1977) ja Kirby—Parisin
lauseesta (1982) (ei tdssi tekstissd).

totuuden siilyttiava Piittelyjirjestelma on totuuden sdilyttdvé, jos ja vain jos sen
piirissd ei voi paitelld tosista ldhtokohdista epétosia johtopditoksid. Totuu-
den siilyttdvyys on niin yleinen vaatimus logiikassa, ettd se saatetaan jittid
mainitsematta, koska sitd pidetddn itsestddn selvana.

totuuden miiritteleméttomyyslause Puheenaiheena on luonnolliset luvut yh-
teen- ja kertolaskulla. Alfred Tarski todisti 1933, ettd vaikka suljettujen kaa-
vojen joukko voidaan esittdd kaavana, tosien suljettujen kaavojen joukkoa
ei voida. Kurt Godel oli ndyttidnyt 1931, miten kaavoja voi esittdd luonnol-
listen lukujen ja niiden ominaisuuksien avulla (katso Godel-numerointi|60).
Sitd hyddyntiden, ja olettaen ettd tosien suljettujen kaavojen joukko voitai-
siin esittdd, Tarski rakensi kaavan, joka sanoo ”mini olen epétosi suljettu
kaava”. Mutta "mini olen epitosi suljettu kaava” on mahdottomuus, koska
se ei voi olla totta eiké epitotta.

Tarskin todistus voidaan esittdd helppotajuisemmassa muodossa kdyttimal-
14 luonnollisten lukujen sijaan merkkijonoja ja niiden perdkkiin liittdmisti,
sekd W. V. O. Quinen 1962 esittdmdd muunnelmaa virkkeestd “mini olen
epatosi’:

“Laitettuna lainausmerkeissi itsensd eteen tuottaa epitoden”
laitettuna lainausmerkeissé itsensd eteen tuottaa epétoden.

Jonkin verran joudutaan ndkeméén vaivaa jotta lainausmerkkejd voisi olla
my®0s lainausten sisélld, mutta vain vihén verrattuna Godel-numerointiin.

totuus Totuus on kaiken kaikkiaan syvillisid pohdintoja herittiva kisite, mutta
logiikassa sille on vakiintunut Alfred Tarskin 1933 esittimaé ja 1956 paranta-
ma mééritelma. Se on pohjimmiltaan hyvin yksinkertainen, jopa niin yksin-
kertainen, ettd se saattaa tuntua pelkéltd jankutukselta joka ei sano mitidin
tarkedd. Silti se on toimiva, ja sen keksiminen oli tirked kehitysaskel.

Jokaiselle loogiselle symbolille asetetaan ilmaus seuraavaan tyyliin:
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* —kaava on tosi, jos ja vain jos kaava on epitosi.

kaaval N\ kaava?2 on tosi, jos ja vain jos kaaval on tosi ja
kaava? on tosi.

dx : kaava on tosi, jos ja vain jos on olemassa ainakin yksi
x:n arvo, jolla kaava on tosi.

* termil = termi2 on tosi jos ja vain jos termil ja termi2 tuot-
tavat saman arvon.

Termit késitelldédn tyyliin “termi fermil + termi2 tuottaa sen arvon, joka saa-
daan laskemalla termien termil ja termi2 tuottamat arvot yhteen”. Katso
myds nimikirjoitus tulkinta tilanne [81] ja kidyton ja mainitsemisen
ero

true arithmetic — tosi aritmetiikka (81
truth — totuus

tulkinta Kun nimikirjoitus on valittu, niin ensimmadisen kertaluvun logiikassa
tulkinta saadaan valitsemalla jokin epityhjd joukko puheenaiheen joukok-
si, valitsemalla jokaiselle vakiosymbolille jokin puheenaiheen joukon alkio,
valitsemalla jokaiselle funktiosymbolille jokin puheenaiheen laskutoimitus
tai funktio, ja valitsemalla jokaiselle relaatiosymbolille jokin puheenaiheen
vertailuoperaatio tai muu sellainen. Tulkinnan tdytyy tdsmétd symbolien
paikkalukuihin. Tulkinta voi, mutta sen ei tarvitse, tisméitid symbolien va-
kiintuneisiin kdyttotapoihin.

Tulkinta ei anna arvoja vapaille muuttujille. Sitd varten on eri kisite, kat-
so tilanne Tulkinnan ja tilanteen erottelu on hyédyllinen muun muassa
siksi, ettd tyypillissd logiikan kdyttokohteissa tulkinta sdilyy mutta tilan-
ne vaihtelee. Esimerkiksi jos kdsketdédn ratkaisemaan yhtilo x4 2 = 3, niin
symboleilla 4, ”2” ja ”3” on kiinteit, jo alakoulussa opitut merkitykset,
ja ainoa missd on valinnanvaraa on x:n arvo.

Kun on annettu joukko suljettuja kaavoja, niin malli tarkoittaa tulkintaa,
joka toteuttaa kaikki sen kaavat.

Propositiologiikassa tulkinta (tai tilanne) saadaan valitsemalla jokaiselle
propositiomuuttujalle totuusarvo. Voidaan esittdd eri ndkemyksii siitd, pi-
tdisiko tdtd kutsua tulkinnaksi vai tilanteeksi. Nimitystd “tulkinta” puoltaa
se, ettd propositiologiikassakin voi esittidd aksiomatisointeja kaavojen jouk-
koina, ja predikaattilogiikassa aksiomatisointi esittdd tulkinnan eiki tilan-
teen ominaisuuksia. Nimitysti “tilanne” puoltaa se, ettd predikaattilogiikas-
sa vapaat muuttujat saavat arvonsa tilanteesta eiki tulkinnasta, ja proposi-
tiomuuttujia kutsutaan usein sanalla jonka loppuosa on “muuttuja”. Téssa
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erossa on kyse kuitenkin vain siitd, miké olisi paras sanavalinta. Erolla ei
ole matemaattista merkitysti.

Se, ettd kaava on tosi jossakin tulkinnassa ja tilanteessa, merkitddn usein
tulkinta, tilanne F kaava. Suljetun kaavan tapauksessa tilanne on tarpeeton
ja voidaan jittdd pois. Tilanne voi sijaita myos ”F”:n alaindeksina.

Turing machine — Turingin kone, katso rekursiivinen
Turingin kone Katso rekursiivinen

tyydytettavissd Joukko kaavoja on tyydytettdvissd, jos ja vain jos silld on aina-
kin yksi malli ja tilanne, eli sellaiset ei-loogisten symbolien tulkinta ja va-
paiden muuttujien arvojen yhdistelmd, ettd joukon jokainen kaava on tosi.
Tyydytettdvyys on kaavojen merkitykseen liittyvi késite, ja sitd vastaava
paittelemiseen liittyva késite on ristiriidattomuus

tiydellinen aksiomatisointi / teoria Katso aksiooma(55|
tiydellinen péaittelyjarjestelmid Katso padttely

tiydellisyysaksiooma Reaalilukujen miirittelemisessé laajalti kdytetty aksioo-
ma, jolla ei ole mitddn tekemistd logiikan taydellisyyskisitteiden kanssa. Se
sanoo, ettid jos reaaliluvut jaectaan milld tahansa tavalla kahteen epétyhjdan
joukkoon pienet” ja “’suuret” siten, ettd jokainen pieni reaaliluku on pie-
nempi kuin mikéén suuri ja yhdessé ne kattavat kaikki reaaliluvut, niin joko
pienten joukossa on kaikkia muita pienid suurempi tai suurten joukossa on
kaikkia muita suuria pienempi. Se varmistaa muun muassa, ettd neliGjuuri
kaksi on mukana reaaliluvuissa. Téatéd tdydellisyyskisitettd kutsutaan toisi-
naan keksijdnsd mukaan Dedekind-tiydellisyydeksi, jotta se erottuisi logii-
kan tdydellisyyskaésitteisti.

Reaalilukujen tidydellisyysaksiooma on toista kertalukua, koska se puhuu
reaalilukujen osajoukoista. Se voitaisiin korvata ddrettomailld aksiooma-
skeemalla, joka puhuu osajoukkojen sijaan ensimmdisen kertaluvun kaa-
voilla méiriteltdvisséd olevista osajoukoista. Siten reaaliluvuille saataisiin
ensimmadisen kertaluvun aksiomatisointi. Niin ei kuitenkaan yleensd teh-
di, vaan sen sijaan asetetaan aksiooma ja aksioomaskeema sanomaan, ettd
jokaisella positiivisella reaaliluvulla on nelidjuuri ja jokaisella paritonta as-
tetta olevalla polynomilla on nollakohta. Niin saadaan reaalisuljettu kunta,
katso reaalisuljettu kunta[75]

Téydellisyysaksioomaan perustuva reaalilukujen teoria on todistettavuuden
nikokulmasta epitdydellinen, koska toisen kertaluvun logiikalla ei ole tiy-
dellisid paattelyjdrjestelmid. Toisaalta Tarski ja Seidenberg todistivat, ettd
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reaalisuljettujen kuntien teoria — siis se, jossa ei kiytetd tdydellisyysak-
sioomaa — on tdydellinen. Tdmi kenties paradoksaaliselta vaikuttava ti-
lanne on mahdollinen, koska ensimmadisen kertaluvun ilmaisuvoima on hei-
kompi kuin toisen kertaluvun. Ensimmaiselld kertaluvulla ei voida kirjoit-
taa kaavaa, joka poimii luonnolliset luvut reaaliluvuista. Toisella kertalu-
vulla voidaan, jolloin Godelin 1. epitidydellisyyslauseen oletukset astuvat
voimaan.

uncountable set — ylinumeroituva joukko, katso numeroituva joukko
undecidability — ratkeamattomuus

undefinability theorem, Tarski’s — totuuden méiritteleméttomyyslause[82]
use-mention distinction — kiyton ja mainitsemisen ero

vaihdannainen Laskutoimitus o on vaihdannainen jos ja vain jos Va : Vb :aob =
b o a. Esimerkiksi yhteenlasku ja kertolasku ovat vaihdannaiset, mutta vi-
hennyslasku ja jakolasku eivit ole. Logiikan ”A”, 7V ja 74+ ovat vaihdan-
naiset, mutta ”—"" ei ole.

vakiosymboli Katso nimikirjoitus

vapaa muuttuja Muuttuja, joka ei ole luotu kvanttorilla. Vapaa muuttuja voi saa-
da eri arvoja eri tilanteissa, katso tilanne (81!

variable — muuttujal68|

vastaesimerkki Mikd tahansa yksittdistapaus, joka on vastoin esitettyd véitetta.
Vapaiden muuttujien arvojen yhdistelma, jolla kaava ei ole tosi, on vastaesi-
merkki. My0s vapaiden muuttujien arvojen yhdistelmad, jolla yhtipitivyys
tai muu sellainen ei piade, on vastaesimerkKki.

well-formed formula — hyvin muodostettu kaava[61]

yhtipitivyys Symboli "< tai ilmaus muotoa kaaval < kaava?2. Téssa tekstis-
sd ja MathCheckissi jalkimmaiinen tarkoittaa, ettd jokaisessa mahdollisessa
tilanteessa, jossa kaaval on tosi, my0s kaava? on tosi, ja pdinvastoin. Tilan-
ne tarkoittaa vapaiden muuttujien tai propositiomuuttujien arvojen yhdistel-
mad. Tilanne on mahdollinen, jos ja vain jos se toteuttaa kaikki puheen-
aiheen lainalaisuudet (jotka voi olla ilmoitettu esimerkiksi aksioomilla) ja
voimassa olevat tilapdiset oletukset. Tilapiisid oletuksia tehdddn esimerkik-
si jaettaessa pdadttelyd tapauksiin tyyliin ”jos x > 0, niin ...” ja “muussa
tapauksessa ...”. Lisitietoa katso tilanne[81] ja paittely
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Toisin kuin 7«7, symboli < ei sijaitse kaavan sisdlld vaan kahden kaa-
van vilissd. Niinpd ”<” el saa sijaita sulkeiden sisilld. Esimerkiksi sekd
(F< T) < Fetti F< T < F tuottaa T, mutta (F < T) < F ei tarkoita
mitddn, ja F < T < F on epépitevi paittely.

Kaaval < kaava?2 pitee jos ja vain jos sekid kaaval = kaava? etti kaava?
= kaaval pitee. Yhtépitdvyys noudattaa ekvivalenssin lakeja, katso ekvi-
valenssi |59, Kaavan osan saa korvata yhtépitdvilld kaavalla ja lopputulokset
ovat keskendén yhtipitivit, jos osakaava ja sen tilalle tuleva kaava eivét tuo-
ta médrittelemétontd totuusarvoa eivitka sisilld sellaisia vapaita muuttujia,
joiden arvoja koskien on voimassa oletuksia ja jotka tulevat sidotuiksi koko
kaavan osina.

Kenties yleisin ”<:n kdyttotapa tdméan tekstin ja MathCheckin ulkopuo-
lella on materiaalisen ekvivalenssin symbolina, siis siind tehtidvéssa, mis-
sd tamd teksti, MathCheck ja osa logiikan kirjallisuutta kdyttdd symbolia
74" (katso materiaalinen ekvivalenssi[67). Symbolia "< kiytetién kirjal-
lisuudessa jonkin verran my0ds samankaltaisesti kuin MathCheckisséd, mutta
tdsmentdmattd sen merkitysta.

MathCheckissid ’<” samaistaa epdtoden ja midritteleméttomén. Esimer-
kiksi 2 > 1 <> 0 <x < 1 on MathCheckissd pitevd, mutta - > 1 <0 <x < 1
ei ole. Niitd tapauksia varten joissa epétotta ja médrittelemétontd ei haluta
samaistaa katso yhtétotuus

bR p—

yhtiatotuus Symboli ”=" on matematiikassa ja logiikassa kédytossd useassa eri
merkityksessd. Usein silld tarkoitetaan jotakin yhté suurta tai suurempaa sa-
mankaltaisuutta kuin mitd ”=" ja 7« tarkoittavat. Tassi tekstissd ja Math-
Checkissi sitd kdytetddn varsinkin puhuttaessa propositiomuuttujalle annet-
tavasta tai kaavan tuottamasta totuusarvosta, tai kun jokin symboli otetaan
kdyttoon tarkoittamaan jotakin kaavaa.

MathCheckin tapauksessa tarkempi selitys on seuraava. Koska nollalla ei
voi jakaa, ei kumpikaan kaavoista % >0 ja % < 0 ole tosi. Toisaalta mo-
lempien julistaminen epdtodeksi aiheuttaisi ongelman, koska tavanomais-
ten sddntdjen mukaan a < b < —(a > b), joten jos % > 0 on epitosi, niin
§<0&(§>0) e -FeT.

Tavanomaisessa predikaattilogiikassa tima viltetddn siten, ettd jakolaskua
ei ole kiytettdvissid. Merkintd ; voidaan korvata kirjoittamalla sen sijaan ¢
ja lisadmalld kaavan eteen "dc : a = be A\”. Arkimatematiikassa médrittele-
mittomit lausekkeet kisitelldin epimuodollisella paittelylla.

MathCheckissd on kédytossd kolmas totuusarvo “mééritteleméton” niité ti-
lanteita varten, joissa kaava ei voi olla tosi eikid epitosi. Esimerkiksi yhtdloa
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ja sen ratkaisun lopputulosta verrattaessa on olennaista vain, milld vapai-
den muuttujien arvoilla kaava on tosi ja milléd ei ole. Siksi MathCheckissi
kaaval < kaava2 hyviksyy sen, ettd kaaval on epitosi ja kaava2 méiérit-
telemiiton tai toisinpiin tai molemmat ovat mairitteleméattomii.

On kuitenkin tapauksia, joissa epdtotta ja midrittelemitonté ei saa samais-
taa. Niitd varten MathCheckisséd kaaval = kaava?2 tarkoittaa, ettd kaaval ja
kaava? tuottavat saman totuusarvon. Jos jompikumpi on miéritteleméton,
niin toisenkin pitdd olla. Tassd merkityksessd kdytettyind symbolia "=" ja
ilmausta muotoa kaaval = kaava?2 kutsutaan yhtitotuudeksi.

Kuten "< ja ’=>", myo6skédidn "=" ei MathCheckissi sijaitse kaavan sisilld
vaan kahden kaavan vilissd. Jos kaaval = kaava?2 niin kaaval < kaava?2,
mutta ei valttimattd toisinpdin. Yhtidtotuus noudattaa ekvivalenssin lakeja,
katso ekvivalenssi Kaavan osan saa korvata yhtitodella kaavalla ja lop-
putulokset ovat keskenédén yhtidtodet, jos osakaava ja sen tilalle tuleva kaava
eivit sisdlld sellaisia vapaita muuttujia, joiden arvoja koskien on voimassa
oletuksia ja jotka tulevat sidotuiksi koko kaavan osina.

ylinumeroituva joukko Katso numeroituva joukko
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