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Taman esityksen kaytto opiskeluun ja opetukseen on sallittu seuraavin ehdoin:

e on kaytettava aina uusinta saatavilla olevaa versiota
— riittaa ladata uusin versio lukukauden alussa
e esitysta el anneta eteenpain, vaan annetaan linkki siihen

e /3hde on mainittava

Talla opintojaksolla tutustutaan tietoa ja laskentaa koskeviin ilmidihin
laaja-alaisesti /uonnontieteellisesta nakokulmasta

e tavoitteena ei ole oppia ohjelmointia tai ohjelmistojen suunnittelua

— ilmioista ei kuitenkaan voi puhua ilman riittavaa tietoa ohjelmoinnista
= monia kaytannossakin hyodyllisid ohjelmoinnin asioita kasitelldan

e kiinnostuksen kohteena ovat ilmiot itsessaan

Aineisto: nama luentokalvot

e mukaan on pyritty saamaan monenlaisille opiskelijoille kiintoisaa asiaa

— arvosanan 1 kynnyksen ei ole tarkoitus olla korkea
— arvosana b vaatii matemaattisia taitoja

e tihan esitykseen saattaa tulla korjauksia ja muutoksia
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Esityksessa kaytettava varikoodaus

e erityisen tarkeitd asioita on osoitettu keltaisella taustalla
— opiskele ainakin ne
— usein niitten ymmartaminen edellyttdd myods ymparoivia asioita
himmeankeltainen tausta osoittaa keskitarkeitd asioita

— pleni paino tentissa
— arvosanoihin 3, 4 ja b tahtdaville
— arvosanaan 5 tahtadvan kannattaa opiskella myos korostamattomat asiat

Jjohtopaatoksia yms. tarkeaa on korostettu violeteilla vinoilla kirjaimilla

maariteltava sana tai kasite on vahvennettuna sinisella
— ei valttamatta tarked, katso taustan tai ymparoivan tekstin vari

esimerkeissa kaytetaan usein ruskeaa
— esimerkkeja ei kysyta tentissa, vaikka olisivat mustallakin
— esimerkit ovat vain asioiden ymmartamisen tueksi

jokin asia on osoitettu hyvaksi tai huonoksi vihrealla tai punaisella

harmaalla kirjoitettua ei varmasti kysyta tentissa
— harmaata kaytetdaan, kun asia muuten nayttaisi tentissa kysyttavalta
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Esitieto-oletukset

e yhden opintojakson verran ohjelmointia
— if ... then ... else ... eli if(... ){... Yelse{ ... }
— while ... do ... eli while( ... ){ ... }
}

— fori:=1tondo Alij] :=0 wvertaa for( i=0; i<n; ++i ){ A[i] =
e yhden opintojakson verran algoritmimatematiikkaa tai vastaavaa

- AV, Y3 = e U0 ] )
e ei tarkasteta, ett3 esitiedot ovat kunnossa

e harjoitusten tekemiseksi jokaisella taytyy olla mahdollisuus kirjoittaa ja ajaa
C++-ohjelmia (mieluiten oma kone)

Suoritus

e opiskelijoiden maara ei ollut tarpeeksi aikaisin tiedossa, joten laskuharjoitusten
ja/tai esitelmien pakollisuus voidaan paattda vasta opintojakson alettua

e joka tapauksessa vaaditaan tentti
e joka tapauksessa jotain harjoituksia jarjestetdaan pakollisena tai vapaaehtoisena
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Muutama neuvo

e tismallisen maarittelemisen taito on hyvin tarkeaa!
opitaan harjoittelemalla, aloittamalla sopivan helpoista tehtavista
esim. autojonon viimeisen mustan auton jalkeen tulee vain punaisia autoja
sin mus val mus pun pun toteuttaa ja sin mus val mus pun sin rikkoo
entd jos viimeinen auto on musta, tai entd jos jonossa ei ole mustia autoja?

e sama tieto voidaan esittdad tietokoneessa monin eri tavoin
— jotkin ovat ihmiselle luontevia
— jotkin mahdollistavat tehokkaan kasittelyn
— esim. viikkolukujarjestys + poikkeukset vs. oppimistapahtumien luettelo

= on hyvin tarkeda pohtia vaihtoehtoisia esitystapoja!

e padttelytaito on hyvin tarke3al
— sekin opitaan harjoittelemalla, aloittamalla sopivan helpoista tehtavista

e 3la keskity yksityiskohtien ulkoaopetteluun, vaan niiden
taustalla olevien periaatteiden ymmartamiseen!
— esim. onko helppo muistaa tama salakirjoitus? (videolta C. Brabrand ja
J. Andersen: Teaching Teaching & Understanding Understanding, 2006)

4 5 6 7
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e tehtdvid tehdaan siksi, ettd opittaisiin jatkossa tarkeita taitoja tai asioita!
— tehtdvan aihe voi olla ihan turha, mutta oppimistavoite ei ole
— jos bluffaa alkuvaiheen tehtavissa, niin loppuvaiheen tehtavista tulee ylivoimaisia
— "tentin (tai harjoituksen) jilkeen voin unohtaa” on huono asenne
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0.1 Esimerkki

Epatyhjasta taulukosta korkeus on |oydettava mahdollisimman pitkdn osuuden,
jonka loppukohta on vahintaan yhta korkealla kuin alkukohta, pituus

e esim. pitkdan kuntolenkin sisalta tilastointikelpoinen pituus

Helppo algoritmi C++:lla
e kokeillaan kaikki alku- ja loppukohdat, ja valitaan paras tulos

unsigned helppo( unsigned korkeus[], unsigned nn ){
unsigned paras = O;
for( unsigned ii = 0; ii < nn; ++ii ){
for( unsigned jj = ii; jj < nn; ++jj ){
if( korkeus[ jj ] >= korkeus[ ii ] && jj - ii > paras ){
paras = jj - 1ii;
+
by
+

return paras,;

+
e helppo vakuuttautua, ettd toimii oikein
e hidas
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Ajan kulutus sekunteina

nn | 1000 3162 10000 31623 100000 316228 1000000

helppo 0 0 0 2 23 238 2 344
nopea 0 0 0 0 0 0 0

Nopea algoritmi C++:lla
unsigned nopea( unsigned korkeus[], unsigned nn ){

e etsitaan 'takahuiput”

unsigned th = nn-1, *seuraava_th = new unsigned[ nn ];

for( unsigned ii = nn; ii--; ){
if ( korkeus[ ii ] > korkeus[ th ] ){
seuraava_th[ ii ] = th; th = ii;
+
+

— kohdat, joiden jadlkeen ei enaa tule vahintdan yhta korkeita kohtia
= mahdollisimman pitkian osuuden loppukohta on takahuippu

th on ensimmaisen takahuipun kohta
seuraava_th[ ii ] on seuraavan takahuipun kohta

seuraava takahuippu on edellistd alempana
viimeisessa kohdassa on takahuippu
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e etsitdan paras tulos

unsigned paras = O;
for( unsigned ii = 0; ii < nn; ++ii ){
while( korkeus[ th ] >= korkeus[ ii ] ){
if( th - ii > paras ){ paras = th - ii; }

if( th == nn-1 ){ deletel[] seuraava_th; return paras; }
th = seuraava_th[ th ];

}
+

— on helppo ndhda, ettad algoritmi kokeilee vain korkeusehdon
toteuttavia osuuksia ja valitsee kokeilemistaan parhaan

e voiko (jokainen) kaikkein paras osuus a .../ jdada kokeilematta?
— ii kokeilee jokaisen alkukohdan
= ii kokeilee parhaan osuuden alkukohdan a
— parhaan osuuden loppukohta ¢ on takahuippu

— jos ii < @, niin korkeus [/] < korkeus[ii] (miksi?)
= th ei ohita kohtaa ¢/ kun ii < a

= suorituksen aikana on hetki, jolloin ii =a ja th =/
= ohjelma tutkii jokaisen kaikkein parhaan osuuden

e tihan ei koskaan tulla, mutta C4++4-kdantajani suuttuu ilman sita
delete[] seuraava_th; return paras;

+
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1 Tiedon esittamistavoista

1.1 Alin taso

Tiedon esittamisen perusyksikko on bitti (bit)

e valinta kahdesta vaihtoehdosta

® esim.
— 0tal
— paalla tai pois paalta
— alhaalla tai ylhaalla

e n bittid kykenee esittamaan valinnan 2" vaihtoehdosta

Bitti on pieni yksikko
= usein kaytetdan yksikkoa tavu (byte) kerrannaisineen

e tavu = 8 bittia, kykenee esittamaan valinnan 256 vaihtoehdosta

® esim.
— luvut 0, 1, ..., 255
- luvut =128, =127, ...,-1,0, 1, ..., 127
—AB, ...,0,a,b,...,6,0,1,...,9, .,,,72, ', 0, ...
— koira, kissa, lehma, hevonen, possu, kana, ...
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Tavun kerrannaisista vallitsee sekaannus

Sl-jarjestelma usein kaytossa IEC 60027

1kB =1 kilobyte 1024 B 1 KiB
1 MB = 1 megabyte 220 B 1 MiB
1
1

1000 B | 1KB = 1 Kilobyte
10 B | 1 MB = 1 Megabyte
10° B | 1GB = 1 Gigabyte

102 B | 1TB = 1 Terabyte

1 GB = 1 gigabyte 230 B GiB
1TB = 1 terabyte 240 B TiB

= seka lukiessa etta kirjoittaessa on syyta olla tarkkana
e |[EC 60027 olisi yksikasitteinen, mutta se on huonosti tunnettu
e KiB, MiB, GiB ja TiB luetaan kibibyte, mebibyte, gibibyte ja tebibyte

Tietokone kasittelee tietoa pddsdantoisesti sana (word) kerrallaan

e merkitys vaihtelee
e nykyisin usein 64 bittia tai 32 bittia

= riittavan suuri esittamaan kayttokelpoisen lukualueen yms.
— 32 bittia: —2147483648, ..., 2147483647
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Olennaista on vain, ettd perusvaihtoehtoja on darellinen maara ja vahintaan 2

e perusvaihtoehtojen joukkoa
— kutsutaan usein aakkostoksi (alphabet)
— merkitdan melko usein 3 (joten 2 < |3] < )

e isompi maara vaihtoehtoja saadaan laittamalla aakkosia perakkain
— n aakkosen jono esittda enintddn |3|" vaihtoehtoa

e kdytdnnossa yleensd X = {0, 1} eli bitit tai X = 8-bittiset tavut
Kokonaislukujen jakolasku kokonaislukuosamaaralla

merkitsemme kokonaislukuosamaaraa div ja jakojaannosta mod

n

ndivm = LEJ
nmodm =n — (ndivm)m

— kirjoitettuna n = (n div m)m + (n mod m) tama on jakoyhtald

esim. 13div3d =4 jal1l3mod3 =1

C++4:n / on muuten sama kuin div, mutta kun n ja m ovat

erimerkkiset, ei taata, pyoristetdanko alas vai kohti nollaa

n

= ei ole varmaa, ettd n/ m = LEJ

— C++4:n % noudattaanom=n— (n/m)m
= 13/-3 == -5ja 13%-3 == -2 tai 13/-3 == -4 ja 13%-3
-13/3 -5 ja -13%3 tai -13/3 == -4 ja -13%3
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Etumerkittomat (unsigned) kokonaisluvut

lukuarvot 0,1,...,2% — 1, missd B on kiytettiva bittien maara
B-1

bittijono bg_1bp_o - - - bab1bg edustaa lukuarvoa Z b; 2"
i=0

toisinpadin b; = (n div 2') mod 2

aritmetiikka tapahtuu modulo 25

— yhteen-, vahennys- ja kertolaskun tulos pakotetaan
vilille 0, ..., 2B — 1 lisdamalli sopiva 22:n kerrannainen
(jakolaskun tulos on automaattisesti oikealla valilla)

esim. jos |%| = 256, niin

200 + 100 ~» 300 — 256 = 44
100 — 200 ~» —100 + 256 = 156
10-100 ~ 1000 — 3 - 256 = 232
vaikutus on sama kuin laskemalla lasku oikein ja jattamalla liiat bitit pois
— 1000 = 1111101000, 232 = 11101000

= riittaa jattaa liiat bitit laskematta

n >> 1 siirtaa n:n bittikuviota 7 askelta oikealle

— vasemmasta reunasta tulee nollia
— esim. 00101101 >> 2 = 00001011
— vaikutus on sama kuin n div 2°
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e vastaavasti n << 17 siirtaa vasemmalle

— oikeasta reunasta tulee nollia
— esim. 10001011 << 2 = 00101100
— vaikutus on sama kuin (n2%) mod 25

Etumerkilliset (signed) kokonaisluvut

tassa kasitelladn vain esitystapaa nimelta kahden komplementti
lukuarvot —28-1 ... —1,0,1,...,2871 — 1, miss3d B on bittien m3ari

jos bg_1 =0, on lukuarvo Zf:OQ b;2*, muutoin se on (Zf:OQ b;2') — 251
= |lukuarvo on

B—2
( Z bi2i> —bp_2B-1
1=0

luvun z vastaluku —x saadaan kidintimill3 bitit ja lisiamalld 1 modulo 25,

paitsi luvulle —28-1

13 =01101 ja —13 =10010+1 = 10011

—2 =11110 ja 2 = 00001+1 = 00010

0 = 00000 ja —0 = 1111141 = 00000
—16 = 10000 ~~ 01111+1 = 10000 = —16

lukualueen ylityksen ja >>-operaattorin toiminta vaihtelee
— ajoaikainen virhe vai tulos leikattuna kaytettaviin bitteihin?
— osallistuuko etumerkkibitti toimintoon?
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Liukuluvut (floating point numbers)

e monia mahdollisuuksia, esim.
x:(_1)8(223—|—m)26_150 IIIIIIIIII/{/)/II/IIIIIIIIII

e 0 on esitettava erikseen, esim. 000- - -0
— saattaa olla erikseen +0 ja —0

e nollaa |3hella tarvitaan poikkeavasti esitettyja lukuja
— muuten voitaisiin esittdd 27127 4 27190 muytta ej 27127 — 27150

e osa bittiyhdistelmistd voidaan varata erikoistarkoituksiin
— kertomaan, ettd on tapahtunut virhe kuten nollalla jako
— +0

Keino tutkia esitystapoja

#include <iostream> // nn ja ff ovat samassa kohdassa muistia
int main(){
union { unsigned nn; float ff; } uu;
std::cin >> uu.ff;
for( int ii = 32; ii--; )A{
if( i1 % 8 == 7 ){ std::cout << 2 ?; }
std::cout << (uu.nn >> ii) % 2;
}
std::cout << ’\n’;

}
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Merkit (characters)

e pitkaan tarkein standardi oli ASCII

nakymattomia ohjausmerkkeja
P $%& Ox+ ,-./

0123 4567 89:; <=>7

©@ABC DEFG HIJK LMNO

PQRS TUVW XYZ[ \]"_

‘abc defg hijk 1lmno

, ..., 126 pars tuvw xyz{ |}~
nakymaton ohjausmerkki

— 7 = aanimerkki, 10 = rivinsiirto, 13 = rivin alkuun

e 128, ..., 255 otettiin eri tavoin kayttoon lisamerkeille
— 1SO 8859-1 eli Latin 1: esim. 228 = &
— Windows-1252 eli CP-1252: edellisen laajennos
— I1SO 8859-15: muutettu I1SO 8859-1, esim. € mukana ja /> puuttuu

e Unicode riittaa laajalti ihmisten kirjoitusjarjestelmille
— UTF-8-koodauksella: 1, ..., 4 tavua: esim. 195 164 = &
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1.2 Taulukot, merkkijonot, tietueet ja osoittimet

Taulukko (array) sisiltda nolla tai useampia rakenteeltaan samanlaisia
tietoalkioita, joista valitaan haluttu indeksoimalla

Hle

e esim. Ali] :=0 1 2
e indeksointiin kaytetdaan tyypillisesti kokonaislukua

— ensimmainen (eli ensimmaisen alkion) indeksi on C++:ssa 0

= jos C++:n taulukossa on n alkiota, niin indeksit ovat 0, 1, ..., n— 1

— myos 1 esiintyy melko usein ensimmaisena indeksina

— esim. Pascal antaa ohjelmoijan valita ensimmaisen indeksin

— ensimmainen indeksi on C4++:ssa helppo muuttaa halutuksi: jos haluttu

ensimmainen indeksi on e, niin korvataan kaikkialla A[i] ~ A[i — €]

kla
56

i
3 4

e tietokone l0ytda nopeasti indeksid vastaavan taulukon alkion

Kiintean kokoiset taulukot

e tietokoneen muisti voidaan ajatella isoksi
taulukoksi, josta annetaan paloja eri tarkoituksiin

e usein taulukon perdstd on varattu muistia johonkin muuhun
= taulukkoa ei yleensa voi kasvattaa alkuperaiselld paikallaan

= ohjelmointikielissa oli alkuun vain kiintedn kokoisia taulukoita
— koko maaraytyi kddnnosaikana tai kun taulukko otettiin kdyttoon
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Joustavan kokoiset taulukot

esim. C4++4:n vector voi kasvaa kayton aikana

kun sille varattu tila loppuu, varataan muualta
suurempi tila ja siirretdan koko sisalto sinne

esimerkkikuvassa nuoli edustaa osoitinta (pointer)
— sisdltda osoitteen (address) eli kertoo, missa kohdassa muistia jokin on
— osoite voidaan ajatella luonnolliseksi luvuksi
— osoittimen arvo voi olla myos _L eli "tietoa ei ole”
(muita nimid nil, null ja 0, ei tarkoita osoitetta 0 vaan "tietoa ei ole”)

vanha tila voidaan ottaa myohemmin muuhun kdyttoon
— uuden tilatarpeen on oltava tarpeeksi pieni mahtuakseen sinne
— siellad tailla olevien vapaiden muistialueiden hallinnointi on jossain maarin

tyolasta, mutta kayttojarjestelmat selvidvat siita ainakin tyydyttavasti
jos uusi koko on 2 - (vanha koko), niin koska 2 + (2)%+ -+ (3)" < 1,
— hukkamuistia on aina vahemman kuin (kaytettya ja vapaata) hyotymuistia

— alkio siirretdan keskimaarin < 2 kertaa
= siedettavan vahan hukkaty6ta ja -muistia

e jos uusi koko olisi esim. vanha koko + 10, niin hukkamuistia ja -ty6ta tulisi paljon!

Osoittimet

e ... tulivatkin jo esitellyiksi, tarvittaessa lue uudelleen edelta!
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Merkkijonot (character strings)

e C:n merkkijono on taulukko, jonka viimeisena alkiona on 0
— ei numeromerkki 0, vaan se nakymaton merkki, jonka koodi on 0
— kokoa ei ole talletettu erikseen, vaan se tunnistetaan loppu-0:sta
— sisallossa ei voi olla 0-merkkid, mutta sehan ei olekaan nakyva merkki
— ohjelmoijan on varattava tilaa myos loppu-0:lie!

e C++:n string on taulukko (tai monimutkaisempi
rakenne), jonka koko on talletettu erikseen

Tietue (record, struct) sisdltida tietoalkioita, joista valitaan haluttu nimell3

e ¢ tarvitse olla rakenteeltaan samanlaisia

e esim. struct henkilo{ int synt_vuosi; string nimi; } hh;
std::cout << "ikd on " << nyt_vuosi - hh.synt_vuosi;

e C++:ssa tietue.kentta ja osoitin_tietueeseen->kentta
e olio ja luokka (object ja class) ovat tietueen kasitteen laajennos

Lisa3 esimerkkeja taulukoista e | | | | | | | 1],

e CD-levylle tallennettu dani on taulukko signaalitasoja
— 2 - 44100 kpl 16-bittista naytetta / s

e bittikarttakuva on 2-ulotteinen
taulukko esim. lukukolmikoita RGB
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1.3 Esimerkkeja rakenteellisista tekstuaalisista kielista

HTML kuvaa www-sivun muodostumisen (loogisista) osista

e HyperText Markup Language

HTML 5 -tiedoston yleisrakenne

<!DOCTYPE html>
<html lang=fi>

<head>

<meta charset=UTF-8>

<style>

body { background: white; color: black; font-family: sans-serif }

div.I { width: 25%; float: right }
</style>

<title>MAT-71000 Tieto ja laskenta</title>
</head>

<body>

</body>
</html>
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<body>-osan rakenne

<h2>N&in tehdd&n otsikko</h2>
<p>Tekstia voi kirjoittaa enimmakseen normaalisti.
Riveille jako ja  tyhjan  kaytto

eivat merkitse paljoa.
<em>Ndin korostetaan</em> tai <strong>ndin</strong>.
Pienempi kuin -merkki tehdaan esim. &lt; ja et-merkki &amp;.
<p><a href="http://validator.w3.org/unicorn/">T&lla
sivulla</a> voi tarkastaa, onko www-sivu ehji.
<p class=loota>Katso esimerkki myohemmin

e seuraavat merkit eivat tekstissa edusta itsedan: <, >, & ja "
— siksi taytyy tehda muilla keinoin

CSS sisiltad komentoja tekstin muotoilemiseksi

e Cascading Style Sheets

h2 { color: green; background: white; font: bold
small-caps 20px normal }

p.loota { border: solid thick; color: maroon;
background: yellow; text-align: right }

e vanhaa perua myos HTML sisdltdad muotoilukomentoja kuten <b>
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Vektorigrafiikkaa voi piirtda esim. IKTEXin pstricks-pakkauksella

\begin{pspicture}(10,10)

\newrgbcolor{iho}{1 1 0.7}\newrgbcolor{ruskea}{.5 0 0}
\psframe[fillstyle=solid,fillcolor=1lightgrayl] (-1,-1)(11,11)
\psset{linecolor=blue}
\pscirclex[linecolor=iho] (5,5){5}
\pscirclex(3,5){1}\pscircle *(7,5){1}

\psline [linecolor=red, linearc=4pt,linewidth=2pt

] (3, 3) (4,2)(6,2)(7,3)
\pspolygon*[linecolor=ruskeal (-.5,5) (.5,8) (3,

10) (6,10)(7,9.7)(9,9) (10.5,5) (9,6.5) (2,7)
\end{pspicture}

Ohjelmointikielet sisdltavat monenlaisia rakenteita

e muutamia kasitelldan jaljempana
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1.4 Syntaksi

Tekstuaalisissa kielissa on yleensa kaksi rakenteellista tasoa

e leksikaalinen taso
— tekstialkiot (token): avainsanat, luvut, vdlimerkit, laskuoperaattorit yms.
joissa ei saa olla sisalla tyhjaa
— mita tyhja tila on: valilyonnit, rivinsiirrot, sarkaimet, kommentit
e (varsinainen) syntaksi: miten tekstialkioita saa laittaa perdkkain
— vertaa - (1+2)*3 ja *1+)2(3-

Luonnollisissakin kielissd on (kenties sumeita) leksikaalisia sdantoja

e seuraavat on tehty arpomalla kirjaimia kolmen edellisen kirjaimen perusteella
jakaumalla, joka on laskettu suomen tai englannin sanojen luettelosta
— saleittantua kuus kea ta-ampuvuotoutiikka punsijaamallipoida poskisti
— raimplativer tomon cochred tuffrancork anougglashesteng ing proad

lImauksien merkitystd kutsutaan semantiikaksi

e esim. tisi-o syn daxi pieMANTY3 mutt, siilti shemandiickanta ju u
e esim. kuusi on havupuu, joten seitseman on havupuu plus yksi

e joskus on tarkeaa tiedostaa ero ilmauksen ja sen merkityksen valilla
— vrt. < ja & HTML:ss3; loppu-0, \" ja \\ C:n merkkijonoissa
— mihin avaruus loppuu?
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BNF eli Backus-Naur form on laajalti kdytetty tapa maaritelld syntaksi

e esimerkki: lauseke
Lauseke ::= Termi | Lauseke "+" Termi | Lauseke "—" Termi
Termi = Tekiji | Termi "-" Tekija | Termi " /" Tekijd
Tekiga  ::= Atomi | "+" Atomi | "—" Atomi
Atomi = Luku | Muuttuja | " (" Lauseke™)"
e kisitteen tai apukasitteen rakenne ilmaistaan saannolla muotoa
Nimi ::= wvaihtoehto | vaihtoehto | --- | vaihtoehto

missa vaihtoehto on ¢ tai jono kasitteiden nimid ja/tai tekstialkioita

— ¢ tarkoittaa, ettd ei laiteta mitaan, esim. Etumerkki =:=¢ |"+" | "—
= £ el esita itseaan
— samanmuotoisten toistoa ei BNF:ss3 esiteta - - -, vaan kuten Lauseke edell3

e BNF:st3d on monenlaisia muunnelmia
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Lauseke (expression)

e tietokonekielissa lauseke on tekstuaalinen keino ilmaista puumainen rakenne
—1+2-3+4 (=1+2)-(3+4) —((14+2)-3)+4

e tillainen puu on lausekepuu

e matematiikassa lauseke ei valttamatta
ole lineaarista tekstia

—b+ Vb2 — dac
2a
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e luonnollisessakin kielessa on hierarkkisia rakenteita

terveellisesta ja tuoreesta ruoasta pitava vanha mummo
soi ahnaasti takapihallaan sijaitsevassa suuressa omenapuussa
hitaasti kasvaneen keltaisen omenan

(mummo] [ ahnaasti ) omenan |

/ /

(pitava ] (vanha ) ; ( kasvaneen] [ keltaisen |

| .
lomenapuussa) (hitaasti)

| /

ja (sijaitsevassa ] (suuressa)

/

(terveellisestd) (tuoreesta) (takapihallaan)

e joskus ne eivat jasenny tarkoitetusti

Molemmat miehet vietiin putkaan. Sielld vuonna
1954 syntynyt mies jatkoi riehumista.
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0 Helsinki
108 Hameenlinna

Sama tieto voi olla loogisesti organisoitu eri tavoin 187 Tampere
347 Seinajoki
680 Oulu

900 Rovaniemi

1.5 Huomautuksia

e opiskelijoiden maara, joista naisia <>
miesopiskelijoiden m3ara ja naisopiskelijoiden maara

e juna-aikataulun kilometrit paateasemalta
— osuuden Hameenlinna—Oulu pituus saadaan yhdelld vahennyslaskulla
— jos olisi annettu kunkin asemavalin pituus, tarvittaisiin monta yhteenlaskua

Tiedon sisdinen esittamistapa tietokoneessa voi olla kaukana siitda, mita kayttaja nakee

e esim. vektorigrafiikka

e (esim. HTML:n ja CSS:n yritys erottaa ulkoasu sisdllosta)

Ihmisilla on epaloogisia esitystapoja: 11:59 am, 12 noon, 12:01 pm, 12:59 pm, 1:00 pm

Tietokone tekee mitad kasketdan, mutta se ei aina ole mita halutaan

e paljolti kyse on ohjelmien ja ohjelmointikielten huonoista yksityiskohdista
— esim. pieni kirjoitusvirhe muuttaa C++ loogisen ja && operaattoriksi &,
joka kayttaytyy usein samoin mutta ei aina = vaikeasti havaittava virhe

e samaa esiintyy luonnollisissakin kielissa
— vauva juo virtsaa ja kidy nukkumaan vauva juo, virtsaa ja kidy nukkumaan
— panda eats, shoots and leaves . panda eats shoots and leaves
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e esim. kaari nuolessa kaaren sateen funktiona

Toisinaan ohjelma on ok, mutta asia yllattaa — /‘ KK\/

e kaskin tietokoneen etsia Kotimaisten kielten keskuksen sanalistan
sanoista pitkad sanajonoa, jonka voi jakaa kahdella tavalla yksittadisiksi sanoiksi

Sakki'ruutu’in’en.dd'ne’en.dda'ne’'en.da’'ne’'en.ad'ne’en.ad’'ne’en.di' ne’en.in
= sama sana ei saa esiintya useasti (huono pikakorjaus)

Sakki'ruutu’'in'en.da’'ne’'en.empi’a.ari nd.es'imu’oto.s'aali.6'isi'n.ahkaa.s'aanto
= in ja ahkaa pois sanastosta

Sinto'lain’en.33 ne'en.empi’'a.ari'na.es'imu oto.s'aali.o’isi n.akki'a.es’iva’ali
= Sinto ja lain pois sanastosta

aanenpitava'sti.di'aari'o.as'e.cu'p.aa ne'en.da nes.te'ak.alli.nen’a.ari'nd.amma
= vierasperdisten, vanhentuneiden jne. sanojen poisto olisi liian iso tyo

Helppokayttoisten luotettavien ohjelmien teko edellyttad sekd ihmisen
sumean etta tietokoneen pilkuntarkan ajattelutavan ymmartamista

e jos virhe on tarpeeksi holmo, niin

— ihminen korjaa sen automaattisesti, jopa tiedostamattaan
— tietokone tekee jotain todella holmoa

e esim. 'kohta Suomessa on 100000 alle 25-vuotiasta ilman tutkintoa”
e entd jos virhe on tarpeeksi holmé kirjoittajan mutta ei lukijan ndkokulmasta?

AV MAT-71000 Tieto ja laskenta 7. tammikuuta 2018 1 Tiedon esittamistavoista 27 /249



2 Lausekkeet, lauseet, ym.

2.1 Lausekkeet

Lauseke (expression)

e kuten aikaisemmin todettiin,
lauseke esittdd puumaisen rakenteen

—b+ /b2 — dac
2a

e ilmaisee esim.
— miten arvo lasketaan
— miten kokonaisuus muodostuu osistaan

Salaisuus, 3la kerro kenelle
tentissa testataan kykya pii

lausekepuu

e tentissa ala tee suluista solmua lausekepuuhun

— sulut ovat apuvaline puurakenteen ilmaisemisessa, eivat osa puurakennetta
— lauseketta kasittelevissa algoritmeissa saat tehda sellaisen
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Piirrettyind puut vievat paljon tilaa ja piirtaminen on tyolasta

— kaytetaan tiiviimpia esitystapoja
— matemaattiset merkinnat
— ohjelmointikielten lausekkeet

e puumainen rakenne voidaan aina esittaa siten, etta lehdet esitetaan
sellaisinaan ja muut solmut muodossa (sisdlto alipuu ... alipuu)
= esim. (/ (% (= 0) (y/ (= (" b2) (-(- 4a) ) (-2 a))
— kaytossa esim. LISP-kielessa
e matematiikassa on kuitenkin yleista
— sijoittaa solmun sisilto keskelle, jos solmulla on kaksi alipuuta

((=0) £ (V((b"2) = (4 -a): 0)) /(2 a)

— jattaa kertolaskut merkitsematta
(=0 £ V("2 = ((4a)c))))/(2a)

— osoittaa joidenkin alipuiden rajat muilla keinoilla kuin suluilla
(=b) £ V() ?* - ((“4a)c)

2a
— kayttaa valistystd jossain maarin puurakenteen mukaisesti

(—b) = /b* — ((4a)c)
2a

—b+ b2 — 4dac
2a

— sopia tulkinnasta, jos sulkuja on jatetty pois
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e monissa ohjelmointikielissa tehdaan samoin, paitsi
ettd tekstin rivit rikkovia keinoja ei ole kaytettavissa

Sitovuustasot (precedence) @

e matematiikassa on kaytanto, ettd kertolasku OO
sitoo voimakkaammin kuin yhteenlasku

—1+2-3=1+(2-3) 2 @
e kielessa voi olla lukuisia operaattoreita ryhmiteltyina sitovuustasoille
— sitoo voimakkaammin = korkeampi sitovuustaso

— jos kaksi operaattoria kilpailee valissdan olevasta
kohteesta, se liitetdan voimakkaammin sitovaan: 1 -+2-3

e esim. C++ [Stroustrup 1997]:
68 operaattoria, 18 sitovuustasoa

Unaari ja binaari

e unaarioperaattorilla on yksi argumentti
— esim. etumerkki--, logiitkan —, etuliite-++, jalkiliite-++

e binddrioperaattorilla on kaksi argumenttia
— esim. vahennyslasku--, kertolasku -

e ternaadrioperaattorilla on kolme argumenttia
—esim. C++7:x <07 -x : X

AV MAT-71000 Tieto ja laskenta 7. tammikuuta 2018 2 Lausekkeet, lauseet, ym. 30/249



Etumerkki-- on eri operaattori kuin vahennyslasku--, vaikka kirjoitusasu on sama

Sitovuuden suunta

e sitovuustasot eivat ratkaise tilannetta, jos
kohteen molemmin puolin on sama operaattori
—onko 8—5-2=8—-(5—-2)=8-3=5

vai 8—-5—-2=(8-5)—-2=3-2=1 7
= operaattorille ilmoitetaan sitovuuden suunta

e jos operaattori sitoo vasemmalle (on left associative), niin

— kohde liittyy vasemmalla puolellaan olevaan
— laskenta etenee vasemmalta oikealle

jos operaattori sitoo oikealle (on right associative), niin painvastoin
yleensd operaattorit sitovat vasemmalle
esimerkkeja oikealle sitovista

: T L 9l1° — (1) _ 91 _ ‘L (9l\3 __ 03 _
— potenssilasku matematiikassa: 2° = =2 =2eikd (27)°=2"=38
— sijoitusoperaattorit C++:ssa: i = n = 0;
liitdnnaisyys (associativity) on eri asia

— operaattori ¢ on liitdnndinen, jos aina (zoy)oz =20 (y< 2)
— liitannaisyys liittyy operaattorin merkitykseen
eikd lausekepuun muodostamissaantoihin

— jos operaattori on liitanndinen, niin sen sitovuuden suunnalla ei ole valia
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Matematiikan sitovuussaannot eivat ole aina hyvin maaritellyt

e esim. kaksinkertaisen kulman sini: sin 2 = 2sin x cosx
— jos sin sitoo voimakkaammin, saadaan (sin2)x = 2(sinx) cos x

— jos - sitoo voimakkaammin, saadaan sin(2z) = 2sin(x cos x)
— tarkoitetaan sin(2z) = 2(sinz) cos

Tarpeettoman osan laskematta jattaminen (short-circuit evaluation)

e jos puhtaasti loogisen operaation ensin laskettu puoli saa sopivan arvon,
ei toista puolta tarvitse laskeakaan

— false A p = false ja true V p = true
= tyomaara vahenee

e usein ohjelmoinnissa oikea puoli on maaritelty vain,
JOS vasen saa sopivan arvon

—  ifi>1Ai<nAAl]=0then ...
vrt. if ¢ > 1 Ai <n then if A[i] =0 then ...
— whilep# L Aptn>0do ...

= muunnetut loogiset operaattorit, joiden oikea puoli
lasketaan vain jos tarpeen, ovat katevia

e talla opintojaksolla niita merkitaan && ja | |
e C++:n && ja || ovat sellaiset
e Ada:ssa on erikseen and ja and then sekd or ja or else
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Toisinaan pidetdan ihanteena, ettd lauseke esittaa
puhtaasti funktiota matemaattisessa mielessa

e ei saa olla sivuvaikutuksia (side effect)
— sivuvaikutus = muu vaikutus kuin lausekkeen arvon tuottaminen
— esim. A[++i] sivuvaikutuksenaan kasvattaa i:n arvoa
— esim. std::cout << i << 7 7 << ix*xi el
((std::cout << i)<< 7 ?)<< ixi palauttaa viitteen (luku 2.5)
tulostuskanavaan ja sivuvaikutuksenaan tulostaa

e myos tarpeettoman osan laskematta jattaminen rikkoo ihannetta
— while p # L ApT.n > 0 do ... kuuluu tuottaa virhe kun p = L, koska

while pt.n > 0 A p # L do ... tarkoittaa samaa koska A on logiikan "ja"

= ihanteen tinkimaton noudattaminen olisi epakaytannollista

Silta osin kuin puurakenne ei maaraa laskujarjestysta, silla ei saa olla valia

e esim. 1 + 2 - 3: puurakenne maaraa, etta ensin lasketaan 2 -3
e (1+2)-(3+4): puurakenne ei maaraa, lasketaanko ensin 1 4 2 vai 3+ 4
e ixA[i++] on vaarallinen, koska ei tiedeta, kumpi sininen tapahtuu ensin

Saman osan kadyttdo monesti samassa lausekkeessa on kompeloa
1 : 1 1 \3
(:U2—|—1) S (:U2—|—1) + (1 o :U2—|—1)

AV MAT-71000 Tieto ja laskenta 7. tammikuuta 2018 2 Lausekkeet, lauseet, ym. 33/249




2.2 Tietotyypit

Nykyaikaisissa ohjelmointikielissd on paljon monenlaisia tietotyyppeja

e lukutyyppeja: erikokoiset kokonaisluvut etumerkilld ja ilman,
erikokoiset liukuluvut, jopa kompleksiluvut

muita pienid tyyppeja: totuusarvot, merkit,
luetellut tyypit {ma, ti, ke, to, pe, la, su}

perustyypeistd yhdistamalld koottuja tyyppeja: taulukot, tietueet

luokat
— ohjelmoija voi paattaa sisallon ja toiminnot hyvin vapaasti

tiedon saannin tyyppeja: osoittimet, viitteet, iterator (luku 2.5)
— eivat itsessaan sisalla varsinaista tietoa, vaan tiedon, mista tieto loytyy
— esim. osoitin kokonaislukuun, osoitin henkilotietueeseen

e C++4:n const muuttaa tyyppia siten, ettd kohteeseen ei voi sijoittaa

Voiko sama arvo kuulua eri tyyppeihin?

e jokainen 16-bittinen kokonaisluku kelpaa sellaisenaan saman
suuruiseksi 32-bittiseksi kokonaisluvuksi, mutta ei toisinpain

e tietokoneen kannalta samasta tyypista voi tehda eri tyyppeja
— tyypit Nopeus ja Lampotila voivat kumpikin olla kokonaislukuja
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e tietokoneen kannalta liukuluku-1 ja kokonaisluku-1 ovat eri asia,
mutta kdyttdja voi mieltaa toisin

e C++:ssa sekd merkit ettd totuusarvot ovat kokonaislukuja
— false = 0, true = 1, muut luvut ~ true
— ei ole paatetty, vastaavatko merkit lukuja 0, ..., 255 vai —128, ..., 127

= tiedon siirtyminen tyypista toiseen pitda joskus estaa ja joskus sallia
— jos sallitaan, tiedon sisilto ja/tai esitystapa voi muuttua

Tyyppimuunnokset

e nykyaikaisissa ohjelmointikielissd on hyvia automaattisia tyyppimuunnoksia

e silti esim. int n = 1; std::cout << (n/2)*2; tulostaa 0
mutta int n = 1; std::cout << (n/2.)*2; tulostaa 1
ja float n = 1; std::cout << (n/2)*2; tulostaa 1l
ja int n = 1; std::cout << n/2*2.; tulostaa 0

e std::cout << 1+ .0000000000000001-1 ; tulosti O
std::cout << 1+(.0000000000000001-1) ; tulosti 1.11022e-16

e ota huomioon, ett3
— lukualueet ovat rajallisia
— 2 on eri asia kuin 2.0
— liukuluvuilla laskenta ei ole tarkkaa
— tiedon tyyppi ja sisdltd voivat muuttua lausekkeessa (muutkin kuin luvut)
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e tyyppimuunnoksia voi tarvittaessa maarata
— esim. int n = 1; std::cout << (float(n)/2)*2; tulostaa 1

e yleensa tyyppimuunnokset pyrkivat sailyttamaan tiedon merkityksen, mutta
— on muunnoksia, joilla merkitystd muunnetaan hallitusti,
esim. int (-3.7) tai const-maareen poisto
— on muunnoksia, jotka sdilyttavat esitystavan (bittikuvion) piittaamatta
merkityksesta
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2.3 Sijoituslause

Sijoituslause (assignment statement) on muotoa

muuttuja := lauseke (muuttuja saa arvokseen lausekkeen arvon)
tal

muuttujan osa := lauseke

e esimerkkeja
—1:=14+1
— Alil =0
—K[2] + /K|[2]? — 4K[1]K|3]

T 2K 1]
— henkil6t|2 - & — 3].sukunimi|7] := "k’
e vasen puoli on lauseke, joka tuottaa jotain, johon voi sijoittaa
— muistipaikan nimen
— vasen-arvo (l-value)

e oikea puoli on lauseke, joka tuottaa jotain, jonka voi sijoittaa
— oikea-arvo (r-value)

= A[1] esiintyy kahdessa eri merkityksessa sijoituksessa A[1] := A[l]
e vol sijoittaa n := 0 mutta el voi sijoittaa 0 :=n
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Sijoitusoperaattorin kirjoitusasu

e muinoin kasinkirjoituksessa kaytettiin <—, mutta sitd ei saa nappaimistolta
— muinoin ei aina ollut edes merkkia <

= otettiin kdyttoon =
— esim. Algol, Pascal ja Ada

e FORTRAN, C ja C4++ kayttavat =
= = on hyvin yleinen ja ndyttda olevan yleistymassd myos pseudokoodissa

e jos sijoitus on =, niin mika silloin on yhtdsuuruusvertailu?
— Cja C++4: ==
— FORTRAN: .EQ.

on hyva, ettd epasymmetrinen toiminto merkitdan epasymmetrisella symbolilla
— if n =0 then ... toimii samoin kuin if 0 = n then ...

— n := 0 ei toimi samoin kuin 0 :=n

jos ":" tulkitaan "jalkeen” ja sen puute "ennen”, niin ¢ = 7. — 1 olisi 7 +1 = q:
elii: =i+ 1 eli 7 :=14+1 (mutta kdantijat eivat hyvaksy kuin viimeisen)

on vaikeaa saada ohjelmoijat hyvaksymaan :=, mutta vield vaikeampaa olisi
saada peruskoulujen matematiikan opetukseen ==

on hyva tiedostaa ero merkinnan ja sen esittaman abstraktin asian valilla
— tatd auttaa, jos tuntee saman asian eri merkinnagilla

= talla opintojaksolla kaytetdan :=
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= ja :< madrittelyoperaattoreina

e nykyisin teoreettisessa tietojenkasittelytieteessd ja matematiikassakin :
kdytetdaan toisinaan maarittelyoperaattorina
— uusi merkintd := maaritelm3
— esim. kompleksiluvun itseisarvo |z + iy| := \/x? + y?
— lausekel = lauseke2 tarkoittaa paasaantoisesti
yhtasuuruusvaitettd jo maariteltyjen asioiden valilla

varsinkin aikaisemmin kaytettiin esim. =4, tai =
— myos kaytetdan = ja tehdadan tekstissa selvaksi, ettd merkintd on uusi

paitsi etta ¢ := antaa O:lle arvon tai merkityksen, se myos kertoo, etta
¢ on uusi merkinta, joka otetaan nyt kayttoon

matematiikassa ei yleensa ole tapana vaihtaa merkinnan arvoa tai merkitysta
= sekaannusta mychempiin sijoituksiin ei synny, koska niita ei ole

kun maarittelyn kohde tuottaa totuusarvon, saatetaan kayttaa <
— esim. on_ alkuluku(n) :<&=n>2A-FJi:dj:i>1ANj>1An=1j

C++:n sijoitustoiminnoista

e C+4+:n sijoitus on lauseke, joka palauttaa arvonaan sijoitetun arvon
— sijoitustapahtuma on sivuvaikutus

= (C++:ssa sijoituksia voi ketjuttaa, esim. x
e CH++4:ssa on myos +=, %=, <<= jne.
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2.4 Ohjauslauseet

Ehtolauseessa (conditional statement) if C' then B; else B;
e (' on ehto (condition)
e B; on then-haara (then-branch)

e B> on else-haara (else-branch)
— avainsanan else ja else-haaran saa jattaa pois

While-silmukassa (while-loop) while C' do B

e (' on ehto (condition)
e B on vartalo (body)

Taman opintojakson pseudokoodissa sisennykset osoittavat rakenteiden rajat

Esimerkki: Quicksort

e kenties maailman eniten kaytetty nopea jarjestamisalgoritmi

e toimintaperiaate
— siirrd pienet alkiot taulukon alkuosaan ja suuret loppuosaan (ositus)
— jarjesta alku- ja loppuosa kumpikin erikseen Quicksortilla

e ositus on vaikea tehda hyvin
= osituksesta on monia eri muunnelmia
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e esimerkkitoteutus

Quicksort(a, y1)

if a1 > y; then return
x := Alrandom(ay,y1)].x
a:=a— 1L y:=y +1
while a < y do

a:=a+1,y:=y—1

while Aja].z <z doa:=a+1

while Alyl.x >x doy =y —1

if a <y then apu := Ala]; Ala] := Aly]; Aly] :
if a =a; thena :=a-+1

Quicksort(ay,a — 1); Quicksort(a, y1)

e jarjestdd taulukon Ala; ...y;| alkioiden avainten Ali|.x perusteella
— koko taulukon A[1...n| jarjestamiseksi kutsutaan Quicksort(1,n)

e tulemme nikemain, ettd on tarkeaa, etta ositus ei ole toistuvasti hyvin vino
e tutkimme tata pseudokoodia muunnelmineen huolellisesti luvussa 4.1

For-silmukassa (for-loop) for i := a to y do B

e i on silmukkamuuttuja
e ¢ on alaraja
e y on ylaraja
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Aidossa for-silmukassa

e ylarajan arvo lasketaan ensimmaisen kierroksen alkaessa eikd se muutu, vaikka
sen laskemisessa kaytettavat tiedot muuttuisivat
—n:=4;fori:=1tondon:=n+1 lopettaa kierroksen 7 = 4 jilkeen

e silmukkamuuttujan arvoa ei saa muuttaa silmukan vartalossa
(ainakaan pienemmaksi)
—n:=4;fori:=1tondoi:=2 on kielletty

= silmukka tekee enintdan y — a + 1 kierrosta, a:n ja y:n aloitushetken arvoilla
e C++4:nfor(...){...} ei ole tissd mielessa aito for-silmukka

Avainsanalla downto ilmaistaan, ettd silmukkamuuttuja juoksee alaspain
for + := y downto a do B

Esimerkki: Counting-sort

e nopein tunnettu jarjestamisalgoritmi silloin, kun avaimet A[i].xz saavat arvonsa
pienestd joukosta {0,1,..., M — 1}
— tarvitsee aputaulukon kooltaan M
— osa tyomaarasta verrannollinen lukuun M
= ei kayttokelpoinen, jos M on suuri
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e toimintaperiaate
— laske kunkin arvon esiintymien maara
— kopioi arvot vastaustaulukkoon suoraan oikeille paikoilleen

Counting-sort

for k :=0to M — 1 do Clk] :
for i := 1 to n do C[A[i].x] := [ i].x] +
for k :=1to M —1do C[k] := Clk] + [ 1]
for i := n downto 1 do
B|ClA[i].x]] := Ali]; ClA[t].x] .= C|Ali].x] — 1

toisen rivin jalkeen C|k| on niiden alkioiden maara, joiden arvo = k

kolmannen rivin jalkeen C[k| on niiden
alkioiden maara, joiden arvo < k

viimeinen silmukka kopioi kunkin A:n alkion viimeiseen
sellaiseen B:n kohtaan, johon ei ole vield kopioitu ja
jossa kuuluu olla enintdaan sen suuruinen alkio

koska se selaa A:n takaperin, se sdilyttaa niiden alkioiden keskindisen

jarjestyksen, joilla on sama .z

— lopputulos saadaan noudattamaan ensisijaisesti jotain (esim. sukunimi) ja
toissijaisesti jotain muuta (esim. etunimi) jarjestysta
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Muita ohjauslauseita

e tilld opintojaksolla error kaataa ohjelman
— kaytetaan merkitsemaan tilanteita, joista ohjelman ei tarvitse selvita,
kuten tyhjan tietorakenteen ensimmaisen alkion palauttaminen

goto: hyppy mielivaltaiseen kohtaan koodia

— oli muinoin perusrakenne yhdessa vastaavan ehdollisen hypyn kanssa
— aiheuttaa vaikeatajuista koodia, vaikea nahda mista johonkin tullaan
= joutui epasuosioon

silmukat, joiden ehto testataan lopussa (tai keskell3)
— do ... while(...);

— repeat ... until ...

— loop ... exit when ...; ... end loop

continue: hyppy silmukan ehtoon

break: hyppy silmukasta ulos

haarautuminen arvon perusteella: switch, case, computed goto

poikkeusmekanismi
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2.5 Osoittimet, viitteet ja kahvat

Taulukot ovat melko jaykka tietorakenne

e lisidminen muualle kuin loppuun on hidasta
— esim. estdd ~» edistada

e tilaa pitda varata kiinted maara
— joustavan kokoinen taulukko voi kasvaa yli maaran siirtymalla toiseen
paikkaan, mutta se perustuukin osoittimiin (ja jattda reidan muistiin)

Joustavia tietorakenteita saadaan tietueilla, joissa on osoittimia toisiinsa

e talld opintojaksolla
— o0s7 tarkoittaa osoittimen os padssd olevaa tietuetta tms. (C+4:n *os)

— osoittimen arvo L tarkoittaa, ettd osoittimen paassa ei ole mitaan
— osT.kenttd tarkoittaa osoittimen os _
padssa olevan tietueen kenttaa C_’ d 1 iy
(C++:n os->kentta) )

ée

t

e esim. l-suuntainen linkitetty lista
— lisddminen keskelle on nopeaa (kun paikka tiedetdan)
wustT.kirjain = 'i’; wusiT.seur := nytt.seur; nyttT.seur = uusi

e tietueet saadaan yleensd varaamalla dynaamisesta muistista (luku 3.1)
e jatkossa tulee paljon lisda esimerkkej3
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e sama tietue voi olla yhtiaikaa usean osoitinrakenteen jdsen
— esim. aakkosjarjestetyssa puussa ja aikajarjestetyssa listassa
.arvo, .vasen, .oitkea, .18a, .seur
= vanhimman poisto ja aakkosjarjestyksessa hakeminen on tehokasta

e tallaisen toteuttaminen edellyttdd kykya toteuttaa osoitinrakenteita
= ala tyydy vain poimimaan osoitinrakenteita kirjastoista

Tietueita ja osoittimia voi matkia taulukoilla ja indekseilla

e esim. kirjain|uusi] := '1’; seur|uusi] := seur|nyt]; seur|nyt| := uusi

e vaikka ohjelmointikielen osoittimien ja tietueiden kaytto on yleensa
katevampaa, toisinaan kannattaa tehda kuten ym. esimerkissa

e osoittimet ovat itse asiassa indekseja isoon taulukkoon nimeltd Muisti
— esim. osT.kirjain ~ Muisti|os] ja osT.seur ~ Muistilos +4...0s + 7]
— Muisti[os + 1. .. 0s 4+ 3] ovat esimerkissa kdyttamattd, koska nykyisin
pyritaan sijoittamaan tietoja 4:113 jaollisiin osoitteisiin

e C++:ssa taulukot ovat vain lyhennemerkinta osoittimille
— A[i] tekee saman kuin *(A+i) tai *(i+A)
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Kahva (handle) on yleinen nimi suoralle paasylle johonkin tietoon

e yleensa kaytannossa osoitin tai indeksi

e C++:n iterator on jokseenkin sama asia
— "iterator’ sisaltdd ajatuksen kyvysta siirtyd seuraavaan tai edelliseen,
mitd "kahva' ei valttamatta edellyta

Viite (reference) on osoitin suoran tiedon syntaksilla
e esim. int i=4, &j=i; varaa yhden muistipaikan, jolla on kaksi nimed i ja j
— int i=4, &j=i; j=2; std::cout << 1i; tulostaa 2
kateva esim. antamaan lyhyt tilapdinen nimi, johon voi sijoittaa

— int &i = H[k]->seur->henkild.tulospisteet[2];
if( i>100 ){ i=100; } maksa_bonusta( i*5 );

hyodyllinen tiedon valittdmisessa aliohjelmalle ja takaisin (luku 3.2)

viitettd ei voi kadntaa osoittamaan muualle
— sijoittaminen viitemuuttujaan sijoittaa kohdemuistipaikkaan, ei osoittimeen

C++:ssa voi luoda viitetyyppeja

— viitetyyppinen tieto on viite alkuperdisen tyyppiseen tietoon
— katevas

— vaarallista, jollei tiedda mita tekee
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3 Aliohjelmat ja abstraktiot

3.1 Muistin hallinta

Nykyisin tietokoneohjelma saa muistia padasiassa kolmella tavalla

1. Muistin varaus staattisesti eli suorituksen aloitushetkell3

e "samaa’ muuttujaa voi olla vain yksi kappale (vrt. jdljempana)
e muuttujan elinikd on tyypillisesti koko suoritusaika
e C++: aliohjelmien ulkopuolella maaritellyt, static

2. Muistin varaus kutsupinosta (call stack)

iIso muistialue, jota otetaan kadyttoon ja vapautetaan laidasta alkaen
kun kutsutaan aliohjelmaa, sen muisti varataan kutsupinon paalle

myos sisdkkaisten lausekkeiden laskenta kayttaa kutsupinoa

"samaa’ muuttujaa voi olla monta kappaletta,
muuttujan elinikd vaihtelee
— (Q:n paikalliset muuttujat esimerkissa

esim. padohjelma kutsuu P:t3, sitten
padohjelma kutsuu ):ta joka kutsuu
(Q:ta joka kutsuu P:ta3
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e varaaminen ja vapauttaminen on helppoa ja nopeaa maarasta riippumatta
e vapauttamisen on tapahduttava tiukasti maaratyssa jarjestyksessa

3. Muistin varaus dynaamisesta muistista (heap, free store)

e iso muistialue, josta muistia otetaan kayttoon ja vapautetaan mielivaltaisesti
— tama "heap’ on eri asia kuin heapsort:in "heap”

C++: new ja delete
— esim. C4++:n merkkijonotoimintojen sisilla on piilossa ~ new ja delete

varatuilla muistilohkoilla on yleensa tyyppi, mutta ei yleensa yksilollisia nimia
= ei yleensa kutsuta muuttujiksi

usein varataan monia lohkoja, ja niissa on osoittimia toisiinsa

"muuttujan” elinikd on ohjelmoijan vapaasti paatettavissa
— ts. muistilohkon varaus- ja vapautushetki

dynaamisen muistin kaytto on altis virheille
— otetaan osoitin kayttoon mutta ei varata muistia int *p; *p
— vapautettaessa muistia jda osoittimia, joiden kautta kaytto jatkuu
(dangling pointer) int *p = new int, *q = p; delete p; *q
— muistin vapautus unohtuu: muistivuoto (memory leak)
int *p = new int, *q = new int; *p = 3; p
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e kun muistia vapautetaan sekalaisessa
jarjestyksessa, jaa varatun muistin
sekaan vapaita alueita

e niiden uudelleen kdyttoon otto eri

kokoisilla varauksilla pirstoo vapaata muistia viela pienemmiksi alueiksi

e jollei vierekkaisid vapaita alueita yhdisteta, ei lopulta pystytd antamaan
isoja muistilohkoja, vaikka vapaata muistia olisi paljon

= kayttojarjestelmissd on monimutkaisia mekanismeja muistin kierrattamiseksi
— koska asia on tarked, ne on hiottu hyviksi

— silti adrimmaiseen tehoon pyrittdessd kannattaa muistin vapautusta valttaa
— saman tyyppisille muistilohkoille on helppo jarjestaa tehokas kierratys itse

Kutsupino tarjoaa hyvan kompromissin

e staattinen varaaminen on moniin tarkoituksiin lilan joustamatonta

e dynaaminen varaaminen on vaikeaa ohjelmoijalle ja kayttojarjestelmalle
= kutsupino on tarkea kasite

e luvussa 11 tulemme n3dkemaan, ettad pinolla on erikoisasema myos
teoreettisessa tietojenkasittelytieteessa
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Muistin tasot ja virtuaalimuisti

e pienitehoisessa tietokoneessa (kuten TV:n kaukosdadin) voidaan esim. laittaa

— muistin alkuun kayttojarjestelma, sitten ohjelma, sitten kutsupino
— dynaamisen muistin alue muistin loppuun

jarean tietokoneen muisti koostuu eritasoisista osista
paljon hidasta muistia (kiintolevy)
melko paljon keskusmuistia
jokin maara erityisen nopeaa valimuistia (cache)
prosessorin rekisterit, joissa laskenta tapahtuu

ohjelmalle annetaan yleensd yhtendinen osoiteavaruus (address space)

— sama ohjelman tuntema osoite voi eri hetkind vastata eri sijainteja
keskusmuistissa tai kiintolevylla: virtuaalimuisti

— ahkerimmassa kaytossa oleva on kopioitu valimuistiin

— pitkan aikaa kayttamaton siirretaan kiintolevylle

tietoa siirretaan kiintolevylle ja takaisin vakiokokoisina, melko isoina lohkoina

nama kannattaa ottaa huomioon tehtiessa
suuria tietomaaria kasittelevia ohjelmia
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3.2 Aliohjelmat Quicksort(ay, 1)

if a1 > y; then return

x = Alrandom(ay,y1)].x
e keino eristdd koodinpatka itsenaiseksi yksikoksi a =a,—1;y:=y +1

— kirjoitetaan kerran, mutta voidaan
kutsua (call, invoke) useasti Quicksort(a1, a — 1);
— usein selkeyttad ohjelmaa, vaikka Quicksort(a, y1)
kutsuttaisiin vain kerran

Aliohjelma (subroutine)

tieto voi kulkea kutsujan ja aliohjelman valilla kolmella tavalla

— kutsuja antaa tietoa aliohjelmalle parametrien vilityksella

— aliohjelma palauttaa tietoa parametrien tai nimensa valityksella
— aliohjelma kasittelee sille ndkyvaa ulkopuolista tietoa suoraan

nimensa valitykselld tietoa palauttavaa aliohjelmaa kutsutaan usein funktioksi
— voidaan kayttaa lausekkeessa
— esim. y := (1 +sin(w -t + ¢))/2
— usein suositellaan, etta funktio ei saa vaikuttaa muulla tavalla
(ei saa olla sivuvaikutuksia)
— ohjelmointikielen funktio ei valttamattad ole matemaattisesti funktio

aliohjelman paikallinen (local) muuttuja on sen sisdllda maaritelty muuttuja

talld opintojaksolla (ja C4++:ssa) return, return paluuarvo tai ulos tulo
aliohjelman lopusta palauttaa aliohjelmasta
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Aktivaatiotietue (activation record)

e aliohjelma tarvitsee muistia
parametreille Quicksort: a1 ja 1
paikallisille muuttujille Quicksort: z, a, y ja apu
paluuosoitteelle (kutsujan suorituksen sijainnille) Quicksort: alkuper., alarivi 1 ja 2
funktion tapauksessa paluuarvolle

e nama muodostavat aktivaatiotietueen P
— lisataan kutsupinon paille 0
aliohjelman suorituksen alkaessa

— poistetaan kutsupinon paalta P Q Q Q
aliohjelman suorituksen loppuessa

e muuttujia voidaan luoda kutsupinoon ja vapauttaa sieltd myos kesken aliohjelman
— lausekkeet sekd esim. for( int i=0; i<n; ++i ){ ... }

Parametrien vilitys (parameter passing), johdanto

e esim. maaritelmad Quicksort(ay,vy1) ...a1...y1... , kutsu Quicksort(ai,a — 1)

— alleviivatut a; ja y; ovat muodollisia parametreja (formal parameter)
— a — 1 ja viimeinen a; ovat kutsuparametreja
eli todellisia parametreja (actual parameter)

e kukin parametri valitetdaan jollain parametrinvalitysmekanismilla
— kaymme lapi kaksi tunnetuinta
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Arvon valityksessa (call by value) kutsuparametri kopioidaan aliohjelmalle

C++:n "tavallinen” parametrinvalitysmekanismi
valittaa tietoa vain kutsujalta aliohjelmalle

kutsuparametri voi olla lauseke, esim. w -t 4+ ¢

— kutsuparametri voi olla oikea-arvo
— aliohjelmalle annetaan sen arvo laskettuna kutsuhetkella

tehoton, jos vialitettdvan tiedon maara on suuri

mutta aliohjelma kayttaa siitd vain osaa

— esim. jos aliohjelma etsii puhelinnumeron puhelinluettelosta
nimen perusteella, niin kopioi koko puhelinluettelon

ei altis jaljempana kasiteltdvalle aliasing-ongelmalle

muunnelmissa tietoa kopioidaan myos tai vain lopuksi aliohjelmalta kutsujalle
— call by result, call by value-result
— kutsuparametrin on oltava vasen-arvo
— kopioidaanko vastaus kutsuparametriin tulkittuna
kutsuhetkelld vai paluuhetkella?

hups(z)
1 =2 =5

kutsu: 4 := 1; hups(Ali])
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Viitteen valityksessa (call by reference) aliohjelmalle annetaan kutsuparametrin
osoite tms., mutta ei kaytetd osoitinten kirjotustapaa

e C++:n &mekanismi
— oikeastaan C++:ssa valitetaan arvon valityksella viitetyyppinen arvo,
mutta se on sama asia toisin sanottuna

e valittdad tietoa molempiin suuntiin
— C++:ssa const-maareelld voidaan (yrittdd) estdd valitys paluusuuntaan

= kutsuparametrin on oltava vasen-arvo
— kaikki ohjelmointikielet eivat varmistaneet tata
= oli mahdollista muuttaa vakioita, esim. ups(z) x := 3, kutsu: ups(w)

e lievasti tehoton, jos valitettdvan tiedon maara on pieni
— aliohjelma paasee tietoon kasiksi vain epasuorasti,
ei ¢ := ¢+ 1 vaan Muisti|viite] := Muisti|viite] + 1
e kayttaa aina kutsuparametrin

— vasen-arvoa tulkittuna kutsuhetkella
— oikea-arvoa tulkittuna kayttohetkella

e esim. aliohjelman hips(z,n) ¢ := 2; x := n kutsu ¢ := 1; hips(A[i], ) sijoittaa
All] =2
= altis aliasing-ongelmalle
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Aliasing-ongelma
e samalla muistipaikalla voi olla monta eri nimea
— monta olennaisesti erindkoista lauseketta voi tarkoittaa samaa vasen-arvoa

esim. viitteen valitykselld aliohjelman hops(i,j) i := 1; j := 2; print(7)
kutsu hops(n,n) tulostaa 2, mutta arvon valitykselld 1

esim. viitteen vilitykselld aliohjelman heps(7) 7 := 2; print(n)
kutsu n := 1; heps(n) tulostaa 2, mutta arvon valitykselld 1

esim. int i=4, &j=i; std::cout<<i; j=5; std::cout<<i; tulostaa 45

esim. int i,A[1]; i=0; A[1]=3; std::cout << 1i; tulosti kokeessani 3
— kaantajan optimoinnit piti kytkea pois

Funktion nimen valityksella palautettava arvo yleensa kopioidaan

® esim. return 2*i+1;
e kuten call by result

e jos nimelld on palautettava useita arvoja, ne on yhdistettava kootuksi arvoksi
— esim. palautetaan tietue tai olio
— esim. C+4++:ssa jotkin tietorakenteeseen lisdystoiminnot palauttavat
tietueen, jonka .first on kahva lisdttyyn ja .second kertoo lisattiinko
— saattaa olla katevampaa palauttaa tiedot viiteparametreilla
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e C++:lla voi ilmaista viitetyyppisen paluuarvon, mutta siind on ongelmansa
— seuraava tulosti kokeessani 6
int &£ (){ int i=6, &v=i; return v; }
void g( int &w ){ int j=7; std::cout << w; j=j; }
int main(O{ int &u = £(); gCw); }

— seuraava tulosti kokeessani 7

int &f(){ int i=6, &v=i; return v; }
void g( int &w ){ int j=7,k=8; std::cout << w; j=k; }
int main(){ int &u = £ ; glu); }

— periaatteessa mahdollinen selitys (todellisuus on monimutkaisempi)

0l | [ 0] | [

u u uw u u uw

= tarvittaessa on mietittdva muistin varaus paluuarvolle

Rekursiivinen aliohjelma voi kutsua itsedan suoraan tai valillisesti

e esim. Quicksort kutsuu itseddn suoraan
e esim. P kutsuu (Q:ta, joka kutsuu P:ta
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Rekursio on kidteva ohjelmointitekniikka silloin, kun
tehtava jakautuu samanlaisiksi pienemmiksi osatehtaviksi

e pohjatapaus ratkaistaan ilman rekursiivista kutsua
— pohjatapaus on oltava, jotta suoritus paattyisi

e esim. Quicksortissa
— taulukko jaetaan kahdeksi pienemmaksi taulukoksi,
jotka jarjestetaan Quicksortilla
— pohjatapauksena on < 1 alkion taulukko

e esim. lausekkeen kasittelyssa alalausekkeet kasitellaan rekursiivisesti
laske(s) — float // s on lausekepuun solmu
if sT.laji = >+’ then return laske(sT.vasen) + laske(s1.oikea)

if -ST.lajz' ’/? then return |/laske(st.vasen)

Jokainen rekursiotaso luo uuden aktivaatiotietueen

e muistin kulutus voi muodostua ongelmaksi, jos rekursiotasoja on paljon ja
aktivaatiotietueessa on paljon tietoa, josta ei tarvitse olla erilliset kopiot

kertoma(n) — N // m, tulos ja paluuosoite

if n =0 then return 1 else return n - kertoma(n — 1)
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e monet kidantajat korvaavat rekursion silmukalla silloin, kun se on helppoa
— esim. kun rekursiivinen kutsu on aliohjelman viimeinen teko
kertoma(n) — N
1= 0; tulos :=1
while i #n do 7 := 7 + 1; tulos := i - tulos
return tulos

o kokeessani g++:lla kidannetty kertoma kulutti
— 32 tavua / rekursiotaso ilman optimointia
— 16 tavua / rekursiotaso optimointitasolla -O1 ja yli
= ei osannut optimoida rekursiota pois

Quicksortissa on helppo muuttaa jompikumpi rekursiivinen kutsu silmukaksi,
muttei molempia

e on muistettava taulukon jakokohta a joka rekursiotasolta
— molempien kutsujen poistamiseksi olisi tehtava esim. oma pino

e huonoimmassa tapauksessa rekursiiviseen kutsuun menee aina
yhta pienempi taulukko kuin oli edellisessa kutsussa

— rekursiotasojen maara voi olla ldhes taulukon koko
= kuluttaa lisaa muistia taulukon kokoon verrannollisesti
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e valitsemalla pienempi osa rekursiiviseen kutsuun varmistetaan, etta
rekursiotasojen maara < 1 + log,(taulukon koko) (kun koko > 0)
Quicksort(a, 1)

while a; < y; do
x = Alrandom(a1,11) |.x

ifa—1—a; <y —a
then Quicksort(ai,a —1); a1 :=a
else Quicksort(a,y1); y1 == a—1

C++-kaantajalta voi toivoa, etta se kopioi aliohjelman koodin kutsun paikalle

e inline

e jos kdantdja toteuttaa toiveen, niin aktivaatiotietue jaa (osittain) pois
— voidaan yha tarvita muistia paikallisille muuttujille

e rekursiivisen aliohjelman kohdalla toivetta ei voi toteuttaa

Makrot

e makrossa teksti korvataan makron kutsun paikalle siten, ettd
muodolliset parametrit korvataan kutsuparametreilla
— esim. jos maaritelma on #define nelio(x) (x)*(x) ,
niin kutsu a = nelio(1+2); tuottaa a = (1+2)*x(1+2);
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e korvaus kohdistuu nimenomaan tekstiin, ja sen rakennetta ei tulkita

— esim. jos maaritelma on #define nelio(x) x*x ,
niin kutsu a = nelio(1+2); tuottaa a = 1+2%1+2;

e esimerkki: #define vaihda(i,j){int k=i; i=j; j=k;}
— kutsu vaihda(n,m); tuottaa {int k=n; n=m; m=k;}; -/
— kutsu vaihda(n,k); tuottaa {int k=n; n=k; k=k;};
— kutsu vaihda(i,A[i]); tuottaa {int k=i; i=A[il; A[il=k;}; //

= makroja kannattaa valttaa

e esimerkki
— luodaan puhelinluettelo:

std: :map< std::string, std::string > puh_luettelo;

kirjoitetaan makro lisdamista varten:
#define lisaa( nimi, nro ){ puh_luettelo[ nimi ] = nro; }

lisdys lisaa( "Jussi", "040 123 4567" );
muuttuu koodiksi puh_luettelo[ "Jussi" ] = "040 123 4567";;
seuraava kaantyy varoituksetta; mita se tekee?

lisaa( "H&ajy", "050 999 9999"; puh_luettelo.clear() );
C++:n tapauksessa tama on ansa vain ohjelmoijalle, mutta tulkattavien
veppikielten tapauksessa loppukayttdja voi paasta hyokkaamaan nain!
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Parametrinvalitysmekanismien muistilista

e mihin suuntaan tieto kulkee?
— kutsujalta aliohjelmalle
— aliohjelmalta kutsujalle
— molempiin suuntiin

siirretdanko varsinainen tieto vai ainoastaan paasykeino siihen?

aliohjelmaan tulevasta tiedosta
— lasketaanko tiedon arvo aliohjelman kutsuhetkelld vai tiedon kayttohetkell3?
— milla hetkelld tiedon [3htopaikan vasen-arvo lasketaan?

kutsujalle tulevasta tiedosta

— lasketaanko tiedon arvo aliohjelmasta paluuhetkelld vai aikaisemmin?
— milld hetkelld tiedon vastaanottajan vasen-arvo lasketaan?

jos parametri on iso, siirretdanko iso maara tietoa?

AV MAT-71000 Tieto ja laskenta 7. tammikuuta 2018 3 Aliohjelmat ja abstraktiot 62/249



3.3 Abstraktioista, turvallisuudesta ja tehokkuudesta

Ohjelmoinnin tueksi on aina keksitty abstraktioita

e koneen tasolla on rekistereitd, osoitteita, muistipaikkoja ja yksinkertaisia
asioita tekevia kaskyja
— rekisteri on kuin muistipaikka, mutta laskenta tapahtuu niissa ja
rekisterilld on yleensd nimi mutta ei osoitetta (vaihtelua esiintyy)

kaskyille ja muistipaikoille annettiin nimia kuten JNZ ja cnt
— helpompia muistaa kuin 1001100100101101 ja 0100110010100011

muuttujien sijoittaminen muistiin ja hyppyjen kohdeosoitteiden
selvittdminen jatettiin tietokoneen tehtavaksi

toistuvasti tarvittavia kaskyjonoja abstrahoitiin aliohjelmiksi
— matemaattisia funktioita ja muutakin abstrahoitiin funktioiksi

matemaattisten merkintdjen matkimiseksi otettiin kdyttoon lausekkeita

erilaisten tietojen hallitsemiseksi keksittiin tyypin kasite: merkki,
luonnollinen luku, liukuluku, . ..

tunnistettiin ohjausrakenteita ja pyrittiin pois hypyista sinne tanne
— silmukat, valintalauseet, poikkeukset, . ..

yhteenkuuluvia tietoja niputettiin tietueiksi
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e tietoa ja toimintoja niputettiin pakkauksiksi ("esiolio”) ja olioiksi
— luokkahierarkialla voidaan hyédyntaa laheisten tyyppien samankaltaisuutta

e muoteilla (template) hyddynnettiin samankaltaisuutta, jota aikaisemmat

keinot eivat pystyneet hyodyntamaan
— muotteja parametroidaan tyypeilld, joiden ei tarvitse olla kovin samanlaisia

— (siihen lisattiin mm. parametrointi vakioilla)
saman ldhdekoodin kddntamistd moneen kertaan eri tyypeille

Y
Y

e |3hes kaikkea niputettiin nimiavaruuksiksi
e tirkeimmat tietorakenteet otettiin mukaan kielten kirjastoihin

— esim. C++:n map
— nakokulma on tietorakenteen tuottaman palvelun eika sen toteutuksen

o ...
e tanaan tarvittaisiin hyvia abstraktioita rinnakkaisuudelle!

— prosessorit, joissa on monta ydinta
— jarjestelmat, joista osa on veppiselaimessa ja osa pilvessa

Abstraktioiden tavoitteena on
e mahdollistaa luontevien kasitteiden kaytto ohjelmoinnissa
— opiskelijan nimi ~ Muisti[27683 . . .27695]

— henkilotietue ~ merkkijono, luku, luku, bitti, ...
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e siirtad alatason yksityiskohtia koneen tehtavaksi
— esim. merkkijonojen tarvitseman muistin varaaminen ja vapauttaminen

e vihentdi ohjelmointivirheita

— esim. tyypit estavat kokonaisluvun sijoittamisen vahingossa osoittimeksi
— esim. const pyrkii estimaan tiedon muuttamisen vahingossa

e rajoittaa vaikutuksia muualle ohjelmaan, jos abstraktion toteutus vaihtuu

— esim. opiskelijarekisterin toteutus joudutaan korvaamaan tehokkaammalla
— jotta tama toteutuisi, opiskelijarekisterin toteutus pitda katkea

Tiedon kdtkentd (information hiding)

e ohjelman osalle maaritellaan toteutuksen lisdksi rajapinta
e muut osat voivat kayttaa rajapintaa, mutta eivat voi koskea toteutukseen
e esim. C++ private ja public

class pino_100{
float A[100]; unsigned n;
public:
int mdara(){ return n; }
void 1lisda( float x ){ if( n<100 ){ A[n] = x; ++n; } }
void poista(){ if( n>0 ){ --n; } }
float ylin(){ return n 7 A[n-1] : 0; }
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Jatkossa tulee asian lisaksi myos propagandaa

e ole eri mieltd vielakin vapaammin kuin tavallisesti!

Jotta abstraktio vahentaisi virheitd, sen pitaa rajoittaa ohjelmointia

e enemman tyota ohjelmointivaiheessa, mutta
vahemman korjausty6ta ja/tai jaljelle jaavia virheita
— ohjelmoijaa vaaditaan antamaan lisatietoa,
joka auttaa kaantdjaa loytamaan virheita

liian ahtaat rajoitteet ovat kiistatta vahingollisia

— jollei samaa muistialuetta voi kasitella henkilotietueena ja bittikuviona, ei
voi ohjelmoida tiedon siirtoa kiintolevylle eikd muistin kierratysta

— maailmaa eivat vallanneet elegantit kielet, joilla voi tehda melkein kaiken
tarvittavan, vaan rumat kielet, joilla voi tehda aivan kaiken tarvittavan

makrot mahdollistavat vaikka mita, mutta osoittautuivat lilan virhealtteiksi

hyva kompromissi: osan asioista voi tehda vain erityisilla komennoilla
= niitd ei tee vahingossa eika salaa

Abstraktiot ja turvallisuusominaisuudet voivat vahentaa suoritustehoa

e taulukon indeksoinnin tarkastukset kuluttavat hieman aikaa

e tietorakenteen kasitteleminen suoraan saattaa olla tehokkaampaa kuin
rajapinnan |lapi
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e turvallisen version voi toteuttaa tehokkaan paaille, mutta ei toisinpain

= C+4+:n sailidissd (esim. 1ist, map ja deque) on suosittu tehokkuutta ...
— ... mutta vastaavat turvalliset ovat jadneet enimmakseen toteuttamatta

Ajoaikaisissa virheilmoituksissa on etunsa ja haittansa

e on parempi, etta verkkopankki sanoo "system crash”
kuin paastaa varkaan sisaan

e ei ole kiva, jos lentokoneen ohjausjarjestelma sanoo "system crash” ja
seuraavat 5 minuuttia kdynnistyy uudelleen ennen kuin taas tottelee

e lentokoneen ohjausjarjestelmankin testausvaiheessa on hyva, jos virheet
tulevat mahdollisimman varmasti ilmi

= ajoaikaiset tarkastukset tulee voida kytkead paalle ainakin osassa testeja

Kielessa tulisi olla riittava etdisyys merkityksiltdan eroavien ilmausten valilla

e pienen ajatus- tai kirjoitusvirheen tulisi aiheuttaa kdannos- tai ajoaikainen
virhe, eika eri asian tekeva koodi

e esimerkki
— C4+:n ja-operaation && sijaan kirjoittaa helposti &
— kaantaja ei varoita, koska myos & on laillinen operaattori

— X & y tuottaa vain harvoin eri tuloksen kuin x && y
= virhettd on vaikea havaita testeissa

= joudutaan opiskelemaan &, jotta osattaisiin varoa sita
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e esim. vuosien takainen yritys vallata Linux
ifC user = 0 || ... ){ ... }

e C++:sta on opiskeltava paljon asioita, joita ei edes aio kdyttaa
— koska kaantaja ei varoita, on ohjelmoijan opiskeltava paljon asioita muotoa
"varo tekemastd ndin’ ja muistettava ne ohjelmoidessaan
— tamako on ohjelmoijan aivokapasiteetin jarkevaa kayttoa?

Uusia turvallisuusominaisuuksia on vastustettu ankarasti

e monet hyvaksyttiin lopulta yleisesti
— goto:n korvaaminen valinta- ja silmukkarakenteilla
— velvollisuus maaritelld muuttujat ennen kayttoa
— virheilmoitukset, kun sijoitetaan vaaraan tyyppiin
— ohjelman keskeyttaminen, kun taulukkoa indeksoidaan ohi rajojen

e silti uudet ominaisuudet tehdaan kovin usein turvattomiksi
— std::vector<int> V; V.pop_back(); std::cout << V.size();
tulosti 4294967295
— esim. Javan rinnakkaismalli

e kokevatko ohjelmoijat turvallisuusominaisuudet loukkaavina?
— vain lallari kayttaa konttauskyparaa tai indeksoinnin rajatarkastuksia
— seko mielletdan ammattitaidoksi, ettd osaa varoa ansoja (kuten & vs. &&),
joita ei tarvitsisi olla olemassakaan?

e virheilmoitukset eivat ole ohjelmoijan kyykyttamista, vaan auttamista!
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Silti pyrkimys abstraktioihin ei ole pelkdstaan hyvaksi

e 0sa abstraktioista on selvasti hyvia
— esim. C4++:n string ja vector
— esim. muistin ajatteleminen taulukkona, jota indeksoidaan osoittimilla

e valitettavasti abstraktio tai rajapinta voi olla huonosti valittu
— yleensa vasta kayton myota selvidad, mitd oikeasti tarvitaan
— varsinkin kun kayttotarpeet muuttuvat
— rajapintojen suunnittelu vaatii paljon tietoa, hiljaista tietoa ja vaistoa

e toteutuksen helppo vaihdettavuus on usein naenndinen hyoty
— siihen on loppujen lopuksi varsin harvoin tarvetta
— se ei onnistu heittamalla edes silloin, kun kumpikin on C++:n sailio

= liian innokas tiedon kdatkeminen yms. ei vastaa tarkoitustaan

e valitettavasti monet abstraktiot vuotavat (leak) pahasti
on pakko ottaa huomioon asioita, jotka abstraktio yrittaa katkea
esim. jos osoittaa C++:n vector:ssa olevaan alkioon, on ymmarrettava,
ettd se voi siirtya toiseen muistipaikkaan, jolloin osoitin vanhenee
C++:n siilicihin 1ist, map, deque jne. liittyy niin paljon tallaisia sdantgja,
ettd niitd on toivotonta yrittad hallita muuten kuin tuntemalla toteutukset
(ks. netista Kaytannon kokemus algoritmikirjastojen autuudesta)
pahimmassa tapauksessa on koko ajan pidettava mielessa
seka abstraktio etta sen toteutus
aivoille tuli lisaa kuormaa, kun kuormaa piti vahentaa
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4 Algoritmien toimivuus ja nopeus

4.1 Algoritmien ohjelmoinnista

Mita vikoja loydat alla olevasta Quicksortin toteutuksesta?

e |ihde: S.B. Lippman, C4++ Primer, s. 128, 1989
— ladontaa muutettu ruudulle mahtuvaksi, muuten suora kopio

static void swap( int *ia, int i, int j )
{ int tmp = ialil; iali] = ialjl]; ialj] = tmp; }
void gsort( int *ia, int low, int high ){
if( low < high ){
int lo = low; int hi = high + 1; int elem = ial low ];
for (;;){
while ( ial[ ++lo ] <= elem ) ;
while ( ial --hi ] > elem ) ;
if( 1lo < hi ) swap( ia, lo, hi );
else break;
} // end, for(;;)
swap( ia, low, hi );
gsort( ia, low, hi - 1 ); gsort( ia, hi + 1, high );
} // end, if ( low < high )
+
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e koeajossani 100000 alkion taulukon jarjestamisaika oli

— silmanrapays, kun alkiot olivat erisuuria ja sekalaisessa jarjestyksessa
— 145, kun alkiot olivat erisuuria ja valmiiksi jarjestyksessa
— 855, kun alkiot olivat yhtasuuria

o crailld pienelld syotteelld ohjelma kaatui ilmoittaen Muistialueen ylitys
e kirjan 2nd Edition:ssa s. 138 (ja vepissd) <=:n tilalle on vaihdettu <
while ( ial[ ++lo ] < elem ) ;
= edelld mainittu 85s muuttui silmanrapaykseksi, muut viat sailyivat

Ennen selityksen antamista laskemme, miten ehja Quicksort kayttaytyy, kun
taulukko on iso, kaikki alkiot ovat erisuuria ja jako on aina satunnainen ja kahtia

e olkoon n tutkittavan osataulukon koko (eli esim. high — low + 1)

e kun n < 1, niin ositusta ei tehda
— rekursion pohja

e kun n > 2, niin olkoon p(n) todenndkdisyys, etta pienempi osa < % taulukosta

. . 1
e todistamme, ettd p(n) < 3

n voidaan esittdd muodossa 4k + h, missa 1 < h <4
merkitaan alkuosan kokoa a
osat eivat tyhjia = 1 <a<n-1
pienempi osa on alle neljasosa, joss 1 <a<ktaidk+h<a<n-1
ok 2k 1
= p(n) < =% = =2 — < 2

n—1
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arvioimme rekursiotasojen maaran odotusarvoa r(n) ylhaalta

— selvasti jos n < m, niin r(n) < r(m)

— jos pienempi osa on vahintaan i taulukosta, niin alempia tasoja < r(| 22
— muussa tapauksessa alempia tasoja < r(n)

= r(n) < 1+ 1 —pn)r([5]) +pn)r(n) <
(p(n) = 3)(r(n) —r([F]) < 0 eli p(n)r(n) —p

= r(n) <r([22])+2

osoitamme induktiolla, ettd r(n) < 5logy n kun n > 2

-r(2)=2<5=>5log,2 ja [2] <nkunn>2

—r(n) <r([2])+2 < 5logy(22) +2 = 5logyn + 5log, 3 — 8 < 5log, n
e (numeerinen lasku vihjaa, ettd r(n) ~ 2,26 log, n + 1,45)
e rekursiotasolla selataan kukin alkio enintdan kerran
= kokonaistydbmaara on enintaan verrannollinen lukuun nlog,n

e tyomaara on pienimmillaan, kun ositus menee aina mahdollisimman tasan
— rekursiotasoja [log, n| + 1 (kun n > 1)
— alinta lukuun ottamatta kukin alkio selataan kerran
= kokonaistyémaara on vahintaan verrannollinen lukuun nlog, n

= suoritusaika on verrannollinen lukuun nlog, n

Edelld kdytetty ylalikiarvon muodostustekniikka kannattaa osata

e jako "hyviin” ja "huonoihin” tapauksiin, joilla mahdollisimman huono edustaja
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Lippmanin Quicksortin kayttaytyminen

e kun alkiot ovat erisuuria ja sekalaisessa jarjestyksessa, niin se kayttaytyy
(melkein) kuten pitdakin
— alla mainittuja ilmioita tapahtuu hyvin harvoin
= suoritusaika on verrannollinen lukuun nlog, n

e kun alkiot ovat erisuuria ja valmiiksi jarjestyksessa, niin
— elem on pienempi kuin muut osataulukon alkiot
— while ( ia[ ++lo ] <= elem ) ; lopettaa heti
— while ( ial[ --hi ] > elem ) ; lopettaa vasta kun hi = low
= yldosa sisadltda vain yhden alkion vihemman kuin saatu taulukko
= selataan n+ (n— 1)+ (n —2)+ ...+ 3+ 2= 2n? + in — 1 alkiota

— kun n on iso, se on paljon enemman kuin 5nlog, n
= 14 s sai selityksen

e jos ial[ low ] on suurempi tai yhtasuuri kuin muut taulukon alkiot, niin
while ( ial[ ++lo ] <= elem ) ; jatkaa taulukon loppuun ja sen ohi

e se lopettaa vasta, kun se
— |oytaa tarpeeksi ison luvun tai
— poistuu kayttajalle sallituista osoitteista = Muistialueen ylitys

e koeajossa Muistialueen ylitys saatiin laittamalla
taulukon ensimmaiseksi suurin mahdollinen int
— jos muistialuetta ei olisi suojattu, niin <=-versio jaisi ikuiseen silmukkaan
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e kun alkiot ovat yhtdsuuria ja versio on <=, niin

— while ( ial[ ++lo ] <= elem ) ; selaa taulukon lopun ohi mutta
yleensa lopulta loytaa riittavan ison arvon pysahtyakseen

— while ( ial[ --hi ] > elem ) ; lopettaa heti (hi = high)

= alaosa sisaltaa vain yhden alkion vahemman kuin saatu taulukko

= rekursiotasoja yhta paljon kuin 14s tapauksessa, mutta selausta tulee
enemman, koska selataan tutkittavan osan ohi ja koko taulukon ohi

= 85 s sai selityksen

e kun alkiot ovat yhtdsuuria ja versio on <, niin
— kumpikin silmukka lopettaa joka kerta heti
= alku- ja loppuosasta tulee mahdollisimman tarkasti yhta suuret
= suoritusaika on paras mahdollinen

Luotettavien ohjelmien tekeminen vaatii taitoa ja huolellisuutta

e Lippman yritti huonolla menestyksella kolmijakoa pienet, elem, suuret
e while ( ia[ ++lo ] <= elem ) ; on jalkiviisaasti ilmeisen vaarin

e Muistialueen ylitys on vaikea havaita testaamalla
— onko tapanasi testata INT_MAX:lla?
— vaikka Lippman korjasi koodiaan, tama virhe jai jaljelle
— haittaako virhe, joka ei |oydy testaamalla?

e huolellinen testaus olisi 16ytanyt muut virheet
— olisi sisaltanyt tapaukset "kaikki samaa” ja "valmiiksi jarjestyksessa”
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Sivun 38 Quicksort:n toiminnan perustelu

AV

Quicksort(a, y1)
if a1 > y; then return

x := Al[random(ai,y1)].x

a':a1—1 Yy —y1+1
while ¢ < y do

a:=a+1,y:=y—1

while Ala].z <z doa:=a+1

while Alyl.x >x doy ==y —1

if a <y then apu := Alal; Ala] == Aly|; Aly| == apu
if a =a; thena :=a+1

Quicksort(aj,a — 1); Quicksort(a, y1)

O:n tai 1:n alkion taulukolle ei tarvitse tehda mitaan
x valitaan A:sta, jotta sisemmat while-silmukat varmasti lopettavat

x valitaan satunnaisesti, jotta jako alku- ja loppuosaan olisi usein hyva
— tuottaa lukuun nlog, n verrannollisen suoritusajan
— jos A on valmiiksi jarjestyksessa ja kaikki alkiot ovat erisuuria,

niin valinta aina Afa;] tuottaa lukuun n? verrannollisen suoritusajan

ulomman while-silmukan kierroksen alussa patee aina
— jokainen a:n kohdalla ja siitd vasemmalle < z, jokin a:sta oikealle >
— jokainen y:n kohdalla ja siitd oikealle > z, jokin y:std vasemmalle <
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e ulomman while-silmukan lopetettua
—aSysasy
— Alal.x > x ja Alyl.e <=z
— kun a; <1i < a, niin Ali].x <z
— jos y < a, niin kun a <1 < yq, niin Ali]l.x > x
— jos y = a, niin Ala].x = x ja kun a <1 < yq, niin Alil.x >«
— Josa =a, NNy =a

= rekursiiviset kutsut on rajattu siten, ettd alkuosassa < z ja loppuosassa > «

e kumpikin osa on alkuperdista taulukkoa pienempi
— Ala] ei kuulu alkuosaan ja Ala;] ei kuulu loppuosaan
— ilman viimeista if-lausetta loppuosa voisi olla koko taulukko

= Quicksort(ay,y;) voisi kutsua Quicksort(ai,y1) = ikuinen rekursio

e jos kaikki A:n alkiot ovat yhtasuuria, niin tama ositus jakaa keskelt3

Taulukon sekoittaminen
e tatad tarvitaan joissakin kokeellisissa harjoitustehtavissa

fori:=1tondo Ali] =1
for i := n downto 2 do
J = random(1, %)
x = Ali]; Ali] = Alj]; Alj] ==

e j := random(1,n) tuottaisi vinon jakauman

AV MAT-71000 Tieto ja laskenta 7. tammikuuta 2018 4 Algoritmien toimivuus ja nopeus 76/249



4.2 Asymptoottinen suoritusaika

Insertion-sort

e edelld ndimme, ettd Lippmanin Quicksortin suoritusaika riippuu
paitsi syotteen koosta, myods sen muista ominaisuuksista

o tille tarkedlle (ja ehjélle) jarjestamisalgoritmille ilmié on paljon selvempi
— A[l...7i— 1] on jarjestyksessa aina for-silmukan ehdon kohdalla
— Ali| otetaan talteen muuttujaan apu = kohtaan ¢ jai "aukko”
— aukkoa siirretdaan vasemmalle, kunnes se on apu.z:n mukaisessa kohdassa

— apu laitetaan aukkoon

Insertion-sort

for i :==2ton do
apu = Ali]; j =1
while j > 1&& A[j — 1].x > apu.x do
Aljl = Alj -1}, j =7 -1
Alj] = apu
e kun n > 2, taulukko on takaperin jarjestyksessa ja koostuu erisuurista
alkioista, eniten suoritettava toiminto on testi j > 1&& A[j — 1].x > apu.x

— setehdddn (n—1)+1+2+...+(n—1)=in? + in — 1 kertaa
e ctuperin jarjestyksessa olevalle kukin toiminto tehdaan n, n — 1 tai 0 kertaa
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Suoritusaikaa ei yleensa yritetakdan ennustaa millisekunteina

e se ei riipu pelkdstaan syotteen koosta, vaan myos sen “laadusta”
e se ei riipu pelkdstdaan algoritmista, vaan myos toteutuksen yksityiskohdista
e kun kone, kdantdja, kayttojarjestelma tms. vaihtuu, niin suoritusaika muuttuu

e suoritusaika, jopa CPU-aika, riippuu koneen muusta kuormituksesta
— nykyisissa koneissa mitattu suoritusaika vaihtelee joskus hallitsemattomasti

Suoritusaikoja voi mitata, kun ohjelma on valmis, mutta

e harvoin on varaa toteuttaa 3 vaihtoehtoa, joista valitaan mittaamalla paras
— sitdpaitsi usein on monta kohtaa, joissa on vaihtoehtoja
= tarvittaisiin esim. 3-2 -2 vaihtoehtojen yhdistelmaa

e paremmuusjarjestys voi riippua syotteen laadusta
— Insertion-sort on ylivoimainen, jos syote on melkein jarjestyksessa
— Quicksort on ylivoimainen, jos syote on satunnaisessa jarjestyksessa
— esim. ostotapahtumat tulevat pankkiin suunnilleen aikajarjestyksessa

e usein ei tiedetd, minkalainen syote on tyypillista tai edes satunnaista
— jos kaikki alkiot ovat erisuuria, niin voidaan arpoa satunnainen jarjestys
— jollei, niin kuinka monesti kukin alkio pita3d toistaa?

= Tarvitaan muunlainen tapa luonnehtia suoritusaikaa ja ratkaista
ohjelmointivaiheessa, mika vaihtoehto kannattaa toteuttaa
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Suoritusaikaa kuvaavan kaavan muodon merkitys

olkoot algoritmien A, B, C ja D suoritusajat n, nlog, n, n? ja 2™ millisekuntia

jos n = 1000, niin suoritusajat ovat
A:1s B:10s C:16min 40s D: 2,5-102%° maailmankaikkeuden ikia

~ 1 min aikana ratkeavan tehtivan koko on enintian
A: 60000 B:4895 C(C:245 D: 16

jos koneen nopeus kaksinkertaistuu, niin

— n = 1000 ratkeaa ajassa A:0,5s B:5s C:8min20s D: 1,2:10%%" mi.
— 1min aikana ratkeavan koko on A: 120000 B:9122 (C:346 D: 17

= nopeuden kaksinkertaistaminen auttaa C:ll3 vahan ja D:ll3 vield vahemman

usein kuitenkin vastakkain ovat C ja B’, jonka suoritusaika on 40n log, n
— B’ on monimutkainen ja siksi hidas pienilla syotteilla

n 10 100 1000 10000

B"| 1,3s 26,6s 6min 39s 1h 29 min
C | 0,1s 10s 16 min 40s 1vrk 3h 47 min

~ 1 min aikana ratkeavan koko
— alkuperaisella koneella B': 197 C: 245
— nopeutetulla koneella  B': 354 C: 346

= mita nopeampi kone, sitd varmemmin B’ voittaa
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Naista syista suoritusaikaa ei yleensa arvioida sekunteina vaan kayran muotona

e asymptoottinen suoritusaika aika
— suoritusajan lausekkeen eniten
merkitseva termi ilman vakiokerrointa
— esim. Tn? —2n+5 ~ O(n?)
— tasmallinen maaritelma tulee kohta

e se on 'ensimmainen likiarvo”
— se on yleensa niin hyva,
ettd muuta e tarvital

Jos syotteet voivat olla isoja, yleensd kannattaa
valita asymptoottisesti hyva vaihtoehto

e pienilld syotteilld yleensa kaikki
vaihtoehdot ovat riittavan nopeita

e suurilla syotteilld se voittaa (usein ylivoimaisesti), jolla on hitain kasvunopeus

e esimerkki: konetehon kasvun vaikutus aikaan, jona valokuva ilmestyy ruudulle
— 1h ~> 30 min ei hyodyta, koska kukaan ei jaksa odottaa edes 30 min
— 0,25 ~» 0,1s ei hyodyta, koska kukaan ei huomaa eroa
— 0,2s aikana ilmestyvan kuvan laadun paraneminen on hyodyksi

= usein ei haluta vastausta nopeammin samalle n, vaan samassa ajassa isommalle n
— kuten jo ndimme, talloin konetehon kasvu /isad kayran muodon tarkeytta

AV MAT-71000 Tieto ja laskenta 7. tammikuuta 2018 4 Algoritmien toimivuus ja nopeus 80/249



Kaikki olennaiset nakokohdat tulee ottaa huomioon oikein painotettuina

e asymptoottisesti hyva on usein paljon vaikeampi toteuttaa kuin huono

e jos syOtteet ovat tulevaisuudessakin varmasti aina pienia,
ei kannata valita monimutkaista ratkaisua

jos sama algoritmi ajetaan monesti ja joka kerta pienelld syotteell3,
kannattaa kiinnittda huomio suoritusaikaan pienilla syotteilla

joidenkin asymptoottisesti hyvien algoritmien edut
tulevat esiin vasta eparealistisen suurilla syotteilla

yleisin virhe on kuitenkin aliarvioida asymptoottisen suoritusajan merkitysta

suoritusajan parantaminen muilla keinoilla onnistuu yleensd huonosti
— ostamalla nopeampi kone saadaan vasteaika esim. puolitettua, riittaako se?

— asymptoottisesti hyvan algoritmin huono toteutus on yleensa paljon
nopeampi kuin asymptoottisesti huonon algoritmin hyva toteutus

Usein tyydytaan asymptoottisen suoritusajan ylalikiarvoon

e tarkan muodon selvittdminen on usein paljon vaikeampaa kuin ylalikiarvon

e jos osan A suoritusajan tiedetdan kasvavan enintdan
yhtad nopeasti kuin osan B, A:sta ei tarvitse tietad muuta
— A ei voi huonontaa koko ohjelman asymptoottista suoritusaikaa

e jos ylalikiarvo on riittavan hyva, tiedetdan, etta algoritmi on tarpeeksi nopea
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Olkoon t(n) suoritusaika halutun laatuisen sy&tteen koon n funktiona

e esim. keskimaaraisen syotteen
— edellyttaa, ettd mielekas keskiarvon kasite on tiedossa

e esim. jokaisen syotteen
— sekd hitaimmilla ettd nopeimmilla saadaan ilmoitettu suoritusaika

Iso O-merkinta

suoritusaika on O(f(n)), jos ja vain jos on olemassa
no € N ja c € R siten, ettd Vn > ng : 0 < t(n) < cf(n)

ilmaisee ylarajan mutta ei alarajaa
— suoritus voi olla luvattua nopeampi
ng huolehtii, etta ei ole valid, miten ¢(n) kayttaytyy pienilla n

c huolehtii, etti ei ole vali3, onko t(n) = 2n? vai t(n) = 100n? vai . ..
jos kuitenkin esim. t(n) = ;5n?log, n ja f(n) = n?,

niin kun n > 2% on t(n) > cf(n)

Iso (2-merkinta

suoritusaika on Q(f(n)), jos ja vain jos on olemassa
no € N ja ¢ € RT siten, ettd Yn > ng : 0 < cf(n) < t(n)

e ilmaisee alarajan mutta ei ylarajaa
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O-merkinta

suoritusaika on ©(f(n)), jos ja vain jos on olemassa ng € N,
c € R" jad e RT siten, ettd Vn > ng : 0 < c¢f(n) < t(n) < df(n)

e ilmaisee seka ala- ettd ylarajan

e suoritusaika on O(f(n)), jos ja vain jos se on sekd O(f(n)) etta Q(f(n))
Pienet o- ja w-merkinnat

e pieni o-merkinta ilmaisee, ettd t(n) kasvaa hitaammin kuin f(n)

suoritusaika on o(f(n)), jos ja vain jos Vc € R™ :
dng e N:Vn >ngp:0<t(n) < cf(n)

e pieni w-merkinta ilmaisee, ettd t(n) kasvaa nopeammin kuin f(n)

suoritusaika on w(f(n)), jos ja vain jos Ve € RT :
dng e N:Vn >ng:0<cf(n) <t(n)

Huomautuksia

e f(n) €O(g(n)) & g(n) e Q(f(n))
e ei ole vilttdmatta niin, ettd t(n) on joko O(f(n)) tai Q(f(n))
— t(n) ja f(n) voivat olla vuorotellen toistensa ala- ja ylapuolella
— niiden on oltava aina vain enemman ohi toistensa,
jottei ero mahtuisi vakiokertoimen ¢ piiriin

AV MAT-71000 Tieto ja laskenta 7. tammikuuta 2018 4 Algoritmien toimivuus ja nopeus 83/249



jos hitain syote on O(f(n)), niin jokainen syote on O(f(n)), ja pdinvastoin
toisinaan suoritusaika ilmaistaan monen muuttujan funktiona

— esim. graafeille O(V + E'log V'), missa V on solmujen ja E kaarten maara
— esim. ©(nm) on selvasti huonompi kuin O(n + m)

suoritusaika voi myo0s riippua (voimakkaastikin) muuttujasta, jota ei sanota

O(1) tarkoittaa, ettd suoritusajalla on muuttujasta riippumaton ylaraja
— oikea muuttuja tiedetaan asiayhteydesta
— enintdan vakioaikainen (mutta "enintddn” saattaa jd3d3 sanomatta)

O(f(n)), ©(f(n)) jne. ovat joukkoja funktioita
= tulisi merkitd t(n) € O(f(n)) jne.
— tapana on kuitenkin merkitd ¢(n) = O(f(n)) jne.

muutenkin O- jne. merkintdja kaytetdan usein "vaarin"
— esim. usein n ei todellisuudessa voi olla miten iso tahansa,
koska sanapituus on rajallinen

Usein esiintyvida ©-merkintoja
e O(logn) logaritminen
— puhelinnumeron etsiminen aakkosjarjestetysta luettelosta nimen perusteella
e O(n) lineaarinen
— nimen etsiminen aakkosjarjestetysta luettelosta puhelinnumeron perusteella
e O(nlogn) melkein yhta hyva kuin lineaarinen
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e O(n?) nelidllinen
— suurilla syotteilla harmillisen hidas
— yleinen ajattelemattomasti valitun ratkaisun seuraus

e 2°(") eksponentiaalinen
— yleensa eparealistisen hidas jo melko pienelld n, mutta . ..
— ... yleensa on ilmoitettu hitaimmalle tapaukselle
= osa tapauksista voi olla riittavan nopeita isoillakin n
— O on eksponentissa, koska ©(2™) kiinnittdisi kantaluvuksi 2

Esimerkki arkielamasta

Jos Kalle kolaa lumet 1 m? alalta yhdess3 aikayksikdssa, niin
kolaako hin 5m? alalta 5 aikayksikdssd ja m m? alalta n aikayksikdssd?

—_—

e mitd isompi alue on kolattavana, sitd pitemman —
matkan yksi kolallinen on keskimaarin tyonnettava

o 14+24+..-4+n= %n2_|_%n
e lisaksi kola on aluksi haettava jostain ja lopuksi vietava takaisin yms.

= tyémaird =~ cn? + dn + e (¢, d, e vakioita ja ¢ > 0)
= O(n?)

O- jne. merkintdja kaytetdan ilmaisemaan myos muistin kulutusta
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Esimerkki: tarkeimpien jarjestamisalgoritmien vertailu

e jarjestamisalgoritmi on vakaa, jos ja vain jos se avainten
ollessa samoja sailyttaa alkioiden jarjestyksen

— mahdollistaa jarjestamisen monen kriteerin mukaan
aloittamalla vahiten tarkeasta

— esim. sdhkopostit ensin ldhettdjan, sitten otsikon ja lopuksi ajan mukaan
e Heapsort tulee luvussa 5.2

e Merge-sort tulee harjoitustehtavassa, mutta listoille
— tassa muistinkulutus on oletettu taulukoille

e Radix-sort ajaa jonkin vakaan jarjestamisalgoritmin viimeiselle

numeromerkille, sitten toiseksi viimeiselle, jne.

— d on numeromerkkien maara avaimessa, oletetaan d < n
— alla on oletettu, ettd apualgoritmi on Counting-sort

nimi | hitaimmillaan keskimadarin nopeimmillaan vakaa  lisimuisti

Insertion-sort O(n?) O(n?) O(n) kyll3 O(1)
Quicksort O(n?) nlogn O(nlogn) el
Heapsort | O(nlogn) O(n) ei
Merge-sort | O(nlogn) O©(nlogn) kylla
Counting-sort | ©(n + M) ( ( ) kylla
Radix-sort ©(nd) kylla
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Usein arvioinnissa tarvitsee laskea summia tyyliin 1log1l + 2log2 + ...+ nlogn

= opettelemme helpon kikan, joka toimii melkein aina

e edellyttaa, ettd termit kasvavat ja ovat ei-negatiivisia
— esim. kaikilla n > 0 patee (n + 1)log(n +1) > nlogn >0

e yliraja saadaan kertomalla viimeinen termi termien maaralla

llogl+ 2log2+ 3log3 +4logd+ 5logd +6logh <

6logb6 +6log6 + 6logb + 6logb +6logb + 6logh = 6-6logb
— yleisemmin >°"  ilogi < n(nlogn) = n?logn = O(n?logn)

— esim.

e alaraja saadaan kertomalla keskimmainen termi termien maaran puolikkaalla

keskimmaisena voidaan kayttaa 5 vaikka se ei olisi kokonaisluku
llogl+ 2log2+ 3log3 +4log4d+ 5logd + 6logb >

0+ 0+ 0+ 3log3 + 3log3 + 3log3

>
llogl+2log2+ 3logd+ 4logd+ SHlogd >
0+ O+2%log2%—|—2%10g2%—|—2%10g2% >

esim.
3-3log3

esim
22 - (25 log23)

yleisemmin Y7 ilogi > 2(21log 2) = tn?*(logn — log2) = Q(n?logn)

e jos ylarajaksi ja alarajaksi tulee sama muoto, se voidaan kirjoittaa ©:na
— koska saatiin >, ilogi = O(n?logn) ja "  ilogi = Q(n*logn),
patee > " ilogi = ©(n’logn)
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Muistutettakoon vield kerran, ettd asymptoottiset eli O-, ©- jne. merkinnat

e eivat kerro mitdan siita, kuinka kauan aikaa kuluu pienillad syotteilla

e eivat lainkaan riipu absoluuttisista ajoista, vaan ainoastaan kdyran muodosta
— vakiokertoimilla ei ole merkitysta

e siitd huolimatta kertovat yleensa oikein, mikd on ja ei ole nopeaa isoilla n
— O voi olla lilan pessimistinen
— joidenkin algoritmien edut tulevat esiin vasta eparealistisen isoilla syotteilla
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4.3 Vertailemiseen perustuvan jarjestamisen
nopeuden alaraja

Hitaimman tapauksen alaraja
e olkoot alkioiden avaimet A[i|.x kesken&dan erisuuria, missd 1 <1 < n

e jarjestaminen on sen permutaation etsimista,
joka asettaa alkiot suuruusjarjestykseen
— permutaatio on jarjestyksen vaihtaminen (tai jattdminen ennalleen)

e n erisuurella alkiolla on n! permutaatiota (tai jarjestysta)

— 0:lla alkiolla on vain yksi jarjestys

— jos ¢ > 0, niin i:s alkio voidaan lisita jo mukana olevien alkioiden
(joita on ¢ — 1 kpl) eteen, perddn tai minka tahansa kahden viliin

= voidaan lisata ¢ eri paikkaan

= ¢:1ld alkiollaon 1-2-...-(i —1) -4 = 1! jarjestysta

monet jarjestimisalgoritmit saavat tietoa oikeasta jarjestyksesta

vain vertaamalla kahta alkiota

— esim. if Alil.x < A[j].x then ...
— alkio saattaa olla muussa muuttujassa, mutta on taulukosta peraisin

yksi vertaaminen jakaa permutaatiot kahteen joukkoon
— niihin, joissa tulos on "ei”
— niihin, joissa tulos on "kyll3"
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e vertailuja pitda tehda niin monta, ettd alun perin n! jarjestysta sisiltaneesta
joukosta on erotettu yhden alkion (= oikea jarjestys) joukko

e jos jako ei mene tasan, voi olla, ettd tavoite on suuremmassa puolikkaassa
— jaossa joukon koon ei voida luvata pienenevan enempaa kuin puolittuvan

e niiden puolitusten maara, jotka muuttavat luvun m > 1 luvuksi 1, on [log, m|

= jarjestdmiseen tarvitaan enimmillddn ainakin [log, n!| vertailua
e nl > (2)"/2, joten logyn! > Zlog, 2 = Lnlog,n — in
—esim. 1-2-3-4-5>(21)%3 ja 1.2.3-4.5.6>3

= hitaimmillaan suoritusaika on €(nlogn)

Keskimaaraisen tapauksen alaraja

e olkoon jokainen alkuperdinen jarjestys yhtad todenndkdoinen

e jos jako ei mene tasan, niin toisessa haarassa tarvitaan ehkd enemman
ja toisessa ehkd vihemman kuin [log, n!| vertailua

= voidaanko selvitd keskimaarin alle [log, n!| vertailulla?
e luvussa 8.2 johdettava Shannonin alaraja soveltuu tahan tilanteeseen
= keskiarvo ei voi olla parempi kuin log, n! vertailua
— | ja | poistuivat
= suoritusajan alaraja Q2(nlogn) koskee myos keskimaardistd tapausta
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Toisaalta O(nlogn) riittaa
e esim. heapsort

= vertailemiseen perustuva jarjestaminen onnistuu hitaimmillaan
(ja keskimaarin) ajassa ©(nlogn)

Counting-sort alittaa tdman rajan

e se ei perustu vertailemiseen
e raja alittuu vain, jos M € o(nlogn)

— toisaalta on oltava M > n, jotta kaikki alkiot voisivat olla erisuuria
— mabhdollista, mutta tuskin kovin yleista

Radix-sort ei alita rajaa

e jotta kaikki alkiot voisivat olla erisuuria, on oltava k¢ > n
— k on erilaisten numeromerkkien maara

= nd > nlog,n = n——rlogn = O(nlogn
k log k

Keskimaarainen raja on alhaisempi, jos alkiot saavat olla usein yhtasuuria

Samankaltaisia alarajoja tunnetaan vain vahan

e ym. alarajasta voidaan johtaa vertailemiseen perustuvalle
liukuvalle mediaanille Q(logn) / ndyte

e luvussa 10 johdetaan toisella periaatteella tarkeita alarajoja

AV MAT-71000 Tieto ja laskenta 7. tammikuuta 2018 4 Algoritmien toimivuus ja nopeus 91/249



5 Tarkeimmat tietorakenteet

5.1 Pino, jono ja listat

Pino on ehk3 kaikkein
yksinkertaisin tietotyyppi

Pinon toiminnot

olkoon T alkioiden tyyppi
Push(x) lisda alkion = pinon paille

Pop +—> T poistaa alkion pinon paalta ja palauttaa sen arvon

— tuottaa virhetilanteen, jos pino on tyhja

— vaihtoehtoisesti Top — T palauttaa paallimmaisen arvon
ja Pop poistaa paallimmaisen pinosta

Empty — {false, true} kertoo, onko pino tyhja

voi olla muitakin toimintoja, kuten

— Full — {false, true} kertoo, onko pino taysi (muisti loppu)
— Size — N kertoo pinossa olevien alkioiden maaran
— Clear tyhjentaa pinon
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Edelld kerrottiin tuotettu palvelu kertomatta toteutusta

e tietotyyppi (data type) kuvaa palvelun
e tietorakenne (data structure) kuvaa toteutuksen
e abstrakti tietotyyppi kuvaa palvelun viittaamatta toteutukseen

Pino taulukolla

e tietorakenteena A[0...c— 1] jan, alussan =0
— koko (size) n: pinossa olevien alkioiden maara
— kapasiteetti (capacity) c: kuinka monelle alkiolle on varattu tilaa

e toimintojen toteutukset

Push(z) if n > c then error else An] :=z; n:=n+1

Pop if n <0 then error else n := n — 1; return A[n]
Empty returnn =0

e Push(x) voi muistin loppuessa vaihtoehtoisesti
varata isomman taulukon ja siirtaa alkiot sinne
— jos kaytetdan vain ym. toimintoja, ei osoittimien vanhentuminen haittaa

e ym. toteutusten yksityiskohdat valittiin mahdollisimman tehokkaiksi
— ajankulutukset ovat pienia, joten tehoerot voivat olla suhteessa suuria
— talla on merkitysta, jos iso osa ohjelman suorituksesta on pinon kayttoa
— muulloinkaan ei ole ainakaan vahingoksi valita paras toteutus
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Pino listalla

e tietorakenteena yksisuuntainen linkitetty lista
— tietueissa kentat x (data) ja s (osoitin seuraavaan)
— e osoittaa listan ensimmaiseen, alussa e = L

e toimintojen toteutukset
Push(xz) new(p); pt.x :=x; pT.s :=e; e :=p
Pop if e = 1 then error
- else x ;== et.x; p:=¢; e :=el.s; p.s .= L; del(p); return x
Empty returne= _
e erityisen kateva silloin, kun toiseen tietorakenteeseen pitaa lisita pinotoiminto

— samoja tietueita kasitellaan sekd pinon etta toisen rakenteen mukaan
— tietue voidaan merkita pinon ulkopuoliseksi sijoittamalla pt.s :=p

Muistin kierratys vapaiden listalla

e kiyttojarjestelman del(p) voi olla jossain maarin tehoton

e pinotietueiden valinen muistin kierratys on helppoa ja tehokasta jarjestaa itse
new'(p) if v = L then new(p) else p := v; v := vt.s; pT.s == L

del'(p) pt.s =v;v:=p

e riskind on, ettd vapaa muisti kertyy yhden rakenteen vapaiden listaan
mutta tarvittaisiin toisaalla
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Toteutusten vertailu

e taulukkototeutus saattaa olla hieman nopeampi, mutta listakin on nopea

e listatoteutus vie paljon ylimaaraista muistia,
jos alkiot ovat pienia verrattuina osoittimiin

e taulukkototeutus vie paljon ylimaaraistd muistia, jos

— varataan aivan tarpeettoman iso taulukko tai
— taulukkoa joudutaan kasvattamaan

e lista sallii saman tietueen yhtdaikaa monessa rakenteessa
— silloin pino-osoitin kayttda muistia myos kun tietue ei ole pinossa

Jonon toiminnot

e InsQ(x) lisda alkion x jonon jatkeeksi

e DelQ +— T poistaa jonon ensimmaisen alkion ja palauttaa sen arvon
— tuottaa virhetilanteen, jos jono on tyhja
— vaihtoehtoisesti First palauttaa ja DelQ poistaa ensimmaisen alkion
— erillisista First ja DelQ voi tehda yhdistetyn DelQ, mutta ei toisinpain
e Empty — {false, true} kertoo, onko jono tyhja

e voi olla muitakin toimintoja, kuten Full, Size ja Clear
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Jono taulukolla
e tietorakenteena A[0...c— 1|, vjan

— alussav=0jan=0

toimintojen toteutukset
InsQ(xz) if n > cthenerrorelse n:=n+1; A[(v+n)modc] :=x
DelQ if n <0 then error else n :=n —1; v := (v+ 1) mod ¢; return A|v]
Empty returnn =0

mod c saa aikaan sen, ettd lokeron A|c — 1] jalkeen kdytetdan A[O]

— rengaspuskuri (ring buffer) —

v indeksoi viimeksi palautettua
= DelQ ei tarvitse return A[monimutkainen]

jos n:n sijaan olisi indeksi uusimpaan alkioon (tai vanhimpaan vapaaseen),
niin tyhja ja taysi taulukko eivat erottuisi toisistaan
= puskuriin voitaisiin ottaa enintaan ¢ — 1 alkiota kerrallaan

InsQ(x) voi muistin loppuessa vaihtoehtoisesti
varata isomman taulukon ja siirtaa alkiot sinne
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Jono listalla

e 0soltin v jonon viimeiseen tietueeseen
e joko on myos osoitin jonon ensimmaiseen tietueeseen, . ..

e ... tal viimeinen tietue voi osoittaa ensimmaiseen
— lisdys epatyhjaan new(p); pt.z := z; pT.s ;= vl.s; v.s == p;, v == p
— poisto epadtyhjastd p := vt.s; vT.s := ptl.s; © := pT.x; del(p)

Kaksisuuntainen linkitetty lista

e kaksisuuntaisen listan tietueessa on osoittimet edeltdjaan e ja seuraajaan s

= lisdys ja poisto saadaan vakioaikaisiksi alkuun, loppuun ja keskelle
— keskelle lisdttaessa /poistettaessa tarvitaan osoitin ko. kohtaan
— poisto onnistuu vakioajassa, jos on osoitin poistettavaan
(yksisuuntaisessa tarvitaan osoitin poistettavan eteen)

e lisdys tietueen k peraan
pt.s := kT.s; pt.e .= k; kT.s := p; if pT.s # L then pt.sT.e :=p
e kaksisuuntainenkin lista voidaan haluttaessa kdaantaa renkaaksi

Loppumerkki (sentinel)

e tietue, joka on listassa aina eika sisilla hyotykuormaa
e vyksinkertaistaa lisiamistd ja poistamista listan paista
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Tasattu vakioaika (amortized constant time)

e yksittdisen toiminnon ei luvata olevan O(1), vaan se saattaa kestda kauan

e 1 toimintoa pitkan, tyhjastd rakenteesta alkavan
toimintojen jonon luvataan olevan ©(n)

e ennen hidasta toimintoa on niin paljon vakioaikaisia toimintoja, ettd niiden
yhteydessa voidaan "saastaa etukdteen” hitaan toiminnon kuluttama liika aika
— kertaalleen saastetyn saa kuluttaa vain kerran

e eri asia kuin keskimaarainen aika
— keskimaarainen aika lasketaan vaihtoehtoisten syotteiden yli
— tasattu aika lasketaan monen toiminnon yli saman suorituksen aikana

C++:n deque

e molemmista paistddn kasvava ja kutistuva pino/jono
— lisdaminen ja poisto kumpaankin paahan ovat tasatusti vakioaikaisia
— lisata ja poistaa voi myos keskeltd, mutta ne ovat lineaariaikaisia
— kapasiteetti voi kasvaa alkioiden sailyessa alkuperaisilla paikoillaan

e tietorakenne
— riittavasti vakiokokoisia taulukoita
— kantataulukko, jossa indekseja tietotaulukoihin

e kirjallisuudesta (jopa C++-standardista) puuttuu usein "tasatusti”
— huomattiin vasta myohaan, ettd ajateltu toteutus ei takaa vakioaikaa
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5.2 Keko ja prioriteettijono

Keko

e taulukko A[l...¢|, jolle Ali div2].x > Ali].x kun 2 <7 <n
— kapasiteetti ¢, kdytossa A[l...n]

e voidaan ajatella puuna, jossa indeksia 7 vastaavan solmun lapset
ovat indekseissd 27 (jos 2i < n) ja 2i + 1 (jos 2i +1 < n)

e lisidminen ja suurimman alkion poistaminen ovat O(logn)
e taulukon voi muuntaa keoksi ajassa O(n)

Lisdaminen kekoon (olettaen, ettd kapasiteettia riittaa)

e taulukon jatkeeksi lisatdaan aukko

e se nostetaan lisattavan arvon mukaiseen kohtaan
— kukin nousussa kohdattu alkio siirretaan aukon edelliseen paikkaan

e lisdttava arvo laitetaan aukkoon
n:=n-++1
1 i=mn; ) = 1div 2
while j > 0&& A[j].x < uusi.x do
Ali] == Alj]
1 :=7; 7 :=1div 2
Ali] := uusi
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Poistaminen epatyhjasta keosta

e taulukon ensimmainen poistetaan
e taulukon viimeiselle etsitaan uusi paikka taulukon ensimmaisestd alaspain

e alaspdin menndan suuntaan, josta saadaan isompi nostettavaksi aukon paikalle

tulos := A[l]
i=1,7:=2,if j+1<n&&Alj+1].x > Alj|l.x then j := j + 1
while j < n&& Aljl.x > Aln|.x do

Ali] = Alj

=g, =2-0;if j+1<n&& Alj+ 1.z > Alj].x then j := j+1
Ali] == Aln]
n :=n — 1; return tulos

Taulukon muuntaminen keoksi

for k := n div 2 downto 1 do
apu = Alk]
=k, j:=2-4;if j+1<n&&Alj+ 1].x > Al[j].x then j := j + 1
tahan epatyhjasta keosta poistamisen while-silmukka apu A[n]:n tilalla
Ali] == apu
e vain pieni osa alkioista valuu alas pitkdn matkan
e jos 2671 <m < 2f niinvalumista < 1-26724+2.263 ¢+ . 4+ (1 —-1)-2° = 2
=2r—z = 2074 42— (Y —-1) = 2~/ —1 = suoritusaika on O(n)
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Heapsort

e taulukko voidaan jarjestada O(nlogn) ajassa seuraavasti:
— muunnetaan se keoksi
— otetaan toistuvasti suurin pois ja sijoitetaan keon lopusta
vapautuvaan aukkoon kunnes keossa on enaa yksi alkio

e tima on erds parhaimpia tunnettuja jarjestamisalgoritmeja
— hitaimmillaankin O(nlogn)
— tarvitsee vain O(1) lisamuistia
— ei ole vakaa, mutta ei ole Quicksortkaan
— on ollut mittauksissa Quicksortia hitaampi

Prioriteettijono

e tietorakenne, johon voi tehokkaasti lisata alkioita ja poistaa tarkeimman
— tarkein voi tarkoittaa pieninta, suurinta, kiireisinta, ...

o kayttoesimerkki: tehtdvien suoritusjarjestyksen valinta
— tehtavia tulee ulkopuolelta ennakoimattomina ajanhetkina
— tehtavan suorittaminen vie yhden aikayksikon
— jokaisella tehtavalla on maaraaika
— aina seuraavaksi tehdaan se tehtava, jonka maardaika on l3hinna
(jos ylipaansa on mahdollista tehda kaikki ajoissa, se onnistuu nain)

e keko tarjoaa prioriteettijonon toiminnot ajassa O(logn)
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Monissa prioriteettijonojen sovelluksissa olisi eduksi voida muuttaa alkiota jonossa

e keon korjaaminen alkion muututtua sujuisi kuten edelld

e ongelmana on |oytda muutettava alkio taulukosta
— se voi olla siirtynyt alkuperaiselta paikaltaan

e tihan esitetdan ratkaisu luvussa 6.5
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5.3 Hajautustaulut

Hajautustaulun (hash table) tuottama palvelu

e seuraavat toiminnot ovat keskimaarin vakioaikaisia:
— etsiminen avaimen perusteella
— lisaaminen
— poistaminen

e hajautustaulu on yleensa tehokkain ratkaisu, jos ym. toiminnot riittavat
e selaaminen avaimen mukaisessa jarjestyksessa ei onnistu tehokkaasti

Ketjutetun hajautustaulun rakenne

e olkoon M luonnollinen luku
— ei ainakaan paljon pienempi kuin maksimi talletettavien alkioiden maara

¢ hajautusfunktio (hash function) £ : avainten tyyppi — {0,1,..., M — 1}
e taulukko H|0,..., M — 1] osoittimia linkitettyihin listoihin
— jokaisella alkiolla on oma tietue, jossa on avain ja muut tiedot

— jos alkion avain on x, niin tietue sijaitsee listassa H |h(x)]
— alkioiden jarjestykselld listan sisalla ei ole valia

e h(x):n tulee tuottaa mahdollisimman tasaisesti kaikkia arvoja 0, ..., M —1
— tarkeintd on, ettd mihinkdan listaan ei kasaannu useita tietueita
— ei saa olla esim. niin, ettd h(x) on nimen viimeinen kirjain
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Ketjutetun hajautustaulun suorituskyky

e ajan kulutus

— hitaimmillaan toiminto selaa yhden listan kokonaan

— listan keskimaardinen pituus on 57

— M valitaan esim. siten, ett3 7 <2

= toiminnon keskimaarainen ajan kulutus on O(1)
e muistin kulutus

— hyotykuorman lisdksi tarvitaan n 4+ M osoitinta
— kun n = M, se on = 2 osoitinta / alkio

— kun n on pieni, on n + M osoitinta suhteessa paljon

= tehddidn myos hajautustauluja, joiden M kahdentuu kun n ~ M
— h(x) on esim. muotoa h'(x) mod M

= M :n kahdentuessa noin puolet alkioista sdilyy listassa h’'(x) mod M
ja puolet siirtyy listaan M + h'(z) mod M

Listojen pituuksien jakaumasta

mn

e kun 7 = £ on vakio ja n — oo, niin eripituisten listojen osuudet — 6_5%
¢  pituus o 1 2 3 4 5 6

1 osuus % | 37 37 18 2
2 osuus % | 14 27 27 18 9

0 0
4 1
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e nama likiarvot ovat patevia jo kun n = 1000
= tdysin tasaista pituusjakaumaa ei kannata odottaa
Ketjutettu hajautustaulu mahdollistaa my6s monen avaimen kayton
e jokaiselle avaimelle oma taulukko H ja tietueissa oma seuraajaosoitin
e esim. auton rekisterinumeron mukaan ja omistajan nimen mukaan
Avoin osoitus

e tiedot ovat suoraan taulukossa H
— listoja ei ole

n
-

e jos alkiota lisdttdessd H |h(x)] on varattu, yritetdan seuraavaksi esim.
indekseja (h(x) + 1) mod M, (h(x) + 3) mod M, (h(x)+ 6) mod M, ...

e alkiota poistettaessa tietuetta ei saa merkita vapaaksi vaan tyhjaksi
— muutoin ko. paikkaan yritetty mutta muualle mennyt ei jatkossa |oydy

= ketjutettu on yleensa kdtevampi kuin avoin osoitus
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Bloom-suodatin

e erittdin vahamuistinen tietorakenne joukon likimaaradiseksi esittamiseksi

— jasenyystesti tuottaa "varmasti ei’ tai "ehka kyll3"
— alkioita voidaan lisata

— perusmuotoisesta Bloom-suodattimesta ei voi poistaa alkioita
vaaran "kylla" todennadkoisyys saadaan pieneksi

esim. sanojen talletus oikolukuohjelmaa varten
— vaara "kylla" tarkoittaa, ettd vaarin kirjoitettu sana jaa havaitsematta

rakenne
— bittitaulukko H[0... M — 1]

— k hajautusfunktiota hy(x), ..., hi(z)
— 1 talletetaan asettamalla jokainen h;(x) ykkoseksi

esim. 100 000 sanaa, 1000000 bittia ja 7 hajautusfunktiota

— bitti j33 nollaksi todennikaisyydelld (1 — 1076)700000 ~ 0.7 ~ 49,7 %
= vairin "kylld” todennikdisyys ~ (1 — 0,497)7 ~ 0,8 %

— kaytetaan vain 10 bittia eli 1,25 tavua sanaa kohti!
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5.4 Binaarihakupuut

Rakenne ja kasitteita

e jokaisella solmulla on enintdan kaksi lasta (child)
— vasen (left) ja oikea (right)
— toisin kuin keossa, voi olla oikea lapsi ilman vasenta

solmussa saattaa olla myGs osoitin isddn (parent)

koko puun ylin solmu on juuri (root)
— juurella ei ole isaa
— bindarihakupuut piirretdan sanastoon nahden ylosalaisin!

lapseton solmu on lehti (leaf)
— muut solmut ovat sisdsolmuja (internal node)

solmu, sen lapset, niiden lapset jne. muodostavat alipuun (subtree)

solmun
— vasemmassa alipuussa avaimet ovat < solmun avain
— oikeassa alipuussa avaimet ovat > solmun avain

e puun korkeus (height) on kaarten maara juuresta kaukaisimpaan lehteen

Etsiminen avaimen perusteella

while p # | & pT.x # = do
if pT.x < x then p := pt.o else p := pt.v
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Rekursiivinen |apikaynti jarjestyksessa
selaa(p) if p # L then selaa(pt.v); print(pT.x); selaa(p?.0)

Seuraajan etsiminen ilman rekursiota isdosoittimien avulla
if pT.o # L then
p = pl.o
while pT.v # 1 do p := pT.v
else
q = p;p:=pli
while p #£ 1 && q = pt.odo q := p; p := pT.i
Lisdaaminen epatyhjaan puuhun esimerkiksi nain:
q .= L
while ¢ = 1| do
if pt.v = L Az < pt.x then new(q); pT.v :

else if pt.o= 1 Ax > pT.x then new(q); ptT.0:
else if pT.x < x then p := pT.o else p := pt.v

qti :=p; qtv:= 1, qto:= 1L, ql.x .=z
Poistaminen on monimutkaista

e jos poistettavalla solmulla on lapsia, joudutaan siirtimaan solmu sen tilalle
e onnistuu puun korkeuteen verrannollisessa ajassa
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Ajan kulutus

e rekursiivinen ldpikdynti on ©(n)
e etsiminen avaimen perusteella, seuraajan etsiminen,
lisidminen ja poistaminen ovat O(h)
— h on puun korkeus
— koko puun selaaminen seuraajatoiminnolla on ©(n)
e jos puu on hyvin tasapainossa, niin O(h) on O(logn)
e valitettavasti puu voi olla hyvin epatasapainoinen
— lisattavat avaimet eivat valttamatta tule satunnaisessa jarjestyksessa

Tasapainotetut (balanced) bindarihakupuut

e on kehitetty tekniikoita, joilla voidaan varmistaa esim., etta pisin polku
juuresta lehteen on korkeintaan kaksi kertaa niin pitkd kuin lyhyin
= h < 2logyn

= etsiminen, lisdys ja poisto onnistuvat ajassa O(logn)

e hitaampaa kuin hajautustauluilla, mutta
— tasap. binaarihakupuut tarjoavat myos nopean selaamisen jarjestyksessa
— tasap. bindarihakupuiden aikalupaus on taattu eikd keskimaarainen
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Nykyisin ehka yleisin tasapainotettu binaarihakupuu on ns. puna-musta puu

e rakenne
— jokainen solmu on musta tai punainen (solmussa on bitti varid varten)
— juuri on musta
— punaisella solmulla ei ole punaisia lapsia
— jokaisella polulla juuresta | -osoittimeen on sama maarad mustia solmuja

e lisdyksen ja poiston yhteydessa solmuja siirrelldan ja varitetdan uudelleen
— monimutkaista, mutta tehokasta

e puna-musta puu on mahdollinen toteutus C++:n siilicille map yms.

Puun taydentaminen

e puna-mustan puun solmuihin voidaan lisdta tietoja suorituskyvyn karsimatta
— riittaa, ettd solmun lisatieto on laskettavissa solmun ja sen lasten
alkuperdisista tiedoista seka lasten lisatiedoista

e esim. lisdtdan sen alipuun koko, jonka juuri solmu on

= voidaan O(logn) ajassa
— laskea, monesko solmu on suuruusjarjestyksessa
— etsid suuruusjarjestyksessa halutun mones solmu
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5.5 Mita tietorakenteeseen laitetaan?

Tietorakenteet ajatellaan usein mustina laatikoina, jotka sisaltavat tietoalkioita

e tietoalkioita
lisataan
etsitdan avaimen perusteella
etsitdan sijainnin perusteella (esim. ensimmainen, seuraava ja viimeinen),
missa sijainti voi maaraytya talletusajasta, avaimen suuruudesta, ...
kasitellaan kahvan, indeksin, osoittimen tai iteraattorin avulla
poistetaan

pannaanko tietorakenteeseen varsinainen tieto vai esim. osoitin siithen?

osoittimen etuja

— samaa tietoa ei ole hyva tallettaa moneen kertaan
= jos samaa tietoa tarvitaan muuallakin, niin mieluummin osoitin
— osoittimen tapauksessa ei tarvitse kopioida isoja tietomaaria

osoittimen takana oleva tieto voi muuttua tietorakenteen huomaamatta
= avaimiin perustuva tietorakenteen sisdinen jarjestys voi rikkoutua

esim. bindarihakupuussa on osoittimia ja osoitettu avain muuttuu
= muuttunut alkio ei 10ydy uudella eikd vanhalla avaimella, ja
se harhauttaa osan kauttansa kulkevista hauista vaaraan suuntaan
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Mustat laatikot rajoittavat eri tietorakenteiden hyvien puolten yhdistamista

e esimerkki: edustajiston jasenia halutaan
lisata
etsia nimen perusteella
poistaa nimen perusteella (muualle muuttaneen poistaminen)
poistaa jasenyysaikajarjestyksessa (erovuorossa olevien poistaminen)

e hajautustaulu (ja bindaripuu) sallivat tehokkaasti muun,
mutta ei aikajarjestyksessa poistamista

e aikajarjestys voitaisiin yllapitaa erilliselld jonolla, mutta
miten nimen perusteella poistettava poistetaan jonosta?

Sama tietoalkio voidaan laittaa osaksi monta osoittimiin perustuvaa rakennetta

e voi esim. olla hajautustaulussa ja 2-suuntaisessa linkitetyssa listassa
— tietueessa on seka hajautustaulun etta listan edellyttamat linkit
— avaimella etsittaessa |oydetaan hajautustaulun avulla
— aikajarjestyksen perusteella etsittdessa [oydetaan listan kautta
— listan kautta loydetyn avain saadaan tarvittaessa alkiosta itsestaan
= miten tahansa |oydetty alkio voidaan poistaa molemmista rakenteista

e tietorakennetta ei ajatella mustana laatikkona, vaan alkion paalle lisattavana
e tallaisia ratkaisuja ei vield saa valmiina ohjelmakirjastoista
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6 Algoritmien oikeaksi todistaminen

6.1 Silmukkainvariantti

Esimerkki: bindaripotenssi

e nopea tapa laskea a” (tai a” mod 2™), kun n on suuri luonnollinen luku
— salausjirjestelmissi lasketaan potenssilaskuja modulo 2™ isoilla n
—r:=a-a-...-a kiayttdd n — 1 kertolaskua
— bindaripotenssi kdyttda enintdan 2[log,(n + 1)| kertolaskua,

nopeus O(logn)
— mod 2 on alimman bitin katsominen ja div 2 on >> 1
= hyvin nopeita

r =1
while n > 0 do
if nmod2=1thenx :=a-x
a:=a-a n:=ndv?2
e sovimme, ettd a’ = 1 jokaisella a, myds kun a = 0
— joskus nikee vaitettavan, ettd 0 ei ole maaritelty 00
— kaytantd 0 = 1 on kuitenkin hyvin yleinen, esim. e* = Z ,

e miksi yo. ohjelma laskee oikein? 1=0
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Silmukkainvariantti (loop invariant)

e kaava, joka on voimassa aina kun tullaan silmukan kierroksen alkuun

e binadaripotenssin todistamisessa kaytetdan silmukkainvarianttia
za™ =ai® An >0
— ag ja ng ovat a:n ja n:n arvot ohjelman alussa
— ng > 0, koska ng € N

e merkitsemme nama tiedot ohjelmakoodiin

{a=agAn=ng>0}
r =1
{za” =ai® An>0}
while n > 0 do
{za” =ai® An>0}
if nmod2=1thenx :=a-x
a:=a-a,n:=ndiv?2
{za” =ai° An>0}
e 0= ap/\n = ng el tee muuta kuin antaa a:n ja n:n alkuarvoille nimet, joilla
niista voi puhua sen jalkeenkin, kun a:n ja n:n arvot ovat muuttuneet

e silmukkainvarianttiin liittyen on osoitettava kolme asiaa:
— se patee, kun silmukkaan tullaan sita edeltavasta lauseesta
— se sailyy voimassa, kun silmukkaa kierretaan kierros
— kun silmukan lopetusehto patee, se antaa luvatun lopputuloksen
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Esimerkin silmukkaan tuleminen edeltivasta lauseesta
e osoitettava {a =apAn=mn9g >0}z :=1{za" =a;° An>0}
e koska a =ag, n=ngjaxz=1,onza" =1-a,° =ay°; n >0 on ilmeinen -/

Kierros esimerkin silmukassa

e n:n parilliset ja parittomat arvot hallitaan helpommin lisaamalla
ohjelmaan lause n := n — 1, joka ei vaikuta sen toimintaan
— suoritetaan vain kun n on pariton = ei muuta jakolaskun n div 2 tulosta
— n:n arvoa ei kayteta lisatyn n := n — 1 ja jakolaskun n div 2 valissa

while n > 0 do

{za” =a(° An>0}

if n mod 2 =1 then
{nmod2=1A (ax)a" ' =za"™ =ay® An >0}
xT =a-x,n:=n—1
{nmod2—0/\xa =ay° An>0}

{nmod2=0Ax(a )”/Q—xa =ay,° An >0}

a:=a-a;,n:=ndv?2

{za” —aoo/\n>0}

e kaavojen patevyys on melko helppo niahda edellisistd kaavoista
— jos then-haara ohitetaan, niin nmod 2 = 0

= silmukan kierros sailyttda xa"” = a,° An > 0 voimassa -/-
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Esimerkin silmukasta poistuminen

e silmukasta poistumisen ehto on —(n > 0) elin <0

e sejan>0antaan=20

0

e se ja xa" = ay° antaa xa"” = xa’ =z -1 =z, joten x = a°

Koko todistus

{a=agAn=ng>0}
x =1
{za” =a(° An>0}
while n > 0 do
{za” =ai° An>0}
if n mod 2 =1 then
{nmod2=1A (ax)a" ! =za"™ =ay® An >0}
xT =a-x;,n:=n—1
{nmod2—0/\:m =ay,° An>0}
{nmod2=0Ax(a )”/2—1:@ =a,° An>0}
a:=a-a;n:=ndiv2
{za” =ai® An>0}
{za" =a° A\n>0An <0}

{z=0qy"}

= lopussa = = a° kuten pitadkin
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Silmukkainvariantti on siis kaava silmukkainvariantti(tehty), jolle patee

1. alkutilanne = silmukkainvariantti(ei mitdan)

2. jos silmukan vartalon alussa silmukkainvariantti(z) A x # kaikki,
niin silmukan vartalon lopussa silmukkainvariantti(z’)
— pyritaan siihen, ettd x’:ssa on tehty enemman kuin z:ss3
— tama ei kuitenkaan ole osa silmukkainvariantin maaritelmaa

3. silmukkainvariantti(kaikki) = tavoite

e esim. silmukkainvariantin za” = a(° tapauksessa
— a" edustaa laskematonta ja x laskettua osaa tavoitteesta
— kun n = ng, mitdan ei ole tehty: x =1 ja a” = q|°

— kun n = 0, kaikki on tehty: x = aj° ja a” =1
—n' =ndiv2

e jos k = esimerkissa tehtyjen kierrosten maara, niin

o0 mod 2% - 2F (ng div 2F
r=a,""%" " jaa™ = ag (o )

— nama kaavat voivat olla vaikea |0ytda ja hahmottaa
— mutta ei niitd olisi tarvinnutkaan |6ytda ja hahmottaa, za™ = aj° riittaal

Mista silmukkainvariantti saadaan?

e ohjelmoijan (tai katselmoijan) on keksittava se!
— esittdd silmukan toiminnan perusajatuksen
— sitd ei osata tuottaa automaattisesti (varsinkin jos silmukka on vaarin)
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Mita bindaripotenssi tekisi negatiivisilla eksponenteilla?
o mielekds kysymys, silld esim. 273 on hyvin maaritelty
e chdon n > 0 vuoksi lopettaisi heti siten, ettd x = 1
e toiminta ei-negatiivisilla eksponenteilla ei muuttuisi, jos vaihdettaisiin
n>0~n=#0
r =1
while n # 0 do
if nmod2=1thenx :=a-x
a:=a-a,n:=ndv?2
e nyt xa" = a;" ja loppuehto —(n # 0) antaisivat suoraan = = a,"
e meneeko todistuksessa mikdan pieleen?
{a=ayAn=np}x:=1{xa" =qy°}
while n #0 do { za" = ay° An#0}
if nmod 2 =1 then
{nmod2=1A (ax)a" ' = za" = aj° }
ri=a-x;,n:=mn—1
{nmod2—0/\:m —ao
{nmod2=0Axz(a?)"?=xa" =a)°}
a:=a-a,n:=ndv?2
{aa” = a3}
{7 =ap"
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e jos a = 0, ovat kaikki a:n ja ag:n negatiiviset potenssit maarittelemattomia
— paatelmi (az)a”™ ! = za™ on erityisen epiilyttiva
— mutta ohjelman ei tarvitsekaan osata laskea 0", kun n < 0

e jos a # 0, ovat kaikki paatelmat oikein
e laskeeko siis ohjelma oikein, kun a # 0 ja n < 07
e ei, se jaa ikuiseen silmukkaan niin etta n = —1

Kvantifioiduista kaavoista

AV

tarvitaan vaittamid muotoa "taulukon A[1...n] pienin alkio on kohdassa "
Vi : Ali] < Alj] ei sano sitd oikein, koska j saa myos laittomia arvoja
patevan kaavan tulee myos vaatia, ettd myos ¢ on laillisella alueella
1<i<nAVj:j<1Vji>nllAli] < Alj] on hankala hahmottaa
1<i<nAVj:1<j<n— Ali] <A[j] on parempi, mutta tarvittaisiin =
indeksien rajaus kvantifioinnissa on kuitenkin niin yleinen tarve,

ettd on hyodyksi antaa sille oma merkintatapa

— V1; ¢ : 1) tarkoittaa samaa kuin Vi : = | | ¢
— di; o : 1) tarkoittaa samaa kuin 3¢ : @ &&

ei tarvitse huolehtia sulkujen lisddamisestd (jos esim. ¢ on PV Q)
eika siitd, miten rajaus yhdistyy muuhun kaavaan

esim. 1 <i<nAVj;1<j<n:Ali]<A[j
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6.2 Loppuun paaseminen

Lopettaako ohjelma lopulta on toisinaan erittdin vaikea ongelma

e kukaan ei tiedd, lopettaako seuraava ohjelma jokaisella n € N

while n > 1 do
if nmod2=0thenn:=n/2elsen:=3n+1

— arvaus, etta lopettaa, tunnetaan Collatz'n otaksumana (conjecture)
e kukaan ei tieda, lopettaako seuraava ohjelma
n:=6;p:=3
while 2p < n do
if on alkuluku(p) A on alkuluku(n —p) thenn :=n+2;p:=3
else p :=p+2
— Goldbach'n otaksuma
e asiaan palataan luvussa 10

Siksi ohjelman oikeellisuus jaetaan kahteen osaan

1. osittainen oikeellisuus (partial correctness):
jos ohjelma lopettaa, on tulos oikein

2. lopettaminen (termination): ohjelma lopettaa
e molemmat yhdessa on tdysi oikeellisuus (total correctness)
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Ohjelma voi valttaa lopettamisen

e jaamalla ikuiseen silmukkaan
—esim.7:=1:while7i>0do::=17+1

e kutsumalla loputtomasti aliohjelmaa rekursiivisesti
— esim. kertoma(—1)

kertoma(n) — N

if n =0 then return 1
else return n - kertoma(n — 1)

e ohjelmointikielessi saattaa olla muitakin tapoja

Silmukan lopettaminen todistetaan usein antamalla jokin suure, joka
1. vahenee silmukan jokaisella kierroksella
— jos silmukan ehto toteutuu, niin silmukan vartalon suoritus vahentaa sita

2. on well-founded: ei ole olemassa loputtomasti silmukan ehdon toteuttavia
arvoja x; siten, etta 1 > x9 > 13 > ...
— sopisikohan suomennokseksi pohjallinen?
— "hyvinjarjestys” ei kdy, koska "< ei valttamatta ole taysi jarjestys

= suure vahenee lopulta arvoon, joka ei toteuta silmukan ehtoa

e suureelle el ole vakiintunutta nimea
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e joskus kaytetaan
— loop variant
— bound function, kun arvo on luonnollinen luku

Usein esiintyva erikoistapaus: ylarajaa kohti kasvava
tai alarajaa kohti vaheneva kokonaisluku
e olennaisesti sama asia
— jos ¢ kasvaa kohti ylarajaa y, niin y — ¢ vahenee kohti alarajaa 0

fori:=1tondo ... onilmeinen, kunhan varmistetaan, etta
silmukassa ei kasvateta n:a3a eika pienenneta i:ta

bindaripotenssissa n vihenee joka kierroksella kunnes n < 0
muunnetussa bindaripotenssissa, kun n = —1, se ei kasva kohti nollaa

myos jaljelld olevan syotteen maara on tallainen suure
— vahenee aina kun syotetta luetaan

= pitaad huolehtia, ettd syotteenkasittelysilmukassa jokaisessa tapauksessa
todella luetaan syotetta tai ilmoitetaan, ettd syote loppui

Yleisempi tapaus on toisinaan kateva

e esim. joissakin graafialgoritmeissa silmukan kierroksella
joko solmujen maira v viahenee (kaarten maara voi kasvaa)
tai kaarten maard e vihenee ja solmujen maara siilyy ennallaan
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e pari (v, e) toteuttaa vaatimukset
— (v,e) < (v',€') josjavain jos v < v taiv=0v"Ne < ¢
— jos (vy,e1) > (vg,e2) > ..., niin v lakkaa lopulta vdhenema3st3,
ja sen jalkeen e voi vihentya vain aarellisen monesti

e sanojen tuttu aakkosjarjestys ei kumpaankaan suuntaan toteuta vaatimusta

—a<aa< aaa < ...
— b >ab > aab > ...

Rekursion tms. lopettaminen voidaan todistaa samaan tapaan kuin silmukan

Joskus "mahdoton” ohjelma voidaan osoittaa osittain oikeaksi

e ristiriita valtetaan silla, ettd ohjelma ei lopeta

e esim. jakolasku d := n div m perakkaisind vahennyslaskuina
{n=ng>0}d:=0{np=dm+nA0<n}
whilen>mdon =n—m;d:=d+1{ng=dn+nA0<n}
{no=dm+nA0<n<m}

— kaavat ovat oikein kaikilla n ja m
— nollalla ei voi jakaa eika voi olla 0 < n < 0,

joten mitd ohjelma tekee, jos m = 07
— jaa ikuiseen silmukkaan whilen >0don:=n—-0;d:=d+1
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6.3 Heikoin esiehto

Voi tuntua hankalalta ja virhealttiilta paatelld sijoituslauseiden vaikutuksia, kuten
e {za"=a)°} v =a-x{xa" ' =a}°}n:=n—1{za" =ay°}
e {nmod2=0Azxa" —aoo}a =q-a {ra"W?=qj°}
n =ndiv2 {za" = a;° }
e {ngp=dm+nAn<0}n:=n+m;di=d—1{ng=dn+nAn<m}

Siihen on kuitenkin hyva "takaperoinen™ keino!

o tarkastellaan { P} = := lauseke { Q) }

e sijoitetaan (Q:ssa lauseke x:n tilalle
— merkitdan taman tulosta lauseke ~ z @ ()

e osoitetaan, ettd P = lauseke ~ z @Q ()

Edelliset esimerkit

e n—1~n@uzxa" = a,° tuottaa za ag
a-x~xQura" !t =al° tuottaa (ax)a" ! = ay° eli za” = aj°® -/
e ndiv2~n @ za" = aj° tuottaa wa™ 1V = q[)°
a-a~a@uxa"? =q)° tuottaa z(aa)” 1?2 = a)°
janmod2=0=n=2(ndiv 2),
joten nmod 2 = 0 A za” = a}® = 2a?>"4V2) = z(aa

n—1 no

n—

n div 2 no
) — Qg /-
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e d—1~dQ@Qny=dn+nAn<mtuottaang=(d—1)m+nAn<m
n+m-~n@ny=(d—1)m-+n/An < m tuottaa
no=d—-1m+mn+m)An+m<meling=dn+nAn<0-/

Keino laskee sijoituslauseen heikoimman esiehdon (weakest precondition)
e lauseen S ja viitteen @ heikoin esiehto wp(S, Q) on heikoin viite, joka
takaa, ettd lauseen suorittaminen onnistuu ja lopputulos takaa ):n
e esim. wp(z :=m/n, x =1) on m =n # 0, koska nollalla ei saa jakaa

e tyhjan lauseen heikoin esiehto ():n suhteen on tietenkin () itse
— esim. puuttuva else-haara on tyhja lause

e lauseen if C then S; else S5 heikoin esiehto ():n suhteen on
Ch A (CAwp(S1,Q) V =C A wp(S2,Q))

missa C1 tarkoittaa, etta C:n laskeminen onnistuu
— yhtapitava vaihtoehtoinen muoto

CH A (=CVwp(S1,Q)) N (CV wp(S2,Q))

Laskujen eteneminen takaperin on pieni ongelma, koska

e silmukkainvariantista voi laskea takaperin pitkin silmukan vartaloa
e voidaan lahtea takaperin ohjelman halutusta lopputuloksesta
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Lisaa esimerkkeja

=0, ngo=dm+n)onng=0m+neling=n

= 2x + 1, xﬁn)onQa:—klﬁnelimﬁ"T_l
=y—1, x=3)ony—1=3eliy=4
=y—1, y=3)ony=3

=y—1, z=y)ony—1=y eli false

= x + 1, true) on true

:=1/0, true) on false

= 1/n, true) on n # 0

Kuten ohjelmoinnissa aina, nytkin pitaad ottaa huomioon, etta
erindkoiset vasen-arvot voivat tarkoittaa samaa muistipaikkaa

e esim. wp(Ali] :=1, A[2] =0)
— eiole A2] =0
—eki1l<i<nA2<nAA)2 =0
—vaan 1 <i<nA2<nAi#2&&A2] =0
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6.4 Esimerkki: puolitushaku

Puolitushaku (binary search) on nopea keino 16ytaa alkio jarjestetystd taulukosta
e O(logn)
e |0ytda ensimmaisen kohdan, jossa on vahintdan etsityn suuruinen
— vastaus n + 1 tarkoittaa, etta etsitty on suurempi kuin mikaan taulukossa

— ts. lopussa a on pienin luku siten, ettd Ala| > x, jos sellainen on olemassa,
ja muutoin lopussa a =n + 1

e haarukoi valid, jossa vastaus on

a:=1y:=n+1 {a <y}
while a < y do
v = (a+y)div 2 {a<v<y}
if Ajv] <z thena :=v+1 {a<yANAla—-1 <z}
else y .= v {a<ynAly >=x}
{a<y}
{a=yA(a=111Ala—1]<z)A(y=n+111Afy >z}
e kokoajan1 <a<y<n+1
— selkeyden vuoksi 1 < a ja y < n + 1 on jatetty merkitsematta ohjelmassa
— a ei koskaan pienene eika y kasva
— joka kierroksella a kasvaa tai y pienenee
= ohjelma lopettaa
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a ei koskaan ole liian suuri

— tarkemmin: jokainen alkio, joka on a:sta vasemmalle, on liian pieni
— jos a = 1, niin vasemmalla ei ole mitaan

— muutoin on testilld todettu, ettd heti a:sta vasemmalle on liian pieni

y ei koskaan ole liian pieni

— tarkemmin: y:n kohdalla eika siita oikealle ole liian pient3

— jos y = n + 1, niin y:n kohdalla ja siitd oikealle ei ole mitaan

— muutoin on testilld todettu, ettd y:n kohdalla on tarpeeksi suuri

lopussa a = vy

— a ei ole lilan pieni eika liian suuri

= a on oikea vastaus

lopussa (a =11 Ala—1]<z)AN(a=n+111Ala] > z)

vaikka A ei olisi jarjestyksessal

— jos A on jarjestyksessa, niin on tasmalleen yksi arvo, joka toteuttaa kaavan
— jos A on epdjarjestyksessad ja x on taulukossa, niin puolitushaku voi [oytaa

kaavan toteuttavan arvon, jonka kohdalla = ei ole
—esim. A=[213],z=2,a=3
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6.5 Tietorakenteen invariantti

Tietorakenteen invariantti on vaite, joka on \
voimassa aina paitsi kesken paivityksen

e esim. kaksisuuntainen linkitetty lista pt.seur = L | | pT.seurt.edel = p

Iso esimerkki: motivaatio

e tavallinen keon avulla toteutettu prioriteettijono mahdollistaa tehokkaasti vain
lisdyksen, ensimmaisen katsomisen ja ensimmaisen poistamisen

— O(logn)

e esim. Dijkstran lyhimpien polkujen algoritmi hyotyy kyvystd muuttaa avainta
alkion ollessa prioriteettijonossa
= esitamme prioriteettijonon, josta voidaan poistaa myos keskelta

— muuttaminen saadaan poistamalla ja sitten lisaamalla uudella avaimella
— (olisi helppo toteuttaa suoraan ilman poistamistakin)

Miten poistettava kerrotaan?

e ei avaimen avulla, koska
— edellyttaa kykya loytaa tehokkaasti avaimen avulla
= tietorakenne monimutkaistuisi
— hitaampaa kuin valittu tapa
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= kaytetddn kahvaa (handle)
— osoitin, indeksi tms. jolla tieto [oydetaan valittomasti
— C++:n selain (iterator) on suunnilleen sama asia

e lisdys ottaa alkion ja palauttaa kahvan
e poisto ottaa kahvan

e kahvan arvo 0 kertoo, ettd alkiota ei ole
— pienimman alkion kahva, jos prioriteettijono on tyhja
— lisdyksen tuottama kahva, jos tilaa ei ollut

Toteutuksen tietorakenteet

e taulukko A, jossa alkiot ovat Z
— kahvana toimii indeksi taulukkoon J
— alkio pysyy samassa indeksissa sen ajan, jonka on prioriteettijonossa

e taulukko K, joka toimii kekona
— sisaltaa alkion sijaan indeksin A:han
= alkioiden vertailu tapahtuu tehokkaasti: A[K[i]] < A[K|j]]

e taulukko P, jolla |oydetdaan alkiota vastaava paikka K :ssa
— P|k] sisdltaa kahvalle k sen ¢, jolle K|i] =k
— ts. kdytossa olevalle i patee koko ajan P[K[i]| =1
— P mahdollistaa nopean siirtymisen yhteen ja K vastakkaiseen suuntaan

e taulukot indeksoidaan 1,...,m
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Koko ja kapasiteetti
e poistojen vuoksi kaytossa olevien kahvojen joukko ei ole aina yhtendinen
— esim. lisda(z) — 1, lisdd(y) — 2, lisdd(z) — 3, poista(2): {1, 3}
e olisi tehotonta saataa taulukkojen varaamaa muistia jokaisen lisdyksen ja
poiston yhteydessa

= kannattaa erottaa toisistaan koko ja kapasiteetti
— koko (size): prioriteettijonossa olevien alkioiden maara
— kapasiteetti (capacity): kuinka monelle alkiolle on varattu tilaa

e jos maksimikokoa ei tiedetd etukateen, voidaan kayttaa sivun 15 joustavan
kokoisia taulukoita

e tallennetaan koko muuttujaan n ja kapasiteetti muuttujaan m

Vapaiden lokeroiden kierratys

e vapaat kahvat ovat mielivaltaisesti valilla 1,...,m
— miten loydetdan vapaa kahva?
e K on kaytossa kekona valilla 1,...,n

= vapaat kahvat voi tallettaa K:hon vilillen +1,...,m

= uusi alkio x voidaan lisdta nain: n:=n+1; A[K|n]] := z; P[K[n|]] :=n
ja sitten siirtaa oikealle paikalleen keossa
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Esimerkin tietorakenteiden invariantit

e koko on ei-negatiivinen ja enintaan kapasiteetti:

e K :n arvot ovat laillisia kahvoja:
— keon arvot ovat laillisia kahvoja:
— vapaat kahvat ovat laillisia kahvoja:

ANAA
=OAAIAIA A
S33 3

.

e sama kahva ei ole K :ssa useasti: Vi:Vi;1<i<j<m:K]|i
— jo P|Ki]| =1 takaa, ettd sama kahva ei ole keossa useasti
— yhdessa edellisen kanssa takaa, ettd jokainen laillinen kahva on K':ssa

e P kertoo keossa olevan alkion paikan keossa: Vi;1 <1 <n:P[K[i]] =1
e kannattaisiko vapailta kahvoilta vaatia jotain?

— vaaditaan niiltd, ettd ne ndyttavat vapailta: Vi;n <t <m:P[K[i]] =0
= voidaan katevasti estaa yritys poistaa alkio, joka on jo poistettu

e keko toteuttaa keko-ominaisuuden: Vi;1 <1 <n:AKidiv2]] < AK|]]

Esimerkin aliohjelmat (metodit)

alusta // helppo ndhd3, ettd asettaa invariantit
n =70

for i ;= 1tomdo P[i] :=0; K[i] :=1

pienin — alkion tyyppi // ei muuta mitdan, keon pienin kohdassa 1
if n > 0 then return A|K1]] else error
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AV

lisda(x) — {0,...,m}

if n > m then return 0 // ala lisaa, jollei ole tilaa
n:=n+1;,v:= Kln|; App] .=« // lisdtty vapaaseen paikkaan A:ssa
i=mn; j=idiv2 // kohdassa i on "aukko” keossa
while j > 0&& x < A[K[j]] do // juoksuta se x:n mukaiseen kohtaan
Kli| == K|[j]; P|K][i]] .= 1 // pida P linjassa K:n kanssa
1= 7; 7 :=1div 2
Kli] == v; Plv] := 1 // taytd keon aukko z:13
return v

poista(v)

if v<1Vo>mll|Plv] =0 then return // hylkaa laiton kahva

i := Plvl]; j = 1div2 // poistettava on "aukko” keossa

while j > 0&& A[K[n]] < A[K|[j]| do // siirrd aukko tarpeeksi ylos
Kli| == K|[j|; PIK|i]]| =11 :=7; j :=idiv2

ji=2.4

if j+1<n&& AK[j+1|] < A[K[j]] then j :=j+1

1
while j < n&& A[K|[n]] > A|K|j]| do // siirrd aukko tarpeeksi alas
Kli] := K[j]; PIKli]| := 11 :=7; ] = 21
if 7+1<n&& AK|j+1]] < A[K|j]] then j .= j+1
Kli| == K|n]; P|K[i]] := 1 // tayta aukko keon viimeisella
Kn| :==v; Plv] :=0;n:=n—-1 // vapauta keon viimeinen lokero
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7 (Moni)graafit

7.1 Monigraafit ja niiden esittaminen

Graafi (graph) on matemaattinen rakenne, jossa on kahdenlaisia osia

e solmu (vertex, node)
— piirretaan usein ympyroina tai kiekkoina

e kaari (edge, arc)
— piirretdan usein viivana tai nuolena

Graafit jakaantuvat kahteen ryhmaan

e suunnattu (directed) graafi
— kaari piirretdan nuolena solmusta solmuun

e suuntaamaton (undirected) graafi
— kaari piirretdan viivana, joka yhdistaa kaksi solmua

Monigraafi (multigraph) sallii samojen solmujen OCO CCO

valilld (samaan suuntaan) monta kaarta

e useat yleiset esitystavat tietokoneessa sallivat moninkertaiset kaaret,
jollei erikseen ndahda vaivaa niiden estamiseksi

= monesti sanotaan graafi, vaikka esitystapa sallii monigraafin
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Suunnatun graafin matemaattinen maaritelma

e solmujen joukkoa merkitdaan yleensa kirjaimella V
e kaarten joukkoa merkitdan yleensa kirjaimella E

e suunnatussa graafissa vaaditaan, ettd E CV x V
ts. kaari on kahden solmun jarjestetty pari
V x V sisaltaa kaikki jarjestetyt solmuparit
jokaisen solmuparin vililld joko on kaari tai ei ole
E kertoo, milla valeilld kaaret ovat

e josv €V, niin (v,v) eV XV
= solmusta voi olla kaari itseensa D

Suuntaamattoman graafin matemaattinen maaritelma

e 1V on kuten edelld

e F:n maaritelman tarkka sisidlto ja muotoilu eivat ole vakiintuneet
— joskus sallitaan kaari solmusta itseens3, joskus ei

e ei sallita: kaari on kahden solmun jarjestamaton pari
- EC{V'|VICV AWV =2}

e sallitaan: kaari on solmu tai kahden solmun jarjestamaton pari
- EC{{u,v}|ueVAveV}
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Kytkentamatriisi (adjacency matrix)

solmut tunnetaan numeroilla 1, ..., |V

kaaret on ilmoitettu |V'| kertaa |V -bittitaulukolla
— solmusta u on kaari solmuun v, jos ja vain jos Blu,v] =1

suuntaamaton graafi: huolehditaan, ettd jos Blu,v] = 1, niin Blv,u] =1

tehokas esitystapa, jos graafi on tihea (dense)

— kaarten mairi ei ole paljon pienempi kuin |V]?
ts. melkein jokaisesta solmusta ldhtee melkein |V'| kaarta
"paljon” ja "melkein” riippuvat mm. siita, kuinka paljon
vaihtoehtoinen esitystapa veisi bitteja kaarta kohden

esim. =|V|? kaarta on yleens3 tihed, mutta 5o |V|? tuskin en3a on
jos graafi ei ole tihed, se on harva (sparse)

kaaren voi lisdtad ja poistaa ajassa ©(1)
solmusta ldhtevat tai siitd tulevat kaaret voi selata ajassa O(|V])

jos kaarissa tarvitaan lisdtieto, niin B[u, v] on joko se tai erikoisarvo L

kertomaan, ettd kaarta ei ole
— esim. B|u,v] voi olla kaaren pituus tai —1
— tihedn ja harvan raja siirtyy lahemmas lukua |V|?

jos kaarissa ei tarvita lisatietoa, niin monigraafin saa sallimalla Blu,v] € N
— monigraafeja ilman lisdtietoa kaarissa tarvitaan harvoin

AV MAT-71000 Tieto ja laskenta 7. tammikuuta 2018 7 (Moni)graafit 136/249



Kytkentalista (adjacency list)
e esitetadn vain olemassa olevat kaaret
— ts. ei varata muistia parille (u,v), jos se ei ole kaari

perusmuodossa jokaiseen solmuun liittyy linkitetty lista, jonka kussakin
tietueessa on osoitin tai indeksi solmuun
— ts. luetellaan solmusta |ahtevien kaarten maaranpaat

esittdd monigraafin, ellei erikseen huolehdita, ettd moninkertaisia kaaria ei ole

nytkin suuntaamaton graafi esitetddn suunnattuna, jossa
(u,v) € E = (v,u) € B

muistin kulutus on ©(|V| + | E])

solmusta lahtevien kaarten selaaminen on O(|E|)
— verrannollinen solmusta lahtevien kaarten maaraan

kaaren lisiaminen ja poistaminen vievat aikaa

solmusta ldhtevien kaarten maardan verrannollisesti

— jos moninkertaisia kaaria ei yritetd valttaa eika listan
jarjestyksella ole valia, niin lisadminen on O(1)

kaaritietueeseen voidaan laittaa lisatietoa tarpeen mukaan

solmuun tulevien kaarten selaamista varten solmuun voidaan liitt33 toinen lista
— se voi kayttda samoja tai erillisia listatietueita
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AV

Kaaret taulukossa

e jos kaaria ei tarvitse lisata, kaikki kaaret voi luetella yhdessa taulukossa
e samasta solmusta lahtevat kaaret ovat perakkain taulukossa

e solmutietueessa on kerrottu, mika osa taulukosta sisaltda sen |ahtokaaret
— esim. ensimmaisen |ahtokaaren indeksi ja |dhtokaarten maara

— jalkimmaista ei tarvita, jos kunkin solmun v kaarten jalkeen
on solmun v + 1 kaaret

e taulukon alkiona on tarpeen mukaan
— kaaritietue

— kahva (esim. osoitin tai indeksi) kaaritietueeseen

— kahva kaaren toisessa paassa olevaan solmuun

e muistin kdyton kannalta erityisen tehokas ratkaisu

Esitystavan valinta riippuu monesta seikasta

e onko (moni)graafi harva vai tihe

e mink3 toimintojen tarvitsee olla nopeita

— muutetaanko (moni)graafia kdyton aikana
— tarvitseeko kasitelld solmun tulokaaria

— tarvitaanko nopea vastaus kysymykseen "onko kaarta (u,v)"”
e tarvitseeko muistia kayttaa erityisen tehokkaasti
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7.2 Lapikayntialgoritmeja

Merkitdan ue = {v | (u,v) € E}
e solmusta u lahtevien kaarten karkipaissa olevat solmut

Leveyteen ensin -haku (breadth-first search)

for v € V do v.found := false

for vp € V do // harmaa osa pois, jos halutaan kayda

if —vg.found then // lapi vain vg:sta saavutettava alue
vo.found := true; Q.InsQ(vg); vo.prev ;= L // aluksi @ on tyhja

while —(Q).Empty do
u = @Q.DelQ
for v € ue do
if —v.found then
v.found = true; Q.InsQ(v); v.prev := u

e .found huolehtii, ettd samaa solmua ei laiteta (Q:hun useasti

= while-silmukalla < |@)] kierrosta
= jos InsQ, DelQ, Empty sekd seuraavan v € V ja v € ue |oytaminen ovat

O(1), niin algoritmi lopettaa ajassa O(|V| + |E|)
e while-silmukan invariantti: kaikille v patee, etta jos u.found = true, niin
1 on jonossa tai Yv € ue : v.found = true
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e algoritmin lopetettua kaikille (u,v) € E patee, ettd
jos u.found = true niin v.found = true
— olkoon (vg,v1) € E, (v1,v2) € E, ..., (Vn_1,0n) € E
— koska vg.found = true ja (vg,v1) € E, niin vy.found = true
— koska v1.found = true ja (v1,v2) € E, niin vy.found = true
= ...Up.found = true

= algoritmi 16ytaa kaikki aloituskohdastaan / aloituskohdistaan v
saavutettavat solmut ja vain ne
— "ja vain ne" seuraa siita, etta algoritmi loytaa solmuja vain tietyilla tavoilla

Leveyteen ensin -haun erityisominaisuus

e olkoon §(u,v) lyhimméan solmusta u solmuun v vievan polun pituus
— polun pituus on sen kaarten ma3ara (ts. jokaisen kaaren pituus on 1)

e joka hetki on voimassa jollekin kK € N
— ne solmut on Idydetty, joille d(vg,v) < k
— yht&an niistd ei ole I0ydetty, joille d(vg,v) > k + 1
— jonon alkuosassa d(vg, v) = k ja sen jalkeen §(vg,v) =k + 1
(toinen tai molemmat osat voivat olla tyhjia)

= loytaa lyhimman polun kuhunkin solmuun
— polku takaperin loytyy .prev-osoittimia seuraamalla
— muista: tassa polun pituus on kaarten maara eikd kuten maantiekartassa
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Rekursiivinen syvyyteen ensin -haku (depth-first search)

AV

for v € V do v.colour := white
for vg € V do if vg.colour = white then
DFS(vg)  // harmaa osa pois, jos ...

DFS(u)
u.colour = grey

for v € ue do if v.colour = white then DFS(v)
u.colour := black

solmun vari muuttuu valkoinen — harmaa — musta
vari huolehtii, ettd samaa solmua ei kasitelld useasti

= algoritmi lopettaa ajassa O(|V|+ |E|) (olettaen, etta v € V jav € ue ...

harmaat solmut muodostavat polun haun alkusolmusta nykyiseen solmuun
mustalla solmulla ei ole valkoista seuraajaa

kun algoritmi lopettaa, mikdan solmu ei ole harmaa
= mustista solmuista paasee vain mustiin solmuihin
= kuten edelld, voidaan paatell3, etta

algoritmi loytaa kaikki solmuista vy saavutettavat solmut ja vain ne

rekursiivinen syvyyteen ensin -haku on helppo toteuttaa, mutta rekursion
luontainen tehottomuus voi muodostua ongelmaksi isoilla graafeilla
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Syvyyteen ensin -haun erityisominaisuus

e jos nykyisestad solmusta u on kaari harmaaseen solmuun v,
niin graafissa on silmukka

— ts. jos kutsutaan DFS(v) niin ettd v.colour = grey
— silloin v:std on polku harmaita solmuja pitkin u:hun

e jos tutkittavalla alueella on silmukoita, niin jokin niista 16ytyy
— algoritmi ei valttamatta Ioyda silmukan solmuja silmukan jarjestyksessa
olkoon u silmukan solmuista se, josta algoritmi peruuttaa ensimmaisena
olkoon v seuraava silmukan solmu
ennen wu:sta peruuttamista algoritmi tutki kaaren (u,v)

jos v oli silloin musta, niin u ei olisikaan silmukan
solmuista se, josta algoritmi peruuttaa ensimmaisena

— jos v oli silloin valkoinen, niin algoritmi olisi mennyt sinne
ja peruuttanut sieltd, joten u ei olisikaan . ..

= v oli silloin harmaa

= tutkittavalla alueella on silmukoita jos ja vain jos ainakin
kerran tutkittavan kaaren karkipaan solmu on harmaa

e kaikkien silmukoiden loytaminen ei olisi mielekids tehtava
— niitd on usein aivan litkaa lueteltavaksi (harjoitustehtava)
— mielekkdampaa on etsia maksimaalisia vahvasti kytkettyja komponentteja
(asiaan palataan)
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Yleinen haku

for v € V do v.found := false
for vy € V do if —vg.found then // harmaa osa pois, jos ...
vo.found := true; vg.prev ;= L
if vge # () then
vg.next = voe; W = {vg}
while W = () do
u := jokin W:n alkio
v := jokin u.next:n alkio; u.next := u.next \ {v}
if u.next =0 then W := W\ {u}
if —v.found then
v.found = true; v.prev = u
if ve #£ () then v.next := ve; W := W U {v}

.found huolehtii, ettd kukin solmu ldhtokaarineen tutkitaan enintdan kerran

W sisaltdaa (vain) Ioydetyt solmut, joilla on tutkimattomia |dhtokaaria

algoritmi loytaa kaikki vg:sta saavutettavat solmut ja vain ne
— todistus kuten leveyteen ensin -haulle

jos W on jono, niin tdma on leveyteen ensin -haku
jos W on pino, niin tama on syvyyteen ensin -haku

jos .next-mekanismin sijaan W :hen laitetaan ue, niin ei saada syvyyteen ensin
— voi silti olla kayttokelpoinen: valtetdan .next ja pino on helppo toteuttaa
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7.3 Lyhimmat polut

Tarkastellaan graafeja, joiden kaaret ovat muotoa (u,d,v)
e d on kaaren pituus, 0 < d < oo
e merkitdin ue = {(d,v) | (u,d,v) € E}

Dijkstran algoritmi

for v € V do v.dist := o
Q = {vo}; vo.dist := 0; vg.prev = L @
while Q # () do

u = @Q.smallest; Q := Q \ {u} ®

for (d,v) € ue do
if u.dist +d < v.dist then
if v.dist = co then @ := Q U {v}
v.dist ;= u.dist + d; v.prev ;= u
|6ytad mahdollisimman lyhyet polut vg:sta kaikkialle

— oo tarkoittaa, etta polkua ei ole
— monesta yhta lyhyestd 16ytyy vain jokin, mutta silti sanomme “lyhimmat”

() on prioriteettijono, jonka avain on .dist

v on loydetty jos ja vain jos v.dist # oo
ne lyhimmat polut on loydetty, joiden pituus < u.dist
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Dijkstran algoritmin suoritusaika

e oletetaan, ettd muut kuin alla mainitut toiminnot ovat hyvin toteutettu

e luvun 6.5 prioriteettijonolla aika on O((|V| + |F|) log |V'])
— kukin solmu on @):ssa enintdan kerran, joten |Q| < |V|
— solmun lisdys @:hun ja poisto @):sta ovat O(log|V])
— v.dist:n pienentdminen on O(log |V'|) ja tapahtuu < |E| kertaa

e tunnetaan @):n toteutus, jolla ajaksi saadaan O(|V'|log |V | + |F|)

A* linnuntie-etdisyydell3

e maantiekartan tapauksessa matka solmusta v
tavoitteeseen t on vahintaan linnuntie-etaisyys

|t —v|| ==/ (t.x —v.2)2 + (t.y — v.y)?
= algoritmia voi nopeuttaa kisittelemalld seuraavaksi
se v, jolla arvio(v) := v.dist + ||t — v|| on pienin ®
e kun tutkittu haara pitenee, koko matkan arvio ei voi pienentya @ Y W
— ts. u.dist + ||t — ul|| < w.dist + d(u,v) + ||t — v 3) u
= jos lyhin reitti solmuun w ei ole vield loytynyt,
on sen tutkitun osan karjen arvio < w:n arvio ©)
= solmu otetaan (Q:sta vasta kun lyhin reitti sithen on [6ytynyt

e tama tunnetaan nimella A¥* monotonisella heuristiikalla
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Lyhimmat polut jokaisesta solmusta jokaiseen solmuun

e vastauksia tulee |V|? kappaletta

= kannattaa kayttda tiheiden graafien tekniikoita,
vaikka alkuperainen graafi olisi harva

e yksi kaytannollinen algoritmi on esitelty luvun 6 harjoitustehtavissa
— kayttda O(|V]?) aikaa

Negatiiviset kaarten pituudet

e jos kaaren pituus voi olla negatiivinen, niin voi olla olemassa silmukka,
jonka pituus on negatiivinen

= solmusta u solmuun v voi olla loputtomasti toinen toistaan lyhyempia polkuja

Bellman—Ford-algoritmi

for v € V do v.dist == oo
vo.dist := 0; vg.prev ;= L
for i :=2to |V| do
for (u,d,v) € E do
if u.dist +d < v.dist then v.dist := u.dist + d; v.prev := u
for (u,d,v) € E do
if u.dist +d < v.dist then print "negatiivinen silmukka”

e suoritusaika on O(|V||E|)

AV MAT-71000 Tieto ja laskenta 7. tammikuuta 2018 7 (Moni)graafit 146 /249



kierroksen ¢ alussa on loydetty lyhimmat polut, joissa < 7 — 2 kaarta

jos vg:sta saavutettavalla alueella ei ole negatiivisia silmukoita, niin
— polkua ei saada lyhyemmaksi lisaamalla siihen silmukoiden kierroksia
= lopuksi on loydetty kaikki lyhimmat polut

jos algoritmi tulostaa "negatiivinen silmukka”, niin sellainen on saavutettavissa
— jos v.dist on lyhimman polun mukaan, niin ei voi olla u.dist + d < v.dist

jos negatiivinen silmukka on saavutettavissa,

niin algoritmi tulostaa "negatiivinen silmukka”

— olkoon D silmukan pituus

— jos silmukan jokaiselle kaarelle (u, d,v) patee u.dist + d > v.dist, niin

kiertamalla silmukka ympari saadaan u.dist + D > u.dist
— ristiriita, jos D < 0
= jollekin kaarelle patee u.dist + d < v.dist
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7.4 Maksimaaliset vahvasti kytketyt komponentit

Suunnatun graafin vahva komponentti (strong component)

e merkitdan solmuille w —* v jos ja vain jos u:sta on polku v:hen
— myos nolla kaarta katsotaan poluksi
= jokaiselle solmulle v patee v —>* v

solmun v virittama maksimaalinen vahvasti kytketty
komponentti C, on mahdollisimman iso kokoelma
solmuja u siten, ettd v —>* u jau = v

—ved,

usein kdytetddn lyhyempaa nimed "vahva komponentti” (strong component)

kukin solmu kuuluu tasmalleen yhteen vahvaan komponenttiin

— olkoot C,, ja C, vahvoja komponetteja siten, ettd w € C,, ja w € C,
—josu € Cy, niinv = *u—="w—"vjav—=>"w—*u—"*u

=u =*vAv=*ueliu eC,

— samoin jos v’ € C,, niin v € C,

= (', =C,

vahva komponentti on kayttokelpoinen kasite silloinkin,
kun silmukoita on liikaa lueteltaviksi
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Syvyyteen ensin -haku ja vahvat komponentit

e mustista solmuista paasee valkoisiin vain harmaiden kautta
e jokaisesta harmaasta solmusta paadsee nykyiseen solmuun

= jos syvyyteen ensin -haku kohtaa vahvan komponentin, se kiy sen
ja siita saavutettavat vahvat komponentit kokonaan lapi
ennen peruuttamistaan siitd (tai lopettamista)
— kohtaa vahvan komponentin = [6ytaa siihen kuuluvan solmun

Tarjanin algoritmi
1:=0
for v € V do v.colour := white
for vg € V do if vg.colour = white then Tarjan(vg)

Tarjan(u)

u.colour = grey; 1 := i+ 1; u.nr := i; u.low := i; S.Push(u)
for v € ue do

if v.colour = white then Tarjan(v)

if v.colour # blue A v.low < u.low then u.low := v.low
u.colour := black
if u.low = u.nr then

print "vahva komponentti”

repeat v := S.Pop; print v; v.colour := blue until u = v
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e pohjana on syvyyteen ensin -haku
= vahvat komponentit valmistuvat "alin” ensin
— niista voidaan pitaa kirjaa pinolla S
— (vain) valmiiden vahvojen komponenttien solmut ovat sinisia
— testaako algoritmi vahvojen komponenttien valmistumisen oikein?

e solmut numeroidaan juoksevasti sitd mukaa kuin ne |oytyvat
= solmun numero voidaan tulkita solmun |6ytymisajankohdaksi

e osoitamme, ettd u.low on pienin C\, :hun kuuluvan wu:sta |6ydetyn solmun nro
— olkoon v se solmu, jolle u.low = v.nr
— u —* v koska v.nr kulkeutui u:hun
— jos v ¢ C, niin polulla u —* v on komponenttirajan ylittava kaari (u,v")

— testin v’'.low < u.low hetkelld v’:st3 ei padssyt harmaisiin solmuihin
= (C, oli valmis, v’ oli sininen ja v'.low hylattiin

= kun peruutetaan komponentista pois, niin w.low > u.nr
— toisaalta selvasti aina u.low < u.nr = testi u.low = u.nr toteutuu

e kun peruutetaan komponentin sisalla u:sta w:hen, niin
— u —* w ja polulla on kaari (u',w’) siten, ettd
w’ 18ytyi ennen ja u' = u tai v’ 16ytyi jalkeen u:n
= w.low < u'.low < w'.nr < u.nr = testi u.low = u.nr ei toteudu
= wu.low = u.nr testaa luotettavasti komponentin valmistumisen

e suoritusaika on O(|V| + |E])
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Kosaraju—Sharir-algoritmi

e algoritmi
— ajetaan DFS ja talletetaan solmut peruuttamisjarjestyksessa pinoon
— kaannetaan graafin kaaret takaperin ja varitetaan solmut valkoisiksi

— otetaan solmut pinosta ja ajetaan kullekin valkoiselle DFS;
kukin ajo kay lapi yhden vahvan komponentin

(takaperin-)DFS kdy kohtaamansa komponentit |api kokonaan

= riittad osoittaa, ettd kukin takaperin-DFS
kdy lapi vain yhden vahvan komponentin

olkoon v mik3 tahansa takaperin-DFS:n alkusolmu ja u ¢ C,

jos u A* v, niin takaperin-DFS(v) ei |0yda wu:ta

jos u —* v niin v A u, joten etuperin-DFS:issa patee

— jos C,, kohdattiin ennen kuin C,, niin C, valmistui ennen kuin C,,

— jos C,, kohdattiin C,:n jalkeen, niin C,, oli valmis jo kun C, kohdattiin
= (), kasiteltiin takaperin-DFS:issa ennen C,:ta

= wu oli musta kun takaperin-DFS(v) alkoi

tamankin suoritusaika on O(|V| + |E])
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Dijkstran vahvojen komponenttien algoritmi

e aina kun DFS tunnistaa silmukan, se korvataan yhdelld solmulla v

— v:n tietoihin laitetaan alkuperdisten solmujen luettelo
— alkuperaisiin solmuihin liittyvat kaaret kdannetaan liittymaan v:hen

e lopulta kukin vahva komponentti on kutistunut yhdeksi solmuksi
e suoritusajan O(|V| + |E|) saavuttaminen vaatii huolellisuutta

Algoritmien vertailua

e Kosaraju—Sharir-algoritmi kuluttaa vahiten muistia
— Kosaraju—Sharir: DFS:n muisti ja yksi pino

— Tarjan: DFS:n muisti, .nr, .low ja (mahdollisesti matala) pino
— Dijkstra: kaaret tarvitaan yhtdaikaa molempiin suuntiin

e Tarjanin ja Dijkstran algoritmit alkavat |0ytda vahvoja komponentteja
ennen kuin koko graafi on kayty lapi

Muita graafialgoritmeja monenlaisiin tehtaviin tunnetaan valtava maara
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8 Informaatioteoriaa

Johdattelevia kysymyksia
e on 26 saman painoista kultarahaa ja yksi

muita kevyempi, miten kevyempi [6ydetdan
orsivaa'alla kolmella punnituksella?

e onko maaliero eras kastematolaji vai urheilutermi, ja mika on kaivo-
saukko?

e voiko tdysin valkoinen pinta sisdltda informaatiota?
— valkoinen lippu sodassa
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8.1 Kiintean ja vaihtuvan pituiset koodit

n bittida kykenee esittamaan enintddan 2" vaihtoehtoa

e 3 bittid esim.
— luvut 0, 1, ..., 255
— luvut =128, ..., -1, 0,1, ..., 6 127
— numerot, kirjaimet ja joukon muita merkkeja

e kukin bittiyhdistelma voi edustaa mita tahansa halutaan
— 000 = koira, 001 = kissa, 010 = lehm3, ...

Sama toisinpdin: n vaihtoehdon esittamiseen tarvitaan [log, n| bittia
Yleisemmin n-pituinen jono X:n alkioita kykenee esittdmaan |X|™ vaihtoehtoa
e bittien tapauksessa > = {0,1} ja [X| =2
e kdytdnnon ohjelmoinnissa usein ¥ = 8-bittiset tavut U {tiedoston loppu}
= |X| = 257
e geneettisessd koodissa (RNA) ¥ ={A,C,G,U}
e teoreettisissa tarkasteluissa oletetaan yleensd 2 < [X| < oo
e jatkossa oletamme, ettd 3 = {0, 1}, ellei toisin sanota
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Nimia

e ldhdesana = se, mikd halutaan esittda (esim. "lehma")
e koodisana = sen bittijono (esim. 010)

e koodi = koodisanojen muodostama kokonaisuus
— eri lahdesanoilla on oltava eri koodisanat, tai koodia ei voi purkaa
— pian asetetaan tarkempi vaatimus
— koodisanoiksi kelpaavia bittijonoja saa jaada kayttamatta
— samalla lahdesanalla saa olla monta koodisanaa, esim. lysiini: AAA ja AAG

Koodisanojen ei valttamatta tarvitse olla keskenaan yhtapitkia

e yleisimmille lhdesanoille voidaan antaa
lyhyemmat koodisanat kuin harvinaisille
= koodatun viestin pituuden odotusarvo lyhenee
— odotusarvo = todennakaisyyksilla painotettu keskiarvo

e |ihdesanoja voi olla darettomasti, esim. kaikki luonnolliset luvut
— (luvussa 10 tdhan tulee rajoite)

e cdellytys: perakkaisten koodisanojen rajat on oltava tunnistettavissa
— muuten “karuselli” ja "karu selli” menevat sekaisin
— esim. koko syote on yksi koodisana ja syotteen loppumisen voi testata
— toisin kuin luonnollisissa ja ohjelmointikielissa, valiyontien tms. kaytto
erottimena on informaatioteoriassa harvinaista
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Itserajaava koodi (prefix code): mikddn koodisana ei ole toisen aito alkuosa

e vrt. 'maall”

e voidaan piirtda puuna, jonka
lehdet vastaavat koodisanoja

e esimerkkeja
— 00 = koira, 010 = kissa, 011 = lehm3, 10 = hevonen
- 0=0,1=100, 2 =110, 3 = 10100, 4 = 10110, 5 = 11100, 6 = 11110,
7 = 1010100, ... parittomat bitit ovat 1 paitsi viimeinen on 0,
parilliset koodaavat lukuarvon

— koko tiedosto, jos sen loppuminen f 20
erottuu syotteesta: !std::cin
_|
_I

— useat tietorakenteet
("alkuosa” jarkevasti tulkiten)

43

e ohjelmointikielet
— tekstialkiot eivat aina ole itserajaavia, esim. <=
— monien ohjelmointikielten syntaksi on itserajaava (mutta ei C++:n)

e (joskus tehddan tdman opintojakson kannalta merkitykseton erottelu
— prefix code = mikdan koodisana ei ole toisen aito alkuosa

— self-delimiting code = lisdksi tietokone aina tunnistaa koodisanan lopun,
vrt. luku 10)

e yleisempi "yksikasitteisesti purettava koodi’ tulee luvussa 8.4
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Informaatioteoriassa yleensa kasitelty ja yleisempi tilanne

e alun perin keskityttiin tietoliikenteen tarpeisiin
— koodisanoja tulee valittomasti perakkain

— pituuden odotusarvo pyrittiin minimoimaan

= kullakin lahdesanalla on vain yksi koodisana
ja kayttamattomia bittijonoja valtetdan

yleisemmin samalla |dhdesanalla saa olla monta koodisanaa

— moninkertaiset koodisanat saattavat jopa syntya luonnostaan

— vrt. matematiikassa % = %

esim. kolmio esitetdan antamalla kolmen pisteen koordinaatit,
eikd pisteiden esittamisjarjestyksella ole valia

— esim. (0,0)(2,6)(5,1) ja (5,1)(0,0)(2,6)

esim. tietorakenteissa

— linkitetyn listan esittama joukko
ei riipu listan jarjestyksesta

— linkitetyn listan sisalt6 ei riipu
listan tietueiden osoitteista

kayttamattomat bittiyhdistelmat voivat olla yleisia
— vrt. matematiikassa %
— esim. virheellinen listarakenne

on kayttamaton bittiyhdistelma
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e ohjelmointikielissa tekstialkioiden valissa voi olla valilyonteja yms.
= tekstialkioiden ei tarvitse muodostaa itserajaavaa koodia

e kielen ja sen merkityksen valinen suhde on tarkea aihe,
mutta ei kuulu informaatioteorian piiriin

— informaatioteoriassa koodisanat saa valita mielivaltaisesti

e |ihdekielen rakenteesta johtuvat ilmiot kuuluvat muiden teorioiden piiriin
— esim. alku- ja loppusulkujen vastaavuus (...(...) ... ((...)...))

= informaatioteoriaa voi soveltaa yleisempaan tilanteeseen,
mutta se ei vastaa kaikkiin mielenkiintoisiin kysymyksiin

Jatkossa rajoitumme tapaukseen, jossa koodisanoja on aarellinen maara

= myos lahdesanoja on aarellinen maara
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8.2 Kiraftin epdayhtalo ja Shannonin alaraja

Merkintoja

e olkoot koodisanat o;, missa ¢ kdy lapi lahdesanat
— jos lahdesanalla on monta koodisanaa, vain yksi otetaan nyt huomioon
— eri lahdesanoilla on eri koodisanat, eli jos 7 # j, niin 0; # 0

e olkoot ldhdesanojen todennikaisyydet p;
e olkoot koodisanojen pituudet ¢; = |o;|
e tyhjaa bittijonoa merkitdan ¢

Koodatun viestin pituuden odotusarvo on ) . p;¢;

e odotusarvo = kaikkien vaihtoehtojen todenndkoisyyksilla painotettu keskiarvo

Miten pituuden odotusarvo saadaan mahdollisimman pieneksi itseraj. koodissa?
e mita pienempi ¢;, sitd parempi, mutta . ..

o ... kokeilemalla ¢; =0 tai ¢; =1 eli 0; € {£,0,1} ndhd3an,
ettd ongelmaksi tulee, ettd koodisana ei saa olla toisen alkuosa
— ottamalla 01 koodisanaksi menetetdan kaikki pitemmat 01-alkuiset

e koodisanoiksi kelpaavia bittijonoja ei kannata jattaa kayttamatta
— jos 001011 on koodisana mutta mikdan 001010-alkuinen
ei ole, niin voidaan lyhentaa 001011 ~» 00101
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e lyhyet koodisanat kannattaa antaa todennikaisille lahdesanoille
— jos ¢; < {; ja p; < pj, niin 0; ja 0; kannattaa vaihtaa keskenaan,
koska (pili +pjl;) — (pilj + pits) = (pj — pi)(Lj — ;) > 0
e jos o, p0 ja pl ovat koodisanoja, saattaa
kannattaa korvata o ~» g0, p0 ~ p ja pl ~ ol

Kraftin epayhtalo itserajaaville koodeille

e jos jokaisen koodisanan pituus olisi n, niin koodisanoja voisi olla < 2"

e jos ¢; < n, niin o; vie 2" ~% kappaletta ym. mahdollisuuksista

— esim. jos ¥; = n — 2, niein o; vie mahdollisuudet 0,00, ¢;01, 0,10 ja 0;11
on—t;

— ts. o; vie osuuden T 2% mahdollisuuksista

— osuus on 2% riippumatta n:sta

e koska osuus on osuus kaikesta, on osuuksien summa < 1

= olemme todistaneet Kraftin epayhtalon itserajaaville koodeille

Zz—ﬁi <1
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Viahemman mielikuviin vetoava todistus

e jos koodisanoja ei ole lainkaan, on summa 0 <1
= tastd eteenpain oletetaan, ettd koodisanoja on ainakin yksi

kaytetaan induktiota pisimman koodisanan pituuden suhteen
jos pisimman koodisanan pituus on 0, niin € on ainoa koodisana
= > .27l =2"0=1

muussa tapauksessa koodisanat voidaan jakaa kahteen erilliseen ryhmaan:
0-alkuiset ja 1-alkuiset

— ¢ ei voi nyt olla koodisana, koska se on jonkin muun koodisanan alkuosa

olkoot p; ne bittijonot, joille 0p,; on koodisana
— ne muodostavat itserajaavan koodin

(jos p; olisi pp:n aito alkuosa, niin Op; olisi Opp:n aito alkuosa)
— sen pisin koodisana on lyhyempi kuin alkuper3isen koodin

= induktio-oletuksen mukaan » . 2~ lrsl <1
— Zj 9—10p;| — Zj 9—(1+]pjl) — 9—1 Zj 2-lpil < 9-1.1 = %

e samoin ) 2—ukl < % missa 1u; on koodisana
o kaikkiaan >°.27% = D 2= 10pi1 4 N 2=kl < 14
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Miten Kraftin epayht3lo vaikuttaa pituuden odotusarvoon > p;¢;?

e oletamme, ettd p; > 0 (muuten koodisana ¢ olisi tarpeeton)
e jos /; pienenee, niin 2—ti kasvaa
= >".27% kannattaa saada mahdollisimman suureksi (ehdolla Y. 27% < 1)

e sitten kun tima lilkkumavara on kaytetty, yhta /;
ei voi pienentad kasvattamatta jotain muuta /;

® jos p;, p; ja 2=t 4 274 pidetidin vakiona, miten minimoidaan p,¢; +pil;?
o merkitiin C =274 4274 ja gz =27%

- 2% >0ja2% >0, joten0<z < C
= minimoitava f(x) = —p;logy, z — p;log,(C — z) ehdolla 0 < z < C

° josxi>0, niin [; — oo, [; = —logy C > 0 ja pil; +pjl; — o0

e myos jos  — C, niin p;l; +p;l; — o0

df(x) _ —pi pj Pi _ Di
o — k — = J |
R x1n2+(C’—x)ln2 y MmN T oz "

2t

= minimi, kun on sama jokaiselle 7, eli on vakio D s.e. Vi : 2% = Dp;
Pi

= >..27% =% Dp; =D . p; = D, koska todennik. summa = > . p; =1

= > .. pil; on minimissddn, kun D =1 ja Vi : {; = —log, p;
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Olemme todistaneet Shannonin alarajan pituuden odotusarvolle

ZP%@ > —sz' log, pi

e suuretta — ) . p;log, p; kutsutaan nimelld (Idhteen) entropia
o —> . pilogypi >0, koska 0 < p; <1

Miten tdma suhtautuu siihen, etta n vaihtoehtoa tarvitsee [log, n| bittia?

e jos vaihtoehdot ovat yhtd todenndkéisid, Shannonin alaraja on

—Z 1o - —nllo l = logsn
i Pi 10go D = o g2n — 10go

= sama raja ilman pyoristysta ylospain lahimmaksi kokonaisluvuksi!

e jos kaikki vaihtoehdot ovat yhtd todennakaisia, niin yhden vaihtoehdon
esittdmiseen tarvitaan keskimaarin log, n ja huonoimmillaan [log, n| bittia
— Shannonin alaraja saavutetaan tarkasti, jos n on 2:n potenssi
— esim. jos n = 3 ja koodisanat ovat 0, 10 ja 11,

on Y .pili =2 ~ 1,667 ja — ), pilog, p; = 1,585
— jos n = 3, niin koodaamalla ldhdesanojen pareja saadaan ) . p;¢; ~ 1,611

e seuraavaksi tutkimme, miten yleisessa tapauksessa
paastdan |ahimmaksi Shannonin alarajaa
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8.3 Kuinka ldhelle Shannonin alarajaa paastaan?

Annetut ¢; toteuttava koodi

olkoon annettu n luonnollista lukua ¢; siten, ettd > " 275 <1

ne voidaan numeroida siten, ettd kun 1 < 5 <7 <n, niin £; </,
merkitkddmme bittijonon b1bs - - - by, lukuarvoa [b1bs - - - bi] = Z,’;l b; 2k
— k-pituiset bittijonot ja luonnolliset luvut 0, ..., 2% — 1 ovat bijektiossa

vaIitaan 02 siten, ettd [o;] = S, _} 26—

1 L oli—tr ¢ N, koska k < i ja siksi £} < ¢;

— koska Zk:l — Ly <1, on Zk_ Wi—lry — 9t Zk 1 —r 94
= 22;11 2ti—=tk on oikealla valill3

= valinta on mahdollinen

kun ¢ > 7, niin
— 0, ei ole g;:n aito alkuosa, koska ¢; > ¢;

— |oi:n £; ensimmadista bittid] + 1 > QEfi]lj => Lot
J

1_, 2% % = [o;] + 1, joten o ei ole g;:n alkuosa

i —Lp—L; 41 >

= aina kun Kraftin epayhtalo toteutuu, vastaava itserajaava koodi on olemassa
= Kraftin epayhtalo on tiukka raja
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Optimaaliset koodit

e optimaalinen koodi minimoi koodisanan pituuden odotusarvon

e oletimme, ettd |ldhdesanoja on vain darellinen maara

= vain aarellinen maara koodeja ei sisalld tarpeettoman pitkia koodisanoja
— esim. sanaa o0p siten, ettd mikdan olp’ ei ole kaytossa

= ei voi olla loputtomasti vaihtoehtoja optimaaliseksi koodiksi
= on olemassa ainakin yksi optimaalinen koodi

Huffmanin koodi
e edelld nahtiin, ettd lyhimmat koodisanat kannattaa antaa todennakoisimmille
|lahdesanoille

= epatodennadkoisimmat kaksi |ldhdesanaa saavat pisimmat koodisanat
— jos yhta epatodennakoisida on monta, ei ole valid, mitka kaksi niista valitaan

e jos pisin koodisana on ¢0 tai o1, niin myos ol tai 00 kannattaa hyodyntaa
= epatodenndkoisimmat kaksi koodisanaa voidaan laittaa saman solmun lapsiksi

e sama paattely toimii yksittdisten koodisanojen lisdksi alipuille
— alipuun todennakaisyys on sen lehtien todennakoisyyksien summa
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= (eras) optimaalinen koodi |6ytyy seuraavasti:

tee jokaisesta lahdesanasta x ja sen todennakoisyydesta x.p solmu

laita kaikki solmut prioriteettijonoon

for i := 1 to (ldhdesanojen maird) — 1 do
ota prioriteettijonosta kaksi epatodennakoisinta alipuuta x ja y
z := uusi solmu; z.vasen = x; z.0tkea ==y, z.p := x.p+y.p
lisda z prioriteettijonoon

e tama on Huffmanin koodi

e esimerkki: todennakoisyydet 1, 1, 2, 2 ja 3 yhdeksasosaa
-1,1,2,2,3~2,2,2,3
—2,2,2,3~2 3,4
- 2,3, 4~ 45
— 4,5~ 9
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Lahdesanojen parien, kolmikoiden, ... koodaaminen

e optimaalinen koodi voi olla Shannonin alarajaa huonompi
— jos n = 3, niin Shannonin alaraja =~ 1,585 ja optimaalinen koodi ~ 1,667

e optimaalinen koodi on alle yhden bitin verran Shannonin alarajaa huonompi
— jos £; = [—logy pi], niin >, 274 < 3 2l0gapi =N p =1
= voidaan valita ¢; = [—log, p;| < —logy p; + 1
— silloin > . pil; <> . pi(1 —logypi) =1— ). p;log,p;

= jos koodataan m:n lahdesanan yhdistelmia, paastaan alle % bitin paahan

Shannonin alarajasta

— esim. 0000 = koira koira koira, 0001 = koira koira kissa,
0010 = koira koira lehm3, ..., 11111 = lehma lehma lehma

= Shannonin alaraja on luonnollisempi mitta informaation maaralle kuin
optimaalisen koodin pituuden odotusarvo
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8.4 Lisahuomioita

Yksittaisen lahdesanan informaation maarasta

e koodisanojen pituudet saa valita mielivaltaisesti
(Kraftin epayhtidlon puitteissa)

= mille tahansa lahdesanalle voidaan valita lyhyt koodisana
— vrt. valkoinen lippu

erilaisia lyhyitad bittijonoja on vain rajallinen maara

ei voida valita lyhyttd koodisanaa kovin monelle |dhdesanalle yhtaaikaa
— tama patee, vaikka ei vaadittaisi itserajaavuutta

informaatioteoria ei anna yksittaiselle lahdesanalle informaation absoluuttista
maaraa, vaan informaatiota voidaan mitata

— koodisanan pituutena: riippuu koodista

— Shannonin alarajan mukaan luvulla —log, p;: maaraytyy tod.nakoisyyksista

ns. Kolmogorov-kompleksisuus antaa yksittaiselle sanalle

informaation maaran, mutta se on eri teoria

— mitd epdsaannollisempi bittijono, sitd enemman informaatiota,
vrt. 1111111111111111, 0101010101010101 ja 0110001000011001
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Yksikasitteisesti avattavat koodit N
g

e koodi on yksikdsitteisesti avattava (uniquely KAIVOSAUKKO
decodable), jos ja vain jos mikdan bittijono ei ole — A » Y,

esitettavissa kahdella eri tavalla koodisanojen jonona
jokainen itserajaava koodi on yksikasitteisesti avattava

B. McMillan osoitti, ettd Kraftin epayhtalo patee
kaikille yksikasitteisesti avattaville koodeille

Karush antoi helpomman todistuksen, jonka kiymme nyt lapi

olkoon n € N mielivaltainen
O, niin 271e1 = 2= (prlHlp2+-Hlonl) — o=lprlo=lp2l ... o

Jos p=pipz---
= (>, 2_&)7@ =D, 2~ 1Pl missa p kay |3pi kaikki sanat, jotka

ovat muodostettavissa laittamalla n koodisanaa perakkain
— jos p syntyy usealla tavalla, se on mukana summassa useasti

e olkoon M = max{/;}
~0<|p| <nM

e jos mikaan p ei esiinny useasti, on Z 2~ lel < Z”M 2P~k = nM +1

= jos koodi on yksikisitteisesti avattava, niin (Y, 27%)" < nM +1
® jOS 222_&' > 1, niin (222_@)?% kasvaa nopeammin kuin nM + 1 N

= >.27% <1
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e Shannonin alarajan todistus ei oleta koodista
muuta kuin ettd Kraftin epayhtalo patee

= myos Shannonin alaraja patee yksikasitteisesti avattaville koodeille

Rajoittamattomien luonnollisten lukujen esittamisesta

e niimme jo yhden tavan esittaa rajoittamaton luonnoll. luku: 1611651 - - - 15,0
— byby - - - b; esittdd jonkin luvun valilts 2¢ —1,..., 271 — 2
— luvun n esitys kayttda 1 + 2[log,(n + 1)] ~ 2log, n bittia

kayttamallad "jatkuu’-bitteja harvemmin
paastaan helposti esim. ~ 1,25log, n bittiin

voidaanko paistd ~ log, n bittiin?
oletetaan, ettd < log,(n + 1) + ¢ bittia riittda, missa ¢ on vakio

Kraftin epayhtalosta saadaan

M koska oo

1,1 1
5T 5+ 35+T...
= ei voida paasta ~ log, n bittiin
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9 Tiedon pakkaus ja salaus

9.1 Tiedon pakkaus

Tiedon pakkaus (compression) tarkoittaa tiedon muuntamista
mahdollisimman vahan muistia kuluttavaan muotoon

e jakautuu kahteen alalajiin: havioton (lossless) ja havidllinen (lossy)

Haviollinen pakkaus

e alkuperaista dataa ei valttamatta saada palautettua tarkalleen

e kaytetdan esim.
— valokuvien pakkaamiseen: JPEG
— aanen pakkaamiseen: MP3

e pyritdan havittamaan yksityiskohtia, joita kayttdja ei huomaa

Yksinkertainen haviollisen pakkauksen esimerkki

e pikselin vari kootaan yleensa yhdistelmana punainen—vihred—sininen (RGB)

e kukin perusvari esitetdan usein 8 bitilla
= yhteens3 3 tavua ja 16 777 216 varisavya

e vihennetdin yksi bitti / perusvari
= 12 5% s33st0 muistin maarassa
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Parempi havidllinen pakkaus
e vaikka silm3 ei erota, ettd vari on hieman vaara,
se erottaa, jos vari muuttuu hyppayksenomaisesti

= el kannata tallettaa likiarvoistettua varia, vaan
esim. likiarvoistettu erotus viereisen pikselin variin

e ajatus voidaan vieda pitemmalle esim. Fourier-muunnoksilla
— JPEG: diskreetti kosinimuunnos

Esimerkki: sarja JPEG-kuvia
e 768 - 576 pikselid, 3 - 8 bittid / pikseli
= raakadatana 1327104 tavua

e esimerkeissd on 156 708, 68984, 41863, 29841, 23319, 21084 ja 21081 tavua
e kuvat on pilkottu 8 - 8 pikselin lohkoiksi, jotka on pakattu kukin erikseen

e huomaa huonoimmassa kuvassa liukuvarjattyja lohkoja taivaan alarajalla
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Yksinkertainen haviottoman pakkauksen esimerkki

e tietokoneohjelmien rivien aluissa on paljon tyhjda (sisennys)

= muistia voitaisiin yleens3 sddstda seuraavasti:
— valitaan jokin harvoin esiintyva merkki, esim. $
— paatetaan, ettd $1, ..., $9 tarkoittavat 1, ..., 9 valilyontia
— paatetadn, ettd $0 tarkoittaa $

muistia ei kuitenkaan saasty, jos ohjelmassa lukee usein esim.
char *d = "$3$$TEEFFFLLTESFPITTTESSF3TLTEESS " ;
tai /*$EEFFFTLTEEFPFPLTEESFPPTTES$33E*/

ajatusta voi kehittaa edelleen
— esim. vain rivin alussa esiintyva $ tulkitaan ym. tavalla

nain kehitetty pakkausmenetelma toimii hyvin vain tietyntyyppiselle datalle
— tassa tietokoneohjelmille, eikd ole kovin tehokas niillekdan

Haviottoman yleispatevan pakkaamisen mahdottomuus

e oletetaan, ettd pakkaamaton ja pakattu data kayttavat samaa merkistoa
e oletetaan, ettd jokainen merkkijono voi esiintya alkuperadisena datana

e jokainen pakattu merkkijono taytyy voida muuttaa pakkaamattomaksi
= eri merkkijonoilla taytyy olla eri pakatut versiot
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e olkoon m,, enintdan n merkin mittaisten merkkijonojen maara
= niiden pakattuja versiota on (vahintaan) m.,, kpl.
= joko ne kayttavat kaikki < n merkin merkkijonot, tai jokin on pitempi kuin n

= jos haviottomalle pakkausmenetelmalle on syote, jota
se pienentaa, niin sille on syote, jota se suurentaa

Havioton pakkaus onnistuu siksi, etta kaikki
syotemerkkijonot eivat ole yhta todennakaisia

Tata voi hydodyntaa luvun 8.3 Huffmanin koodilla

e yksinkertaisinta on koodata yksittdisia merkkeja

e tulosta voi parantaa koodaamalla merkkipareja, merkkikolmikoita, . ..
— 0O-alkuisten koodisanojen todennak. summaksi saadaan tarkemmin %
— merkin todennidkoisyys voi riippua edellisen merkin todennikoisyydesta
(esim. suomen kielessd a:n todenndkaisyys laskee jyrkasti,
jos my0s kaksi edellistd merkkid ovat a)

e koodattavien yksikodiden ei tarvitse olla yhta pitkia

e kun koodattavat yksikot on valittu, niin luvun 8.2 Shannonin alaraja
asettaa rajan sille, kuinka hyvin voi pakata
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Koodattavia yksikoita ei kuitenkaan voi pidentda kovin paljoa

e jos yksikot ovat yhtd pitkid, muunnostaulukon koko kasvaa eksponentiaalisesti
= se kasvaa nopeasti liian isoksi

e liian pitkalle vietynd todenndkoisyydet vaaristyvat

— erilaisia 6 aakkosen jonoja on ~ 594 miljoonaa
= tarvitaan valtava aineisto, jotta saataisiin mielekkaat frekvenssit

e Adrimmilleen vietyna esim. kirjasto olisi pakattu siten, etta
kirjan pakattu muoto on esim. 6-numeroinen luku, ja kirjan
sisaltd on muunnostaulukossa ko. luvun kohdalla

Huffmanin koodissa on heikkouksia

e sama muunnostaulukko ei sovellu monentyyppiselle datalle

= jos halutaan monenlaiselle datalle sopiva menetelma, niin
muunnostaulukko on sisdllytettava pakattuun dataan
— vie tilaa
— pakattava data on luettava kahdesti:
ensin muunnostaulukon luomiseksi ja sitten pakkaamiseksi

e datan laatu ja siis todennakoisyydet voivat vaihdella datan sisall3
= muunnostaulukko toimii hyvin vain osassa dataa
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Lempel-Ziv—Welsh-menetelm3

e valttad edelld mainitut muunnostaulukon ongelmat

e kaytossda mm. Unixissa ja GIF-kuvaformaatissa
— jatkossa on mukailtu menetelman toteutusta GlF-kuvaformaatissa

e olkoon b merkin bittien maard ja max suurin kaytossa oleva koodisana
— jos merkit ovat tavuja, niin b = 8

e koodin purkualgoritmi

k:=b+1:m =2+ 1: ins := false
repeat

¢ := seuraavien k syotebitin muodostama luku
if i=2thenk:=b+1; m:=2"+1; ins := false
else if i #£ 2 + 1 then
while i > 2° do S.Push(i); i := S[i]
print(7); if ins then C[m] := i
while —S.Empty do i := S.Pop; print(CJi])
mns ;= m < max
if ins then
m :=m+ 1; Sim] :=i
if m=2Fthenk =k+1
until i = 2° + 1
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e muunnostaulukko syntyy syotettd luettaessa
— sisiltdd vihintddn kahden pituisen merkkijonon jokaiselle 2° +2 < i < m
— sen vahintdan kahden pituiset aidot alkuosatkin ovat taulukossa
— se on esitetty takaperin, sen viimeinen merkki on C'[1]
— jos S[i] < 2°, niin S[i] on sen ensimmainen merkki,
muutoin S[i] on linkki sen edellisiin merkkeihin

e syotteestd luettu luku ¢ tulkitaan seuraavasti:
— 0, ..., 2® — 1 edustavat merkkej3 sellaisinaan
— 2% on kisky nollata muunnostaulukko
— 20 4+ 1 ilmaisee, ettd sydte loppui
— 264+ 2, ..., m edustavat muunnostaulukon merkkijonoja

e jos 7 on merkin tai merkkijonon koodi ja muunnostaulukossa on tilaa,
muunnostaulukkoon lisatdaan merkkijono
— sen alkuosa on nyt tulostettu merkki tai merkkijono
— sen viimeinen merkki on seuraavaksi tulostettavan ensimmainen merkki
— ins huolehtii, ettd viimeinen merkki laitetaan myohemmin paikalleen

= jos seuraavaksi tulostetaan viimeksi lisitty merkkijono, niin
— sen viimeinen merkki ei ole tiedossa, kun tulostus alkaa
— C'|m] := i sijoittaa viimeisen merkin ajoissa paikalleen

e seuraavaksi tuleva koodi on valilla 0, ..., m
— on oltava m < 2F, jotta koodi voitaisiin varmasti esittdi k bitill3
— if m = 2% then k := k + 1 kasvattaa k:ta tarvittaessa
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9.2 Tiedon salaus

Symmetrinen salaus

e tieto salataan ja avataan samalla avaimella

e esimerkki: yksinkertainen, kehno menetelma
k = key
while syotetta jaljella do
b := read byte; print(bxor k); k := (5- k + 119) mod 256
e kunnolliset menetelmat ovat monimutkaisempia

e kunnollisissa menetelmissa kaytetdan paljon pidempaa avainta
— esim. 256 bittia
— koneteho kasvaa vuodesta toiseen
= salauksen murtamiseen tarvittava aika lyhenee
= avaimen pituutta kasvatetaan aika ajoin

e ongelma: miten valitetdan avain lahettdjaltd vastaanottajalle?

Julkisen avaimen salaus

e mullisti salauksen 1970-luvulta alkaen

e avaimet esiintyvat pareina
— salaamiseen ja avaamiseen kdytetdan eri avaimia
— toimivat molemmin pain: kun toisella salaa, niin toisella voi avata
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jokaisella osapuolella on avainpari
— toinen avain kerrotaan muille: julkinen avain
— toinen avain pidetdan salassa: salainen avain

julkisesta avaimesta ei voi helposti paatelld salaista avainta

jos viesti salataan vastaanottajan julkisella avaimella,
niin muut eivat voi (helposti) avata sita

jos viesti salataan ldhettdjan salaisella avaimella,
niin vastaanottaja voi olla melko varma, ettd se ei ole vaarennetty

viestin voi salata molemmilla
ongelma: menetelmat ovat hitaampia kuin yhta varmat symmetriset

ratkaisu:

— arvotaan yksi symmetrisen menetelman avain
— salataan se vastaanottajan julkisella avaimella ja laitetaan tiedoston alkuun
— salataan data symmetriselld menetelmallad ko. avaimella

Esimerkki: RSA

e aluksi valitaan kaksi isoa alkulukua p ja ¢ ja lasketaan n = pqg
— luvun testaaminen alkuluvuksi onnistuu riittavan nopeasti
— alkulukuja on niin tihedssa, ettd jokin |6ytyy riittdvan nopeasti
testaamalla perakkaisia lukuja satunnaisesta kohdasta alkaen
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sitten valitaan luvut d ja e siten, ettd 2% modn =z, kun 0 < x < n

— perustuu luonnollisten lukujen jaollisuuden teoriaan
— edellyttaa, etta p ja ¢ tiedetdan

avaimet ovat lukuparit (d,n) ja (e, n)

viesti = salataan laskemalla 2% mod n ja puretaan x® mod n tai toisinp&in

— ei ole sitovasti osoitettu, etta edellytys patee

Salausmenetelmien varmuudesta

e avaimia on murrettu mm. mittaamalla avaimen sisaltavan laitteen virran
kulutuksen vaihteluita, kun se purkaa viestia

e RSA-avaimia on murrettu mm. laskemalla kahden eri avaimen n-osien
suurin yhteinen tekija
— onnistuu nopeasti Euklideen algoritmilla
— on 1, jos avaimet on tehty hyvin
— esimerkkitapauksessa satunnaislukugeneraattori oli ollut huono
= monessa avaimessa oli kaytetty samaa p
= suurin yhteinen tekija oli p ja avaimet murtuivat

—> vaikka menetelm3 olisi matemaattisesti varma, se voi silti olla murrettavissa
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10 Ratkeamattomuus ja laskennallinen vaativuus

10.1 Ratkeamattomuus

Luvussa 6 mainitsimme, ettd joskus on vaikea selvittda, pysahtyyko ohjelma
e kidymme tarkastelemaan asiaa tarkemmin
e vyksinkertaisuuden vuoksi kaytamme kuviteltua ohjelmointikielt3

Pysahtymistesteri
e olkoot prog ja inp (darellisid!) merkkijonoja
e olkoon halts(prog, inp) ohjelma, joka vastaa true jos ja vain jos
merkkijonon prog sisalté on seuraavanlainen ohjelma:

— silla on tasan yksi syoteparametri, ja se on tyypiltdan merkkijono
— se pysahtyy lopulta, jos se ajetaan syotteend inp

e muutoin halts(prog, inp) vastaa false
— jos prog ei ole ohjelma
— jos prog on ohjelma, mutta silla on 0 tai > 1 syoteparametria
— jos prog on yksiparametrinen ohjelma, mutta parametri ei ole merkkijono
— jos prog on sellainen ohjelma, mutta ajo prog(inp) ei pysahdy
e halts(prog, inp) ei itse jaa ikuiseen silmukkaan milladn prog ja inp
e halts(prog, inp) on (yksiparametristen) ohjelmien pysahtymistesteri
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ltseens3 viittaava kutsu

e tarkastellaan seuraavaa ohjelmaa

diag(inp)
if halts(inp, inp) then while true do ¢ := —

e diag(inp) on yksiparametrinen ohjelma, jonka parametri on merkkijono

e mitd tekee kutsu diag(diag)?
— alkajaisiksi se kutsuu halts(diag, diag)
— halts(prog, inp) on pysdhtymistesteri
= halts(diag, diag) vastaa true, jos ja vain jos diag(diag) pysdhtyy
— jos halts(diag, diag) vastaa true, niin diag(diag) hyppaa while-silmukkaan
= ei pysahdy
— jos halts(diag, diag) vastaa false, niin diag(diag) ohittaa while-silmukkan
= pysahtyy

= diag(diag) tekee pdinvastoin kuin halts(diag, diag) vaittdd sen tekevan
= halts(diag, diag) vastaa vaarin

= halts(prog, inp) ei olekaan pysdhtymistesteri N

e yksiparametristen ohjelmien pysahtymistesteria ei ole olemassa

e todistuksen juoni lyhyesti: diag(diag) kayttaa halts(diag, diag) ennustamaan
oman tulevaisuutensa, ja vastauksen saatuaan tekee painvastoin
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Mita tama3 tulos tarkoittaa?

e tuskin kukaan odottaa, etta tietokoneohjelmat |oytaisivat
jokaiseen kysymykseen oikean vastauksen
— mikd on eldman tarkoitus? print 42
— mika on ensi viikon oikea lottorivi?
— tulisiko minun juoda teeta vai kahvia?

e kysymys "pysahtyyko prog jos se kdynnistetdan syotteenaan inp"
tuntuisi kuitenkin kuuluvan tietokoneohjelmien patevyysalueelle
— oikea vastaus on olemassa: prog(inp) joko pysdhtyy lopulta tai ei pysahdy
— prog ja inp ovat tietokoneen tutkittavissa olevassa muodossa

e pysdhtymisfunktio Ohjelmat x Syotteet — {false, true} on olemassa
(on hyvin maaritelty), mutta ei ole olemassa ohjelmaa, joka laskee sen

o syotteellinen kylla—ei-kysymys on ratkeamaton (undecidable), jos ja vain jos
mikaan tietokoneohjelma ei vastaa siihen oikein jokaisella syotteell3

= "pysahtyyko annettu ohjelma annetulla sy6tteelld” on ratkeamaton
— "annettu ohjelma” ja "annettu syote” ovat kysymyksen syotteet

e epataydellisia pysihtymistestereitd on olemassa
— esim. simuloi prog(inp) enintdin 100" askelta, missd n = |prog|
— jos prog(inp) pysahtyy siihen menness3, vastaa "kyll3d"
— jos prog(inp) jaa tunnistettuun ikuiseen silmukkaan, vastaa "ei"
— muutoin vastaa "en tiedd"
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e jokainen epataydellinen pysahtymistesteri epdonnistuu joillain prog ja inp
= ratkeamattomuus ei valttamatta tarkoita epdonnistumista kaikilla syotteilla

— maaritelma tarkoittaa vain, etta epaonnistutaan ainakin yhdella syotteella
— jatkossa ndhdaan, etta siitd seuraa epaonnistuminen aarettdoman monella

Nimen diag syy

e em. todistus on ns. diagonalisointitodistus

e nimitys on peraisin G. Cantorin todistuksesta, etta
reaalilukuja ei voi luetella paattymattomalla luettelolla
— jos voisi, myos valin 0 < x < 1 reaaliluvut voisi luetella

— padttymattomia 9-jonoja ei ole pakko kayttaa (0,0999...= 0,1000...)

— jos otetaan mika tahansa paattymaton luettelo ilman paattymattomia
O-jonoja, niin kulkemalla sen lavistdjaa eli diagonaalia pitkin ja korvaamalla
0 — 1, muut numerot — 0 saadaan luku, joka ei ole luettelossa

0,32156271. ..
0,56438342. .. 0,001...
0,01010101. ..

e pysahtymistesterin tapauksessa

— ulottuvuudet ovat prog ja inp
— matriisin alkiot ovat false tai true
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Epatdydellisen pysdahtymistesterin taydentaminen

e vastatkoon halts; (prog, inp) kullekin prog ja inp "kylld", "ei” tai "en tiedd"
— jos vastaus on "kylld" tai "ei’, sen on oltava oikein

e diag,(inp) on esim. if halts;(inp, inp) = "kylld" then while true do 7 :=
— tapauksesta "en tiedd” voidaan tehda pysahtyva tai pysahtymaton

e voidaan tehda parempi testeri, joka vastaa oikein kun prog = inp = diag,
ja muutoin vastaa samoin kuin halts; (prog, inp)

haltsy (prog, inp)
if prog = diag; A inp = diag,; then return "kyll3"
else return halts; (prog, inp)

— halts; (diag,, diag,) ei voi vastata "kylld" eikd "ei",

koska diag, (diag;) tekisi painvastoin
= se vastaa "en tieda”

= diag; (diag,) pysahtyy
= haltsy(diagy, diag; ):n vastaus "kylld" on oikein

mutta halts,(diag,, diag,) vastaa "en tiedad”, missa diag,(inp) on
if haltsy(inp, inp) = "kylld" then while true do i := —i

my0s halts; (diag,, diag,) vastaa "en tiedd", koska halts, vastaa
samoin kuin haltsy, kun prog # diag, tai inp # diag,
e samalla tavalla voidaan tehda haltss, diags, haltsy, diagy, ...

AV MAT-71000 Tieto ja laskenta 7. tammikuuta 2018 10 Ratkeamattomuus ja laskennallinen vaativuus 185/249



= saadaan paattymaton jono toinen toistaan parempia epataydellisia
pysahtymistestereitd halts; ja ohjelmia diag;
— diagj on tehty siten, ettd halts; vastaa sille "en tiedd”
— halts; 11 on tehty vastaamaan "kyll3" diag;:lle
— halts; 11 vastaa kullekin syotteelle "kylla" tai samoin kuin halts;

= halts;(diag,, diag;) vastaa "kylld", kun j <'i ja "en tiedd", kun j > i

= jokaisella epataydellisella pysahtymistesterilla
on aarettomasti syotteita, joille se vastaa "en tiedd”

Mahdollisten erilaisten sy6tteiden maaran merkitys

e rajoitutaan yksinkertaisuuden vuoksi kylla—ei-kysymyksiin

e jos mahdollisia erilaisia syotteitd on vain darellinen maara,
niin oikeat vastaukset voi taulukoida

= on olemassa ohjelma, joka tuottaa jokaiselle syotteelle oikean vastauksen
stupid halts(prog, inp)

if prog = ... A inp = ... then return "ei’
else if prog = ... Ainp = ... then return "kylld"
else if prog = ... Ainp = ... then return "ei"

else return “en tied3d”
= tehtava voi olla ratkeamaton vain, jos erilaisia syotteitd on aarettomasti
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e jos ohjelma epdonnistuu vain darellisen monella syotteell3, siihen voidaan
lisita vastauksen katsominen taulukosta niilla syotteilla
— saadaan ohjelma, joka ratkaisee tehtavan kaikilla syotteill3

= ratkeamattomuudesta seuraa epaonnistuminen aarettoman monella syotteelld

e jos syotettd ei ole ja kysymys on hyvin maaritelty, niin tehtava on ratkeava
— esim. Goldbachin hypoteesi: onko totta, ettad ei ole olemassa parillista
lukua > 2, jota ei voi esittdd kahden alkuluvun summana
— sen ratkaisee jompikumpi seuraavista kahdesta ohjelmasta:
print "kylld" print "ei’
— ongelmana on, etta ei tiedeta, kumpil
— helpon ohjelman todistaminen oikeaksi voi olla vaikeaa

e ‘ohjelmaa ei ole” on eri asia kuin "ei tiedetd, mikd ohjelma on oikea”

Laskeeko ohjelma vastauksen itse vai onko ohjelmoija antanut valmiin vastauksen?

e stupid halts on selvasti saanut vastaukset valmiina
e Bellman—Ford selvittda "itse”, onko graafissa negatiivinen silmukka
e ohjelman toiminta voi olla yhdistelma laskentaa ja taulukosta katsomista

e jos mahdollisia erilaisia syotteitd on aarettomasti,
ohjelman on laskettava suurin osa vastauksista "itse”
— vain aarellinen maara vastauksia voi olla annettu valmiiksi

= siksikin on teorian kannalta tarkeaa, ettd erilaisia syotteitd on darettomasti
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Huomautus darellisyydestad ja darettomyydesta

e ratkeamattomuuden teoriassa ohjelma ja syote ovat aarellisia merkkijonoja
— ohjelmoija voi kirjoittaa vain aarellisen maaran koodia
— jollei syote ole darellinen, ohjelma ei koskaan saa luettua sita kokonaan

erilaisia darellisia merkkijonoja on darettomasti

— esim. a, aa, aaa, ...

— myos erilaisia ohjelmia on darettomasti

muualla tietojenkasittelyteoriassa kasitellaan darettomiakin merkkijonoja

— esim. aaa- - -, ababab---, 3,14159- .-
— funktio N — X

ratkeamattomuuden teoriassa ohjelma ja syote eivat voi olla darettomia,
mutta muuten voivat olla miten suuria tahansa
— 3darellisid mutta rajattomia (unbounded)

todellisessa maailmassa ohjelma ja syote eivat voi olla rajattomiakaan

= saattaa tuntua, ettd ratkeamattomuuden teoriassakin pitaisi olettaa raja
— olisiko 1000000 tai 101999090 sopiva raja ohjelman ja systteen koolle?
— nykyisten tietokoneiden muistin maara on hyvin suuri

— rajattomuus on kelvollinen likiarvo hyvin suurelle

ratkeamattomuuden teoriassa oletetaan myos muisti ja aika rajattomiksi
— kunakin ajanhetkena vain darellinen maara muistia on kaytossa
— laskennan edetessa tama maara voi kasvaa rajatta
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Ricen lause

e tarkastellaan osittaisia funktioita, jotka voi laskea tietokoneella
laskettava funktio (computable function)
osittaisuus tulee siitd, ettd ohjelma ei ehkd pysahdy kaikilla syotteilla
ts. kullekin syotteelle ohjelma tuottaa tulosteen tai ei pysahdy
huomion kohteena ei ole ohjelma, vaan sen laskema osittainen funktio

olkoon f| se osittainen funktio, jolla ei ole arvoa millaan syotteell3
— sen laskee while true do 7 := —1

laskettavan funktion kylld—ei-ominaisuus on triviaali, jos ja vain jos
se on kaikilla tai ei milladn laskettavalla funktiolla
— "f(aaa) = bb" ei ole triviaali: joillain laskettavilla f se patee ja joillain ei

olkoon X mika tahansa epatriviaali kylla—ei-ominaisuus, jota f :lla ei ole

oletetaan, ettd X (prog) on ohjelma, joka ratkaisee ominaisuuden X
— X (prog) kertoo jotain ohjelman prog laskemasta funktiosta

jonkin ohjelman other laskemalla funktiolla on ominaisuus X
— oletimme, ettd ominaisuus X ei ole triviaali

tarkastellaan seuraavaa ohjelmaa H(prog, inp)

— muunna prog ohjelmaksi prog’(inp’), joka ensin ajaa prog(inp) niin ett3
inp tulee vakiomerkkijonosta, ja sen lopetettua ajaa other(inp’)

— aja X (prog’)
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e jos prog(inp) ei pysahdy, niin
— prog’(inp") ei pysahdy millaan syotteella
= prog’ (inp’):n laskema osittainen funktio on f|
= X(prog’) ja samalla H(prog, inp) vastaa "ei"

e jos prog(inp) pysahtyy, niin
— prog’(inp") ajaa other(inp")
= prog’ (inp’) laskee saman osittaisen funktion kuin other
= X(prog’) ja samalla H(prog, inp) vastaa "kylld"

= H(prog, inp) on pysdhtymistesteri N

e jos f:lla on epatriviaali k.—e.-ominaisuus X, niin sama paattely toimii = X:lle
= X (prog) ei ole olemassa millekdan epatriviaalille k.—e.-ominaisuudelle X

e Ricen lause: jos X on mika tahansa epatriviaali k.—e.-ominaisuus, niin tehtava
"onko annetun ohjelman laskemalla funktiolla ominaisuus X" on ratkeamaton

= tama ja muut tulokset kertovat, ettd ratkeamattomuus on yleinen ilmi6

Tyhjan syotteen pysahtymistesteri
e vastaa kysymykseen, pysahtyyko annettu ohjelma tyhjalla syotteell3

e kysymys koskee lasketun funktion epatriviaalia k.—e.-ominaisuutta
— tuotetaanko tyhjalle syotteelle tuloste

= Ricen lauseen nojalla tyhjan syotteen pysahtymistesteria ei ole olemassa
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Ahkera majava (busy beaver)

e < n merkin pituisia ohjelmia on rajallisesti

- <1+ I3[+ [ZF+...+ 2"
e < n merkin pituisia tyhjalld syotteella pysahtyvia ohjelmia on rajallisesti
= jos n on niin iso, ettd ainakin yksi sellainen ohjelma on olemassa,

niin niiden laskenta-aikojen (tyhjalld syotteelld) joukossa on suurin
— merkitsemme sitda BB(n)

jos m on niin pieni, etta sellaisia ohjelmia ei ole, niin asetetaan BB(n) =0

BB(n) on kasvava funktio

— jos jokainen tasan n merkin pituinen tyhjalla syotteella pysahtyva ohjelma
on tarpeeksi nopea, niin BB(n) = BB(n — 1)

olkoon f : N — N funktio siten, ettd BB(n) < f(n) kunn € N

jos f voitaisiin laskea tietokoneella, niin tyhjan syotteen
pysahtymistesteri saataisiin simuloimalla f(|prog|) askelta ohjelmaa prog N
— jollei prog sithen mennessa pysahdy, niin se ei pysahdy koskaan

= BB(n) kasvaa niin nopeasti, ett3 sita ei voi laskea tietokoneella

Ratkeamattomuuteen liittyy muitakin omituisia ilmioita

e esim. tyhjalla syotteella pysahtyvat ohjelmat voi luetella tietokoneella,
mutta vain epajarjestyksessa
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10.2 Church—Turing-teesi

Sama tietokone pystyy suorittamaan eri ohjelmointikielilla kirjoitettuja ohjelmia

o eri kielet kadnnetian samalle konekielelle tai tulkataan konekielisella tulkilla

e tietokoneen konekieli on melko koyha
ei muuttujia, vaan muistipaikat ja rekisterit
muistipaikan osoitus vakiolla tai rekisterin sisallolla
sanan kopiointi paikasta toiseen
yhteenlasku, vihennyslasku, kertolasku, jakolasku, bittioperaatioita
ehdoton hyppy, hyppy jos rekisterissd on nolla (tai negatiivinen tai . ..
mahdollisesti erityisrekistereita esim. pinon toteuttamiseksi
laitteistokeskeytyksid yms.

e monet nykyisten koneiden toiminnoista ainostaan nopeuttavat ja helpottavat
— halutaan hyédyntaa kyky laittaa valtavasti transistoreja mikropiirille

= sama yksinkertainen tietokone voi suorittaa kaikki nykyiset ohjelmat,
jos muistia (ja aikaa) riittaa

Jokaisella yleiskayttoisella ohjelmointikielelld voi toteuttaa tulkin
toiselle ohjelmointikielelle ja simulaattorin tietokoneelle

= kaikilla ohjelmointikielilla on sama kyky ratkaista tehtavia

e nopeus- ja muistin kdyton eroja on, mutta usein vain vakiokertoimen verran
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Turingin kone (Turing machine)

e ennen oikeita tietokoneita keksitty teoreettinen tietokone
e |ukuisia muunnelmia on esitetty

— useimmat ovat teorian kannalta yhtapitavia
— jokainen on kompelo tavalla tai toisella

= mikaan ei ole vakiintunut standardiksi
= keskitymme yhteen

<|1{0(0

e muistina on paattymaton, ruutuihin jaettu nauha

kukin ruutu sisdltaa yhden symbolin darellisestd aakkostosta >, || > 4
jokin symboli " " € X nimeltd tyhja on erikoisasemassa

4" € X tarkoittaa nauhan vasenta paata
koneen syote on aarellinen ja kirjoitettu etukateen nauhan alkuun
alkutilanteessa siita eteenpdin nauhan jokainen symboli on " "

muunnelmissa nauha voi olla molempiin suuntiin paattymaton,
kaksiulotteinen, ..., nauhoja voi olla monta, ...

e laskentayksikko koostuu joukosta tiloja ja joukosta sdantdja
— kumpikin joukko on darellinen
— yksi tila on alkutila (initial state)

— yksi tila f on lopputila tai hyvdaksymistila (final state, accepting state)

e koneessa on luku—kirjoituspaa, joka on joka hetki jonkin ruudun kohdalla
— alkutilanteessa se on ensimmaisen ruudun kohdalla
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sadantdé on muotoa (q, ¢, q’,c’,d), missa
g on laskentayksikon tila juuri ennen laskenta-askelta, ¢ # f
¢ on paan kohdalla nauhalla oleva merkki juuri ennen laskenta-askelta
¢’ on laskentayksikon tila juuri laskenta-askeleen jalkeen
¢’ on paan kohdalle kirjoitettu merkki
o€ {"«","=".""} kertoo, ettd ¢’:n kirjoittamisen jalkeen p3a siirtyy
ruudun verran vasemmalle tai oikealle tai pysyy paikallaan

c:n arvo "<’ kertoo, ettd paa on nauhan vasemmassa paassa
— sellaisella sdanndlla ¢/ ="<" ja § # "«-"

— muilla s3annailla ¢’ #£ "«

deterministisella Turingin koneella on tasan yksi sdanto
jokaiselle ¢ € X ja tilalle ¢ # f

— epadeterministisilla koneilla ei ole tatd vaatimusta

— emme kasittele niita

laskenta etenee askel kerrallaan saantojen ohjaamana

— kun g = f, laskenta paattyy ja vastaus on nauhan alussa

— tata ei valttamatta tapahdu koskaan = laskenta ei valttamatta paaty
= Turingin kone laskee osittaisen funktion

joka hetki vain aarellinen maara nauhaa sisaltdda muuta kuin
— laskennan edetessa tama osa voi kasvaa rajatta
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Turingin koneella voi toteuttaa esim. C++-tulkin

e tarvitaan aika monta tilaa ja sdantoa!
— Turingin koneen ohjelmointi on hyvin kémpeloa
— kuitenkin kaikkeen tarvittavaan loytyy toteutuskeino

e tulkki laskee hitaasti, koska aikaa menee nauhalla siirtymiseen edestakaisin
e Turingin koneelta ei muisti lopu kesken
= Turingin kone voi laskea kaiken mita ohjelmatkin

e universaali Turingin kone on Turingin koneena toteutettu
Turingin koneiden tulkki

Vieldkin yksinkertaisemmat koneet voivat laskea kaiken mink3d Turingin konekin

e kahden pinon kone: nauhan sijaan on kaksi rajatonta pinoa
— laskenta-askel lukee jompaa kumpaa pinoa tai kirjoittaa sen paille
jos laskenta-askel lukee, seuraava tila riippuu luetusta merkista
tyhjasta pinosta lukeminen nayttaytyy luetun merkin erikoisarvona "<"
lukeminen poistaa ylimman merkin pinosta, jos pino ei ole tyhja
pinoilla voi simuloida Turingin koneen paan eri puolilla olevat merkkijonot

e yhden jonon kone: nauhan sijaan on yksi rajaton jono
— Turingin koneen paan sijainti simuloidaan erikoismerkilld jonossa
— siirtyminen nauhalla vasemmalle simuloidaan lukemalla jonon kaikki
merkit ja kirjoittamalla ne jonon perdan paa yksi paikka aikaistettuna
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e kahden laskurin kone: nauhan sijaan on kaksi muuttujaa, joiden arvot € N
— toiminnot: kasvatus yhdelld, vahennys yhdell3, testi onko nolla
— syOte ja tulos esitetdan toisessa laskurissa koodattuna luvuksi
— pystyy simuloimaan Turingin konetta, vaikka hitaasti

Yhden pinon kone ei laske kaikkea mita Turingin kone

e ylimaardinen komento: lue seuraava syotemerkki pinon paalle
— taman ansiosta pino vapautuu tyomuistiksi
— kun syote on loppunut, tulee jokin erikoismerkki

e yhden pinon koneen pysahtymistesti on ratkeava

— jos laskenta ei paaty, niin on darettoman monta hetked, jonka
jalkeen pino ei koskaan ole matalampi kuin silla hetkella

= pinon senhetkiselld sisdll6lla ei ole vaikutusta laskennan jatkolle
(paitsi ehka erikoistapauksessa, ettd pino on silloin tyhja)

— laskentayksikolla ja syotteen lukemisella on vain darellisesti eri tiloja

= jokin pari (syotteen tila, laskentayksikon tila) toistuu darettéoman usein
siten, ettd pinon sisalto toistohetkelld ei vaikuta laskennan etenemiseen

— taman varaan voidaan rakentaa keino tunnistaa paattymaton laskenta

e yhden pinon koneella pystyy jasentamaan lausekkeita
— esim. voidaan tarkastaa, ettd sulut ( ja ) tdsmaavat
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Church—Turing-teesi vaittaa, etta Turingin kone on yleispateva laskennan malli

ts. mikaan realistinen laskennan malli ei laske enempaa osittaisia funktioita

teesi vertaa matemaattista kasitetta intuitiiviseen kasitteseen
= se el ole todistettavissa oleva matemaattinen vaite

seuraavat havainnot tukevat teesia:
— ei ole loydetty vahvempaa realistista laskennan mallia
— monet hyvin erilaiset laskennan mallit ovat todistettavasti yhta vahvoja
— vahvemman laskentakoneen pitda perustua fysiikan ilmiéon,
jota ei voi simuloida tietokoneella edes likimaarin

teesid pidetdan hyvin yleisesti oikeana

teesi edellyttdd rajattoman muistin
— Turingin koneen nauha, rajaton jono, kaksi rajatonta laskuria, ...
— oikeat tietokoneet ja ohjelmat, jos oletetaan, ettd muisti ei lopu

jos rajaton muisti ei ole tarpeeksi joustava, se ei takaa Turing-vahvuutta
— yksi pino ei ole tarpeeksi joustava
— kaksi laskuria on tarpeeksi joustava

voimakkaampi (ja kyseenalaisempi) teesi vaittaa, etta realistinen laskentakone
voi olla korkeintaan polynomiaalisesti nopeampi kuin Turingin kone
— ts. jokaiselle realistiselle koneelle K on vakio k siten, etta
jos K laskee ajassa t, niin Turingin kone laskee ajassa O(t¥)
— ei tiedetd, rikkooko kvanttitietokone taman version teesista
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10.3 NP-taydellisyys

Tehtdvan ratkaiseminen toisen tehtavan ratkaisevan ohjelman avulla

e on selvaa, ettd kertolaskuja laskevan ohjelman avulla voi laskea nelioita

nelié(z) return kertaa(z, )

e chka yllattaen nelicita laskevan ohjelman avulla voi laskea kertolaskuja
kertaa(z,y) return (nelié(x 4+ y) — nelio(x — y)) >> 2
- (z+y)? = (z—y)?) > 2= ((2%+ 22y +y?) — (2° — 22y + ¢*)) /4 = 2y

e Ricen lauseen todistuksessa ratkaistiin pysahtymisongelma minka tahansa
epatriviaalin kylla—ei-ominaisuuden ratkaisevan ohjelman avulla

e jos on annettu ohjelma, joka kertoo onko sudokulla ratkaisu,
sen avulla ratkaisu voidaan |oytdd melko tehokkaasti
— pannaan tyhjaan ruutuun jokin numero ja kysytdan, onko enai ratkaisua
— riittaa kokeilla jokainen numero jokaiseen tyhjaan ruutuun kerran

= mahdollisuudet ratkaista tehtavia toisia tehtavia ratkaisevien ohjelmien avulla
ovat yllattavan laajat
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Tehtavien luokat P ja NP

e toisinaan ratkaisun tarkastaminen nayttdd paljon helpommalta
kuin ratkaisun loytaminen
— esim. sudoku
— esim. |oydettava propositiologiikan kaavan muuttujille totuusarvot
siten, ettd kaava tuottaa true

usein on myos mahdollista, etta ratkaisua ei ole
— vaitteen "ratkaisua ei ole’ tarkastaminen voi olla vaikeaa

P on ne kylla—ei-kysymykset, joille l6ytyy vastaus polynomiaalisessa ajassa
— ts. kysymykselle on vakio k ja ajassa O(|z|¥) toimiva ohjelma V (z),

joka tuottaa vastauksen "kylla" tai "ei” syotteelle x

NP on ne kylla—ei-kysymykset muotoa "onko tehtavalle X ratkaisua”, joille

X:n ratkaisu r syotteelle & on tarkastettavissa polynomiaalisessa ajassa

— ts. kysymykselle on vakio k ja ajassa O(|x|*) toimiva ohjelma T'(z, ),
joka tarkastaa X:n ratkaisun r syotteelle x

— esim. X on "onko sudokulle ratkaisua”, x on sudoku ja r on sen ratkaisu

— T'(x,7):n "ei" ei tarkoita, etta ratkaisua ei ole, vaan ettd r on vaarin

— aikaraja riippuu x:n eikd r:n koosta

P C NP
— NP:n maaritelma toimii P:n tehtaville, kun valitaan sopiva epaluonteva X

e kukaan ei tiedda onko P € NP vai P = NP
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NP-tdydelliset tehtavat

e tehtdva X voidaan palauttaa polynomiaalisessa ajassa tehtdvaan Y,
jos ja vain jos on olemassa ohjelma A siten, etta

— X:n vastaus syotteelle  on sama kuin Y:n vastaus syotteelle A(x)
— A(x):n suoritusaika on polynomiaalinen

e polynomin polynomi on polynomi
— esim. jos f(z) = 22 ja g(x) = 2, niin g(f(2)) = (23)* = 212
= jos Y:lle on polynomiaikainen ohjelma Y, niin
Y (A(x)) on polynomiaikainen ohjelma X:lle
— X ratkeaa Y:n avulla niin, ettd Y:ta kutsutaan vain kerran ja vain lopuksi

o kylld—ei-tehtdva on NP-taydellinen (NP-complete), jos ja vain jos
— se on luokassa NP, ja
— jokainen NP-tehtava voidaan palauttaa siihen polynomiaalisessa ajassa

= jos yhdellekin NP-taydelliselle tehtavalle on polynomiaikainen ohjelma,
niin jokaiselle luokan NP tehtaville on polynomiaikainen ohjelma ja P = NP

e seuraava tehtava on NP-tdydellinen: "onko propositiologiikan kaavan
muuttujille totuusarvot siten, ettd kaava tuottaa true”
— kun x on annettu, niin ohjelman T'(x,r) suoritus voidaan polynomiajassa
mallintaa kaavana siten, ettd r ilmaistaan vapaiden muuttujien avulla

e ym. tehtdva voidaan palauttaa polynomiajassa lukuisiin muihin tehtaviin
— palautuksissa kaytetdan toinen toistaan nerokkaampia ohjelmia A
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= tunnetaan lukuisia monenlaisia NP-t3ydellisid tehtavia
esim. onko annetussa graafissa silmukkaa, joka

kdy jokaisessa solmussa tasmalleen kerran
esim. voiko annetut luonnolliset luvut jakaa kahdeksi ryhmaksi siten, etta

ryhman 1 lukujen summa on ryhman 2 lukujen summa
ei tiedetd, onko millekdan niistd polynomiaikaista algoritmia
tiedetdan, ettd jos yhdellekin on, niin jokaiselle on

e monelle NP-tiydelliselle tehtavalle on turhaan etsitty
polynomiaikaista algoritmia vuosikymmenten ajan

= laajalti uskotaan, ettd P # NP

NP-tdydellisyyden kdytannon merkitys

e NP-tiydelliselle tehtavalle ei kannata yrittda |oytdd aina nopeaa algoritmia

e voi olla mahdollista 16ytaa algoritmeja, jotka toimivat melko usein melko hyvin
— NP-taydellisyys kertoo vain, ettd jos P % NP,
niin jokainen algoritmi on hidas joillakin syotteilla
e sellaisten algoritmien parantelu voi tarjota osaamiselle hyvan markkinaraon

— monien NP-tdydellisten tehtavien ratkaisemista tarvitaan kdytinnossa
— ei ole nakopiirissa niin hyvaa ratkaisua, ettd parantamisen tarve loppuu

Samaa tapaan voidaan madritella monia muita vaativuusluokkia

e esim. PSPACE on polynomiaalisessa muistissa ratkeavat kylla—ei-tehtavat
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11 Kielet ja automaatit
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12 Matemaattista logiikkaa
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13 Rinnakkaisuus

13.1 Valmisteleva esimerkki: pankki ja pankkiautomaatti

Ensimmainen versio

ks -np(N) KanavaAP v-np(N)

Auto- Pank-
maatti v-k -k ki

ef KanavaPA l-e

v-€
ku C

e tapahtumien nimet

ks = kortti sisdan l-np = l3het3 nostopyynto
np = nostopyynto v-np = vastaanota nostopyynto

r automaatti antaa rahaa |-k lahetad kylla
er = saldo ei riita v-k vastaanota kylla

ku = kortti ulos |-e |ahet3 ei
vt veloitus tililta V-€ vastaanota ei

e (N) tarkoittaa, ettd tapahtumaan liittyy parametri, joka on luonnollinen luku

e jatimme esittamattd asiakkaan tunnistamisen yms.
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e osien kayttdytymiset

e kokonaisuuden kayttaytyminen
— vtlx s:=s — x tapahtuu rinnakkain jonon ku rlz kanssa

rle ku

S, T S, T
vtlx vtlz s:=s5s —x
S:1=8 — .

[z < sj=
ku

vtle s:=s5s —x
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Entd jos kanavat ovat epaluotettavia? Ik l-e
l-np?x

[ ikkan hukkaa hukkaa
| L v-k V-€
v-nplz

ku
e jos jokin viesti hukkuu, jarjestelma lukkiutuu @

rlx

= muutamme pankkiautomaattia g , -
— yh = yhteyshairio b S O np’x @ nplx

e jos kylli-viesti katoaa, niin jirjestelm3 ku vh

veloittaa tilia vaikkaa ei anna rahaa

Muutamme jarjestelmaa niin, etta tilia veloitetaan vasta kun raha on annettu

e |-a = |l3hetd "raha annettu”

e ev = epavarma, pankki ei tiedd annettiinko asiakkaalle rahaa
— voidaan kdyda automaatilla tarkastamassa

ks -np(N) v-np(N)
-3 KanavaAP V-3

Auto- I Pank-

maatti hukkaa hkkaa ki
v-k |

v-e KanavaPA
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jos nostopyynto katoaa, niin yh ja ku
jos "kylla" katoaa, niin yh ja ku seka ev

jos "annettu” katoaa, niin ku ja rlx sekid ev
— tilia ei veloiteta

jos yh tapahtuu ennenaikaisesti, niin voi kayda seuraavasti:

— nostoyritys 50 € keskeytyy, vaikka pankki sanoi "kyll3d"
asiakas yrittda uudelleen pienemmalld summalla 20 €
tama nostopyynto katoaa
edelliselle pyynnolle tarkoitettu "kylla" saapuu automaatille
automaatti antaa 20 € ja ldhettda "annettu”

"annettu” saapuu pankkiin, joka veloittaa tililta 50 €
= pankki veloittaa tilia liikaa

= lissamme "annettu’-viestiin tiedon, kuinka paljon annettiin
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e jos asiakas yrittdd nostaa ensin vahan ja yhteyshairion nahtyaan paljon rahaa,
han voi saada enemman kuin tililla on
— automaatti antaa rahat ensimmaiselle pyynnolle tarkoitetun "kyll3" nojalla

= lisaamme "kylla"-viestiin tiedon, l-np?z l-a?2
kuinka paljon saa antaa - M ukkaa™N\-fukkaa

e jos olisi mallinnettu asiakkaan identiteetti,
nakyisi, ettd vaara asiakas voi saada rahat
= "kylla"- ja "annettu’-viestissa tarvittaisiin myos tilinumero

v-nplz v-alx

Lopullinen versio ks l-np(N) v-np(N)
e KanavaPA -a(N) |KanavaAP| v-a(N)

|
samalla hukkaa hykkaa
periaatteella v-k(N) |
kuin v-e | KanavaPA | |e
KanavaAP

-k(N)

vtlz

l-alx
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13.2 Rinnakkaisjarjestelmat ja niiden virheet

Rinnakkaisjarjestelma (concurrent system)
e koostuu monesta (> 1) yhteistoiminnassa olevasta osasta

e osat ovat tyypillisesti vuorovaikutteisia (reactive)
— osat vuorovaikuttavat samanaikaisesti moneen (> 0) suuntaan

tyypillisesti jarjestelman toiminnan ei odoteta loppuvan
— kuljetettuaan yhden korillisen matkustajia hissi odottaa seuraavia

tyypillisesti vuorovaikutuksista syntyy lomittaisia tapahtumaketjuja
— hissi voi rekisterdida uusia kutsuja toteuttaessaan edellist3
— ne voivat vaikuttaa toisiinsa: hissi ottaa matkalla lisad matkustajia

huom! sanaa "parallelism” kaytetdan eri yhteydessa
— pyrittdessa suureen laskentatehoon monella prosessorilla tms.

Esimerkkeja rinnakkaisjarjestelmista

e yhteisen resurssin suojaus ristikkaisilta kaytoilta
— esim. minun tulostukseni ei saa paasta kirjoittimelle ennen kuin sinun
tulostuksesi on valmis, jottei samalle paperille tulisi sekaisin molempia
— keskindinen poissulkeminen (mutual exclusion)

e tietoliikenneprotokolla
e hissin kori, napit korissa ja kerroksissa, moottori ja ohjauslogiikka
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Kayttaytyminen on usein herkka pienille asioille

e esimerkki: "proffa poistuu suojatieltd” ja "rekka saapuu suojatielle”
— silla, kumpi tapahtuu ensin, on suuri vaikutus myohempiin tapahtumiin
— pieni aikaero saattaa ratkaista, kumpi tapahtuu ensin

e usein mukana on oltava oletuksia kayttdjista
— esim. kirjasto ei voi taata, ettd jokainen halukas saa lopulta kirjan, jos joku
lainaaja hukkaa sen
— kayttdjista pitaa kuitenkin olettaa mahdollisimman vahan

= taytyy olettaa, ettd valintaa vaihtoehtojen valilla ei tunneta
— joudutaan hyviksymidin epadeterminismi (nondeterminism)
— tama ei tarkoita kannanottoa, ettd todellisuus olisi epadeterministinen
— tama tarkoittaa kannanottoa, etta ei tiedetd kaikkia olennaisia asioihin
vaikuttavia tekijoita

= taytyy varautua (melkein) kaikkiin vaihtoehtoihin

e ihmisen on hyvin vaikea hallita ja hahmottaa niita
— ihminen pystyy hyvin seuraamaan yksittaisen tapahtumakulun
— ihminen ei ole hyva mieltamaan vaihtoehtoisten tapahtumakulkujen
kokonaisuutta muuten kuin seuraamalla yksittdisia tapahtumakulkuja
— vaihtoehtoisia tapahtumakulkuja on usein ihmisille aivan liikaa

= tarvitaan muita keinoja kuin yksittaisten tapahtumakulkujen miettiminen
e kun jotain menee pieleen, se voidaan yleensa esittda tapahtumakulkuna
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Rinnakkaisjarjestelmille tyypillisia virheita

e yhteisen tiedon muuttaminen aiheuttaa helposti virheen

e esimerkki

— ohjelma 1 kopioi itselleen tilin saldon 987 € palkanmaksua varten
ohjelma 2 kopioi itselleen tilin saldon, koska omistaja nosti 20 €
ohjelma 1 lis3a tilin saldoon (sen omaan kopioonsa) palkan 1000 €
ohjelma 2 vahent3a saldosta (sen omasta kopiosta) 20 €
ohjelma 1 kopioi muuttamansa saldon 1987 € paikalleen
ohjelma 2 kopioi muuttamansa saldon 967 € paikalleen

= saldoksi jaa 967 €, palkka katosi

= kaytetaan mekanismeja, jotka paastavat vain yhden kerrallaan kayttamaan
tietoa

— keskinainen poissulkeminen
— (voidaan sallia monta yhtaaikaa, jos jokainen vain lukee)

e kun yksi kdyttda yhteista tietoa, muut halukkaat joutuvat odottamaan

e kayttdja voi puolestaan odottaa jotain muuta
— esim. palkanmaksuohjelma odottaa tyonantajan tilin vapautumista

= voi syntyd lukkiuma (deadlock)
— jokainen odottaa, ettd jokin muu tekisi ensin jotain
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esim. kaksi kayttdjaa varaa eri jarjestyksissa tiedoston ja kirjoittimen
tulostaakseen tiedoston

var-t vap—k. | var-k| vap-t

var-k| vap-t var-t| vap-k

var-k _ var-t

tul tul
klassinen esimerkki on ruokailevat filosofit (dining philosophers)
— pyoredn poydan ymparilla on tasavalein viisi filosofia
— jokaisen edessa on lautasellinen kiinalaista ruokaa
— jokaisessa kahden lautasen valissa on yksi syomapuikko

— filosofi mietiskelee, ottaa puikon vasemmalta puoleltaan (tarvittaessa
odottaa kunnes se on vapaa), ottaa/odottaa puikon oikealta, syo,
palauttaa puikon vasemmalle, palauttaa oikealle ja jatkaa alusta

lukkiumilta voi suojautua ajastimilla

— kadytetddan myos sanaa vahtikoira (watchdog)

— kun odotus on ylittdnyt maardajan, se keskeytetdan ja tehdaan jokin
toipumistoimenpide

— pankkiautomaattiesimerkissa "yhteyshairic” ja "epavarma”

toipumistoimenpide on vaikea suunnitella sellaiseksi, ettda mikaan tieto ei
sotkeudu tms.
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e ajastin voi laueta, vaikka odotettu asia on tulossa

— odotettu asia ei ollut estynyt, vaan ainoastaan viivastynyt
— toipuminen kaynnistyy, vaikka odotettu asia toteutuukin
= vaara, ettd jarjestelma tekee ristiriitaisia toimintoja

Toiden tekemisjarjestysta ei saa sitoa liikaa

e esim. taytyy voida tehda ensin kiireellisia toita

e kuitenkaan mik3dan tyo ei saa joutua odottamaan loputtomasti

— tarvitaan reiluutta (fairness) joitakin tai kaikkia kohtaan
— tarvitaan reiluutta viestin lapimenoa mutta ei tarvita hukkaamista kohtaan

Rinnakkaisjarjestelmia on hyvin vaikea saada toimimaan oikein
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13.3 Kaksi klassista hyvin toimivaa jarjestelmaa

Petersonin algoritmi kahdelle asiakkaalle

e tehtiva on varmistaa, etta

— asiakkaat eivat ole yht3daikaa kriittisissa osissaan (critical section)
— kriittiseen osaansa haluava asiakas lopulta paasee sinne

(olettaen, etta mikdan ei jaa sinne loputtomaksi aikaa)

Asiakasl Asiakas?2

p1 = true po 1= true

vi=2 vi=1

odota kunnnes p, = false Vv =1 odota kunnnes p; = false V v = 2
... kriittinen osa ... kriittinen osa

p1 .= false; goto 1 po .= false; goto 1

e tarkastellaan hetkea, kun As.2 saapuu kriittiseen osaan As.1:n jo ollessa siell3
— p1 = true, joten v = 2
= edellinen askel ei voinut olla Asiakas2:n v :=1
— mutta koska ps = true ja v = 2, se ei voinut olla As.1:n saapuminenkaan
= edellista askelta ei voi olla
— sama patee asiakkaiden numerot vaihdettuina
= aslakkaat eivat paase yhtdaikaa kriittiseen osaan
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e voiko Asiakas2 joutua odottamaan loputtomasti?
— Asiakasl ei saa jaada kriittiseen osaan loputtomaksi aikaa
— jos Asiakasl ei ole sinne mennytkaan tai tulee pois pitkaksi aikaa,
p1 = false padstaad Asiakas2:n kriittiseen osaan
— jos Asiakasl yrittdd nopeasti uudelleen, niin v = 2 paastaa Asiakas2:n
— sama patee asiakkaiden numerot vaihdettuina
= odottava asiakas padsee lopulta kriittiseen osaan

Vuorottelevan bitin protokolla K1
AN

e viesteja voi havitd kanavassa K2

= viesti |dhetetdan tarvittaessa moneen kertaan
— saatuaan viestin vastaanotin ldhettdd kuittauksen (acknowledgement)
— jos lahetin ei saa kuittausta maaraaikana, se ldhettaa viestin uudelleen

e ennenaikainen uudelleenldhetys voi johtaa viestin kahdentumiseen
— mukavaa, jos viesti on palkan maksaminen tilille
— ikdvaa, jos viesti on nosto tililta

e edellisen viestin kopiota ei aina voi tunnistaa sisallon perusteella
— uusi viesti voi olla sisallollisesti sama kuin edellinen
— esim. kaksi samansuuruista maksua samalle tilille

= liitetdan viestiin bitti, joka vaihtuu aina, kun Idhetetdan uusi viesti
— (joissakin muissa protokollissa bitin sijaan on isompi lukualue)
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myos kuittauksessa on bitti, jotta ei kdvisi seuraavasti:

— |3hetin |3hettaa viestin A, joka saapuu vastaanottimeen
|ahetin |3hettda viestin A uudelleen
vastaanotin ldhettd3 ja ldhetin saa kuittauksen ensimmaisesta viestista A
toinen viesti A saapuu vastaanottimeen
|ahetin lahettdd uuden viestin B, joka katoaa
vastaanotin ldhettda ja lahetin saa kuittauksen toisesta viestistd A
|3hetin tulkitsee sen kuittaukseksi viestista B

= vaikka B katosi, lahetin ei |[3het3d sitd uudelleen

= viesti B katosi lopullisesti
— vanhentuneen viestin aiheuttama virhe kuten pankkiautomaattiesimerkissa

|ahetin ja vastaanotin
aika  v-kl

A Vv-v0?w,~ vas!w
&Y,
v-k1 v-v1l?w| |-kl -kO| [v-vO7w
3 vaslw ~v-v17w
W)

v-k0Q aika

protokolla ei lukkiudu, koska
— jokaisessa tilassa |lahetin lahettda tai odottaa asiakasta tai ajastinta
— jokaisessa tilassa vastaanotin |dhettd3d tai odottaa uutta viestia

vastaanotin estaa viestien kahdentumisen
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e |3hetin ei kdytd samaa bittid uudelleen ennen kuin edellinen bitti kiersi ympari
— silloin ei ole jaljella vanhoja viesteja tai kuittauksia sita edelliselld bitill3
= kuittaus uudelleen kaytetylla bitilld on varmasti uusimman viestin kuittaus
= lahetin ei luovu ldhettamisyrityksista liian aikaisin
= protokolla ei hukkaa viesteja (jos kanava ei hukkaa niitd loputtomiin)

e jos kanava hukkaa loputtomiin viesteja tai toinen kanava kuittauksia,
niin vuorottelevan bitin protokolla jaa ikuiseen silmukkaan

e muussa tapauksessa vuorottelevan bitin protokolla
valittaa kaikki viestit perille luotettavasti ja kahdentamatta
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14 Rinnakkaisuuden teoriaa

Aaroxb

14.1 Valmistelevia esimerkkeja

Eero k
Kayttaytyvatko seuraavat samoin? Oﬁg

Aaro saapuu kahvilaan ja ottaa teeta

Eero saapuu kahvilaan ja ottaa kahvia tai teeta “r0%<5tg:k:g
liro saapuu kahvilaan ja ottaa kahvia tai teeta S .
e milld tahansa jarkevilld kriteereilla Aaro kayttaytyy eri tavalla kuin muut

e Eeron ja liron ero tulee ilmi, jos kahvi on loppu mutta teetd jaljell3

— Eero ottaa varmasti teeta Aria
— jos liro oli valinnut kahvin, han lukkiutuu J }){:g
=

Kayttaytyvatko seuraavat samoin?

Enta verrattuna Eeroon ja liroon? ErJaMO<s:g:g
S

Arja valitsee ennen kahvilaan saapumista
Erja valitsee saapuessaan kahvilaan Irja
Irja valitsee saavuttuaan kahvilaan

S

S

e 7 tarkoittaa tapahtumaa, jota ulkopuolinen tarkkailija ei nae
— nakymaton tapahtuma
— nakymattomalla tapahtumalla voi olla havaittavia seurauksia
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e kuten liro, myos Arja, Erja ja Irja voivat lukkiutua, jos kahvia ei ole
= erilaisia kuin Aaro ja Eero

Nakymattomien tapahtumien maara ajatellaan yleensa epaolennaiseksi
(kunhan se on &arellinen)

e ci ole olennaista, tekikd pankkiautomaatti 1724 vai 5296 toimintoa
ennen kuin antoi rahaa

e isomman niakymattomien tapahtumien maaran
voi ajatella edustavan pitempaa odotusta, mutta
— erilaisten nakymattomien tapahtumien ei voi olettaa kestavan yhta kauan
= nakymattomien tapahtumien maara ei ole kunnollinen ajan mitta
= aika pitaa lisata teoriaan toisilla, paremmilla keinoilla

= Erja ja liro katsotaan samanlaisiksi

e joissakin teorioissa on eraasta matemaattisesta syysta tarkeas,
voidaanko heti alussa suorittaa nakymaton tapahtuma
— niissa Erja ja liro katsotaan erilaisiksi

Valinnan vaikutus tulee nakyvaksi vasta kun valitsija yrittaa ottaa kahvia tai teeta

= osa teorioista katsoo Arjan, Erjan ja Irjan samanlaisiksi, osa erilaisiksi

e esittelemme hieman eri teorioiden aineksia
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14.2 Vuorovaikutus ja rinnakkaisjarjestelmien esittaminen

Lukuisia erilaisia viestinnan ja vuorovaikutuksen malleja on ehdotettu

e yhteinen muisti
— liian alatason mekanismi seka kayton etta teorian kannalta

e first-in-first-out- eli fifo-jonot
— mahtuuko jonoon rajattomasti viesteja?
— jollei, mitd tapahtuu kun yritetdan kirjoittaa tayteen jonoon?
— lukeeko ja odottaako vastaanottaja yhtd jonoa vai useaa?
— jos yhta, mita tehda, jos odotettu viesti ei olekaan ensimmaisena?
— jos useaa, miten se paattda mita kulloinkin odottaa ja mistd lukee?

Synkroninen vuorovaikutus on osoittautunut erinomaiseksi teorian pohjaksi

e mahdollistaa mielekkdan tuloksekkaan teorian
e jokseenkin kaikki muut vuorovaikutustavat voi esittdaa sen avulla

e toiminta
— kutsumme jarjestelmaa ja sen osia ja osakokonaisuuksia prosesseiksi
— jokaiseen tapahtumaan osallistuu yksi tai useampia prosesseja
— jos jokin osallistuja ei ole valmis tapahtumaan, tapahtuma estyy
— kaikki osallistujat suorittavat tapahtuman yhtaaikaa
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Jarjestelman rakenne voidaan esittaa kuvana
ks — l-np(N) v-np(N)
-a(N) | KanavaAP | v-a(N)

Auto-

|
: hukkaa hykk
maatti V(N ukkaa

-k(N)

yh—

U v-e KanavaPA l-e

e esimerkkeja
— tapahtumaan ks (kortti sisddn) osallistuu vain Automaatti
— |-np (lahetd nostopyyntd) osallistuvat Automaatti ja KanavaAP
— Pankki katsoo yksinaan nakymattomasti, onko tililla rahaa

Osakokonaisuuden ymparille piirretylla laatikolla voi ilmaista,
ettd laatikon sisdisia tapahtumia ei nayteta ulos

ks -np(N) v-np(N)
-a(N) | KanavaAP | v-a(N)

Auto-

|
- hukkaa hkk
tt ukKaa
Ol | B VAN T k(N
i v-e KanavaPA l-e
17

e PankkiJ = (Automaatti || KanavaAP || KanavaPA || Pankki) \
{l-np*, v-np*, I-a* v-a* I-k* v-k* l-e, v-e, hukkaa}
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prosessin aakkosto (alphabet) on niiden nakyvien tapahtumien joukko,
joihin se voi synkronoitua
merkitadn usein symbolilla 3, ¥/, 31, tms.
7 ei kuulu aakkostoon
rakennekuvassa laatikosta ldhtevien viivojen nimet parametreineen
aakkostossa voi olla nimid, jotka eivat esiinny kayttaytymiskuvassa

|| esittda rinnankytkentaa (parallel composition)
— kukin osaprosessi voi suorittaa nakymattomia tapahtumia itsekseen
— nakyvaan tapahtumaan osallistuu jokainen, jonka aakkostoon se kuuluu

katkenta (hiding) P\ A muuttaa A:ssa luetellut P:n tapahtumat 7:ksi

nakyvd nimi voidaan muuttaa uudelleennimeamiselld (renaming)
[bl/a’la Tty bn/an]

Esimerkissa kanava mallinnettiin prosessina, joka vuorovaikuttaa
erikseen |ahettdjan ja erikseen vastaanottajan kanssa

e kapasiteetin 2 kanava kahdella erilaisella viestilla
— tapahtumat on koodattu vareilla: |-1, , -2 ja v-2

e jokseenkin kaikki muut vuorovaikutusmekanismit voi mallintaa vastaavasti
T : . in’x in?
Saannollisia tila- ja kaarikokoelmia J
voi esittad lyhennemerkinnailla .@

e 7z ja !z ovat lyhennemerkintdja tapahtumakokoelmille T.=Y
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Esimerkkeja 21 Asiakas

e kahvila, jossa on aina tarjolla sekd kahvia etta teeta
— Aaro|| K1 jne. kdyttaytyvat kuten Aaro jne. edella kOO t

AaroHKhb <t Eero || K1 liro || K1\ s
O——0 %—»o<g b<§ g

ArjaHKlg{tg S .o K Erja || K1 Irja || K1
T S O

O
S bﬁm \O—><><§:@
e kahvila, jossa on tarjolla vain kahvia k K2

o4

Aaro || K2 Eero || K2 k liro || K2
| \ s 1K2y LSt |

Erja || K2
K o |

ArjaHK2\ T g S O
T S

e kahvila, jossa myyja paattdd mita asiakas saa ottaa

Aaro || K3\ T
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Input ja output

e vastaanottaja on valmis mihin tahansa arvoon joukosta vaihtoehtoja

— voi menna arvon mukaan eri tiloihin
= muistaa saamansa arvon f| (1) lin{2) |in(3)

e |3hettdja tarjoaa vain yhta arvoa ko. joukosta ?out(l) out(2) Jout(3)
= vuorovaikutuksessa toteutuu se arvo

= input ja output ovat vain tapoja osallistua synkroniseen vuorovaikutukseen

e yleisempi esin.1_erkki. Aaro DOMO
— Aaro vaatii vahintaan 50 € palkankorotusta \

ja pomo suostuu enintdan 60 €
= jokin arvo valilta 50 €, ..., 60 € toteutuu, n?x[z > 50] || |n?yly < 60]

ja molemmat ovat samaa mieltd, mika arvo

e toinen esimerkki
— Aaro vaatii vahintdan 60 € palkankorotusta ja pomo suostuu enintaan 50 €
= molemmille sopivaa arvoa ei ole ja neuvottelu ei johda tulokseen

= on olemassa muitakin vuorovaikutuksen muotoja kuin input ja output
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r ku

O
N\
T

Kayttaytymiskuvista 30

e e : ks _np vt
e olemme esittaneet prosessin kadyttaytymisen suunnat- O T
tuna graafina, jonka kaaret on nimetty ja jolla on juuri ku Lo

— prosessi on osa, osakokonaisuus tai koko jarjestelma

sen nimi on nimetty siirtymdjarjestelma (labelled transition system), LTS

LTS on nelikko (5,3, A, §), missa

— S on tilojen (state) joukko

— Y on aakkosto, vaaditaan 7 ¢ X

— A on siirtymien (transition) joukko, vaaditaan A C S x (XU {7}) x S
— 5 on alkutila (initial state), vaaditaan § € S

muuten sama kasite kuin darellinen automaatti, paitsi
— sen ei tarvitse olla darellinen b5 b5 0.
— lopputilan kasitettd ei ole (kaikki tilat voi ajatella lopputiloiksi)

b

7 ei ole sama kuin tyhjan merkkijonon symboli ¢
— 7 on tapahtuma (joskin ndkymatdn) eikd tyhja jono tapahtumia
lyhennemerkityille kuville, joissa on

muuttujia, ei ole vakiintunutta nime3
= kutsumme tilakoneiksi (state machine)

jokainen LTS on samalla tilakone,
mutta vastakkainen ei pade
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Yhdistettyjen prosessien kayttaytyminen

e ||, \ ja|[ -] ottavat LTS:id/LTS:n ja tuottavat LTS:n
e || on vaihdannainen ja liitdnndinen (modulo isomorfismi)

e patee mm.
- (P\NA)\B = P\ (AUB)
- _jOS AﬂZQ :(Z) : niin (PlHPQ)\A = (Pl\A)HPQ
e jokainen (vain) ||:lla, \:lla ja [- - ‘]:lla kootun lausekkeen f(Py, Ps,...,P,)
siirtyma on jompikumpi seuraavista:
— yksi prosessi suorittaa 7-siirtyman, muut pysyvat paikoillaan, ulos 7
— saanndn muotoa (a1, as, ..., a,;b) mukainen, missa

a; € X2; U{"-"}

jos a; = "-", niin P; pysyy paikallaan

jos a; € X;, niin P; osallistuu a;-siirtymalla
ulos b, joka on 7 tai nakyva

= jarjestelman rakenne voidaan ryhmitelld uudelleen monin tavoin ilman, etta
kayttdytyminen muuttuu

Ve

a e
e N\ A s e A
\.
e
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Operaattoreiden matemaattiset maaritelmat

e olkoon L = (S,Z,A,§), Ll = (Sl,zl,A1,§1> ja L2 = (32,22,A2,§2>
o L\A= (5, A"S), missi
-5 =5 ja §=3s
Y =¥\4
- A ={(s,a,5") | (s,a,8') e ANa¢g A} U
{(s,7,8") | Ja€e A: (s,a,5) € A}

Llbi/ay,...,by/ay] = (5,2, A’ §"), missa
— vaaditaan, ettd a; #7 # b; kun 1 <17 < n
- S"=8 ja §=35
- Y ={aeX|Vil<i<n:a#aq}U{b|I;1<i<n:a; € XANb=0b;}
- A ={(s,a,8) e A|Vi;1<i<n:a#a}U
{(s,b,8) | Fi;1 <i<n:(sa;,s)eEAND=D
Li|| Lo = (5,3, A", §"), missa
- Y =3UX ja e (§1,§2)
— 5’ ja A’ ovat pienimmat joukot siten, ettd §' € S’ ja jos (s1,52) € S ja
jokin seuraavista toteutuu, niin (s}, s5) € S ja ((s1, s2),a, (s],s5)) € A”":
(s1,a,s1) € A1, a & Yo ja s5 = S9
(s2,a,55) € Ag, a ¢ X1 ja s] = s1
(sl,a, S/1> c Ay, (SQ,CL,S/Q) AN Jaa € X Mo

maaritelmien yksityiskohdissa on otettu huomioon osien 7-siirtymat
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Muuttujan kaytto tilakoneessa voidaan esittdaa rinnankytkentana

In

= lisda mahdollisuuksia ryhmitellad jarjestelma

e || ym. voidaan laskea ilman, ettd muuttujien lyhennemerkinnit on avattu
\ \

in?x midlz || mid?y outly | \ {mid*} = in?z

Y =x

outly L d

Siis
e seka jarjestelman ettd sen osan kayttaytyminen voidaan esittaa LTS:na
e (osa)kokonaisuuden LTS voidaan laskea osien LTS:ist3

e muuttujat voidaan avata ennen ja/tai jalkeen kayttaytymisten yhdistamista

Kapasiteetin 2 fifo esitettiin aikaisemmin nain: in?x in?y

e onko se sama kuin dsken saatu? (outlz () outla

e muuttujien uudelleenjarjestely
asken saadussa tuottaa taman:

e tutkimme piakkoin, voiko
kuvan 7-kaaren poistaa
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L] ee 8 an L k f\
Tilardjdhdys (state explosion) OO :L e \J\ l Q
T T T T

~
e rinnankytkenndssa syntyy usein paljon tiloja .

-
— esim. Arja || K3 S
— jos |Si| =...=|Sk| =mn, niin Ly || --- || L voi sisiltdad n* tilaa

e myos muuttujien avaamisesta tulee usein paljon tiloja, jopa darettomasti
— esim. 16-bittinen kokonaisluku ~» 65536 tilaa

e tilardjahdys on iso ongelma rinnakkaisjarjestelmien tarkastamisessa

e tarkastaminen rinnakkaisvirheiden varalta on laskennallisesti vaativaa
— voiko jarjestelma suorittaa vaaran tapahtuman on tavallisilla
rinnakkaisjarjestelmien malleilla PSPACE-kova tehtava
— samoin voiko jarjestelma lukkiutua

= tilardjahdys ei viime kiddessa johdu tyhmyydestamme,
vaan rinnakkaisilmididen monimutkaisuudesta
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14.3 Jalkisemantiikka

Usein jarjestelman LTS:ssa on lukuisia 7-kaaria
o vrt. Arja || K3
e 7 esittdd nakymatonta tapahtumaa

= haluamme poistaa 7-kaaret

Prosessin P jdlkisemantiikka (trace semantics) sisiltda kaksi osaa:

e prosessin aakkosto Y(P) v\ g .
- tarpeen, koska O || O0—0O O0—0

mutta O || %0
e prossin jdljet (traces) Tr(P)
— alkutilasta alkavien polkujen tuottamat nakyvien nimien jonot
- Tr(P) = {a1a2---a, € X" | §=ajaz - ap=}
— kuten aarellisen automaatin kieli, jos jokainen tila on lopputila

e P =g Q jos javain jos X(P) = 3(Q) A Tr(P) = Tr(Q)

Jalkisemantiikka hukkaa tiedon lukkiumista Arja|| K3 =,

= lissadmme myohemmin siihen informaatiota ©

e kasitelkiamme kuitenkin yksi asia kerrallaan
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Turvallisuus- ja eldvyysominaisuudet

e turvallisuusominaisuus (safety property) on ominaisuus, jonka
rikkoutuminen voidaan havaita suorituksen aarellisesta alkuosasta
— jonain hetkena jotain meni pieleen
— esim. pankkiautomaatti antoi vaaran maaran rahaa
— vrt. (perdkkais)ohjelmien osittainen oikeellisuus

e elavyysominaisuuden (liveness property) rikkoutumisen havaitseminen
vaatii koko (mahdollisesti darettoman) suorituksen
— jotain ei tapahdu vaikka pitaisi
— esim. pankkiautomaatti ei anna korttia takaisin
e eldvyysominaisuuksien tarkka rajaus ja nimist6 on horjuvaa
— kdytetddan myos termid etenevyys (progress)

e reiluus (fairness) sanoo, ettd vaihtoehtoa ei syrjitd loputtomasti
— esim. proffa ei lykk3a tentin tarkastusta loputtomasti muiden téiden vuoksi

Abstraktit ominaisuudet

\ S

e 7T-tapahtumien maara ennen seuraavaa " s' ;
nakyvaa tapahtumaa ei ole tarkes O<—0——0

— 7-tapahtumilla voi olla nakyvia vailillisia seurauksia

o dnkytykselle epdherkka (stuttering-insensitive) ominaisuus

Jalkisemantiikka sailyttaa abstraktit turvallisuusominaisuudet eikd muuta
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Paloittainen kutistetun LTS:n muodostaminen
e adrellisistd automaateista tutuilla ja muilla algoritmeilla darellisesta LTS:sta
voidaan muodostaa jilkisamanlainen kutistettu (reduced) LTS

e se saattaa olla riittavan pieni katsottavaksi

k s T ~ T ~ S

] -7l I

STT - TTTTT 5T
[ 7] 7] 7] T

OO0 L0010

e myos osia tai osakokonaisuuksia voi kutistaa ennen yhteen liittamista
S K K K3

O
Arja || K3

Arja T O k . t
Kg i o ~ Xb_s>o<ttg ja mﬁ\O ~

t

: \ g S K
dell o—— k t =
ja edelleen g | kO %_'Oﬁg

= jarjestelmalle saadaan kutistettu LTS ilman etta
koskaan muodostetaan sen kutistamatonta LTS:33

e lievittaa tilardjahdysongelmaa
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Pankin ja pankkiautomaatin kdyttaytyminen jalkisemantiikalla, rahan nikokulma

e jirjestelma toimii epaluotettavilla tietoliikenneyhteyksilla
= virheitd voi tapahtua

— tavoite on kuitenkin, ettd niistd jaa pankkiin vinkki,
ja ettd ne eivat ole asiakkaan tappioksi
e muu on katketty, ja nakyvaksi on jatetty
— tilin veloitus vtlx tai vtly
— rahan antaminen rlz tai rly
— pankkiin jaava tieto, etta on epavarmaa,
antoiko automaatti rahaa ev
e jos tilid veloitetaan (vt!z tai vtly), niin
sama summa on annettu (rlx tai rly)
e rahan antamiseen liittyy aina
tilin veloitus tai tieto "epavarma” (ev)
— ev voi tapahtua ennen kuin vastaava rly

e ev voi tapahtua myos ilman rahan antamista
— esim. "kyll3" katosi matkalla

Valitsemalla nakyvat tapahtumat toisin ndahddan muun
muassa, ettd kortti sisdan ja kortti ulos vuorottelevat

e siitd ei voi paatella, ettd kortti ei voi jumiutua automaattiin, koska
jalkisemantiikka ei kerro esim. voiko jarjestelma lukkiutua kortti sisalla
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Esijarjestys (preorder)

e 'toteuttaa vaatimukset” ei ole samanveroisuus- vaan osittaisjarjestysrelaatio
— jarjestelma saa olla parempi mutta ei huonompi kuin vaatimukset
— osittaisjarjestys, koska jarjestelma voi olla jossain suhteessa parempi ja
toisessa huonompi kuin vaatimukset

= on mielekastd verrata prosesseja relaatiolla
P<p Q = X(P)=%(Q)ATr(P) C Tr(Q)
e aakkostot verrataan yhtasuuruudella, koska

— muuten prosessit ovat eri tehtaviin, verrataan omenoita talvitakkeihin
{kortti-sisdan, kortti-ulos} vastaan {veloita-tilia, palkkatulo}

— voidaan osoittaa, ettd muuten joudutaan matemaattisiin vaikeuksiin

e jokaiselle aakkostolle on olemassa LTS, joka jalkisemantiikan
nakokulmasta toteuttaa jokaisen vaatimuksen! IS,
— kun ei tee mitdan, niin ei tee virheita

e tamakin kertoo, etta jalkisemantiikka on puutteellinen
— ei pysty vaatimaan, ettd jotain taytyy tehda

= kdymme lisiamaan semantiikkaan ominaisuuksia
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14.4 Lukkiumat ja vakaat estymat

Lukkiuma (deadlock) on dramaattinen rinnakkaisjarjestelman vika

e jokainen prosessi odottaa, ettd jokin muu tekisi ensin jotain

= mitaan ei tapahdu

Jarjestelman lukkiumat eivat maaraydy osien
lukkiumaan vievista jaljista ja jalkisemantiikasta

e vaikka K1 =, K3 ja kumpikaan ei lukkiudu, niin

— K1 ||K1 =K1 ei lukkiudu

— K1||K3 = K3 ei lukkiudu K1 k K3+
— K3|| K3 lukkiutuu kCgOt T L

= jalkisemantiikka taydennettyna lukkiumajaljilla ei tuota kongruenssia

Samuuskasite on kongruenssi, jos ja vain jos kokonaisuus sailyy aina
samanveroisena, kun sen osa korvataan samanveroisella osalla

e jos L= L' nin L\AZL'\AjalLl-|=ZLT- ]
e jos L1 = LY ja Ly =2 L, niin Ly || Ly =2 LY || LS

= jos L1 = LY, ..., L, = L' ja f on rakennettu kiyttien vain ||, \ ja [- -],
niin f(Ll,. ,Ln) = f(Llla 7L;1)
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Jos samuuskasite ei ole kongruenssi, niin pistamalld L sopivaan ymparistoon
saadaan esiin tietoa, joka ei ndy L:n semantiikasta suoraan

e toisenlainen esimerkki piilevasta tiedosta
— kuukausien pituudet paivind ovat
31, 28, 31, 30, 31, 30, 31, 31, 30, 31, 30 ja 31
— kellon naytto on rikki: kellonaika, paivan nro ja vuosi ndkyvat, kuukausi ei

— tanaan on 1.3.
— milloin viimeistdan tiedetdan varmasti, onko kellon kuukausi oikein?

Voidaan todistaa, ettd jotta kongruenssi sdilyttaisi lukkiumat,
sen taytyy sailyttdd vakaat estymat (stable failures)

e LTS:n L tila s on vakaa (stable) jos ja vain jos siitd ei lahde 7-siirtymia

e s kieltaytyy (refuses) tapahtumasta a jos ja vain jos s:std ei lahde a-siirtymia

e [:n vakaa estyma on pari (o, A) siten, ett3
— o on L:n jalki
— A on joukko L:n nikyvia tapahtumia
— o vie L:n alkutilasta vakaaseen tilaan, joka kieltaytyy kaikista A:n alkioista

e kytkemalld L rinnan muihin LTS:iin saadaan tietoa L:n vakaista estymista
aivan kuten ajan kuluminen antaa tietoa rikkindisen kellon kuukaudesta
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Toisaalta vakaiden estymien sailyttaminen riittaa
P=g Q = T(P)=23%(Q)ASf(P) = Sf(Q)

e jilki o on lukkiumajalki, jos ja vain jos (o, ) on vakaa estyma
= lukkiumajaljet saadaan vakaista estymista

e =g on kongruenssi ||, \ ja |- - -] suhteen

Kongruenssiominaisuus riippuu operaattoreista

e joskus kaytetadn keskeytysoperaattoria, joka lisdd joka tilaan saman jatkon
o keskeytys prosessilla 5.0

T@é_a,O@T eé
tuottaa ylakuvista alakuvat ~ ~ -
— erona vakaa estyma (ab, () WO 7 5 %&

= =gy ei ole kongruenssi keskeytyksen suhteen

=1 g on kongruenssi myos keskeytyksen suhteen

P =151 Q :& I(P)=3(Q) A Tr(P) = TH(Q) A S(P) = SF(Q)
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14.5 CFFD-semantiikka

Pillastuma (livelock, divergence)

e paadttymaton ketju 7-siirtymia tarkoittaa, ettd prosessi
touhuaa loputtomasti tekemattd mitdin nikyvia MG b -a.g
— jos ymparisto tarjoaa a:n, vasen lopulta tekee sen, oikea ei valttamatta

= lissamme semantiikkaan pillastumajaljet
— Div(P) = {a1--ap, €X* |ds:8=a1 - -ap=5—7Y—}
— s —7“— tarkoittaa, etta tilasta s alkaa paattymaton ketju 7-siirtymia

e jotta saisimme kongruenssin \ suhteen, lissadmme myos darettomat jaljet
— Inf(P) = {a1a2°'° e X | §:a,1a2---:>}
— aarettoman jaljen suorittaminen ei lopu koskaan
= ei ole mielekastd puhua tilasta darettoman jaljen jalkeen

® =1, Div,Inf ON kongruenssi

Kaikki tdhanastinen yhdessd muodostaa CFFD-semantiikan

e sisadltaad tiedot jaljista, lukkiutumista ja pillastumista
= hyva rinnakkaisjarjestelmien toiminnan tarkastamisessa

e Tr(P) = Div(P)U{o | (c,0) € Sf(P)}
= jalkia ei tarvitse huomioida erikseen P =crpp @ &

N(P) =%(Q) AN Sf(P) = 5f(Q) A Div(P) = Din(Q) A Inf(P) = Inf(Q)
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Miksi nimi "CFFD'?

e Oxfordin yliopistossa kehitetty failures—divergences-semantiikka ei sailyta
mit3an tietoa sen jilkeen, kun prosessi on suorittanut pillastumajiljen

LT T
— sille %—a@on sama kuin Q‘é}

— sen rakentamisessa kaytettiin toisenlaista |dhestymistapaa,
joka ei toimi pillastumajilkien taakse
— (ldhestymistapa takasi semantiikalle kauniita matemaattisia ominaisuuksia)

e ilmiosta kaytettiin nimea "chaotic divergence”

o CFFD kehitettiin samankaltaiseksi semantiikaksi ilman kaaosta

— rakentamiseen kaytettiin talla luennolla kasiteltyja keinoja
— lisaksi tarvittiin oivallus, ettd estyman tilan s pitda olla vakaa

= chaos-free failures divergences
CFFD-esijarjestys
N(P) =%(Q) ANSF(P) € 5f(Q) A Div(P) € Din(Q) A Inf(P) € Inf(Q)
e koska ¢ on jokaisen prosessin jilki, on Sf(P) # () tai Div(P) # ()
o f(7C0) =0ja Div(b) =0

= CFFD-semantiikassa ei ole prosessia, joka toteuttaa jokaisen vaatimuksen
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e jos P <crpp @ ei pade vaikka >(P) = 3(Q), niin jokin seuraavista patee:
— P:lla on jalki, jota Q:lla ei ole
— P paasee jollain jaljella vakaaseen tilaan, joka kieltaytyy enemman
kuin mikaan ):n vakaa tila saman jaljen jalkeen
— P:1la on pillastumajalki, jota Q:lla ei ole
— (P:lla on dareton jalki, jota Q:lla ei ole)

= saadaan selked vastaesimerkki
CFFD-esijarjestys on esikongruenssi (precongruence)

) jOS Ll SCFFD Lll, C ey Ln SCFFD L’ . niin

n’

f(L17 . -aLn) <CFFD f(Lllv . '7L/TL>
= jos jarjestelman osa korvataan paremmalla, niin jarjestelma sailyy
samanveroisena tai muuttuu paremmaksi
— osan paremmat ominaisuudet eivat valttamatta paase jarjestelmassa esille

e usein joudutaan olettamaan jarjestelman kayttajistd jotain
— esim. kirjasto ei voi taata, ettd jokainen saa lopulta lainata
kirjan, jos joku lainaaja ei koskaan palauta sita

e esikongruenssi takaa, etta jos jarjestelma on todistettu toimivaksi tietyilla
kayttdjilla, se toimii myos paremmin kayttaytyvilla kayttajilla
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Pankin ja -automaatin kayttaytyminen CFFD-semantiikalla, rahan nakokulma

e 7-silmukoissa esim. nostopyynnot katoavat ja
automaatti vastaa 'yhteyshairio" toistuvasti

keskimmaisessa tilassa

— automaatti on valmis antamaan rahaa

— pankki odottaa tietoa, ettd se antoi rahaa,
mutta maardaika voi mennd umpeen

— muuta ei voi tapahtua

oikeassa alanurkassa pankki on jo
luopunut odottamasta, eli ev tapahtui jo

voi tuntua hammentavalta, ettd ev vie keskimmaisesta tilasta pillastuvaan

— jos automaatti on valmis suorittamaan rlx, se ei padse eteenpdin muuten
— pankki ei voi pyoria loputtomiin ilman viesteja automaatilta

tama on kuitenkin vain kuvan piirtamistapaan liittyva illuusio

— todellisuudessa jarjestelma pillastui jo ennen ev:ta

— CFFD-semantiikka ei sdilyta tietoa, ettd voidaan poistua pillastumasta
= kuva on CFFD-samanlainen "oikein™ piirretyn kanssa

tarpeettoman tiedon hukkaaminen (ja siis "vaarin” piirtiminen)
on valttamatonta, ettad saataisiin tarpeeksi pienia kuvia
— taytyy opetella olemaan lukematta kuvasta semantiikan ulkopuolisia asioita
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Pankkikortin nakokulma

e nyt nakyy, ettd kortti ei voi jadda jumiin automaattiin

Toiminnallinen determinismi

e 3Aarellisten automaattien determinismin kasite ei sovellu LTS:iin
— liian pikkutarkka, ei esim. sdily rinnankytkennassa

= uusi kasite: toiminnallinen determinismi (operational determinism)

e [ on toiminnallisesti deterministinen, jos ja vain jos
jokaiselle o, s1 ja so siten, ettd § =0= 51 ja §=0= 59, patee
— jokaiselle a € X: jos s; =a=>, niin s9 =a=
— Jos s1 —7¥—, niin sg —7¥—

e voidaan todistaa, etta CFFD-minimaaliset LTS:t ovat
toiminnallisesti deterministisid (mutta ei aina toisinpain)

= voidaan sanoa, etta toteutus on yleensd deterministisempi kuin vaatimukset
— toteutus saa kiinnittaa asioita, jotka on vaatimuksissa jatetty auki
— nain on usein muuallakin:
huippunopeus vahintdan 120 km/h ~» huippunopeus 135 km/h
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14.6 Muita semantiikkoja

Kongruensseja ||, \ ja [ - -] suhteen

Havaintosamuus (observation equivalence)
e tunnetaan myos nimelld heikko bisimilaarisuus (weak bisimilarity)

e samanveroisten jarjestelmien on kyettava matkimaan toisiaan
— §1 ~ &9
— jOs s1 ~ S9 ja §1 =a=> S}, niin on s, siten, ettd s| ~ s} ja so =a= s,
— jOS §1 ~ S ja So =a=> S5, niin on s siten, ettd s| ~ s} ja s1 =a= s}
— edelld a € ¥ tai a = ¢ (eikd 7!) -

\b&g ©
s oK b-S.0-t.o 7~0—5~0—0
k

k
biodd  brodods
k k
S N

t

e matkimisen taytyy onnistua vaikka vuorotellen
e ei luontevaa esijarjestysta
e jos jarjestelma rikkoo vaatimuksen, niin ei ehka ole selkeda vastaesimerkkia
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Haarautuva bisimilaarisuus (branching bisimilarity)

e edellisen muunnelma, jossa simulaation tulee toimia myos kesken
—a=>-merkintdan sisiltyvan 7-ketjun

e timan erds pillastumat sdilyttava muunnelma

— vastaa hyvin suosittua aikalogiikkaa nimelta CTL
— on vahvin laajasti kdytetty abstrakti semantiikka

"Fair testing” kongruenssi

g . . T . T
e heikoin kongruenssi, joka erottaa toisistaan Q‘é}—aﬂja CoT H a.g

— joskus oletetaan, ettd 7-silmukasta tullaan lopulta pois jos mahdollista
= tarkedaa nahda, paaseeko 7-silmukasta pois

e maaritelma on monimutkainen

Kahden kongruenssin yhdistelma on kongruenssi
P=12Q & P=1QANP =20

= kirjallisuudesta 16ytyy paljon kongruensseja

e lisiksi on muunnelmia, joilla varmistetaan kongruenssiominaisuus jonkin muun
operaattorin suhteen
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Tahanastiset kongruenssit suhteessa toisiinsa

e lisiksi on olemassa darettoman
monta muuta kongruenssia

fair testing e CSP-ED

Tr,Sf Tr,Div, Inf

Tr

dullest
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CFFD:n alainen maailma

e a.P on prosessi, joka tekee ensin
a-siirtyman ja sitten jatkaa kuten P
— a.L saadaan lisdaamalla L:n eteen uusi
alkutila ja siitd a-siirtyma vanhaan

e tama kuva nayttda todistetusti
kaikki kongruenssit, jotka
— ovat sitd ||, \, [- -] ja . suhteen
— ovat =cfgp:n implikoimia, ts.
Ly =crrp L2 = L1 = Lo

O dullest
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Miksi niin monta semantiikkaa?

e osittain kyse on sen paattamisesta, mika katsotaan havaittavaksi
pillastumat: ei mitdan, ne joista ei voi poistua, ..., kaikki, minimaaliset
lukkiumat: ei, on
lineaarinen vai haarautuva aika

e estymakasitteiden tarve tulee valitusta vuorovaikutustavasta

— synkronisessa vuorovaikutuksessa osapuoli voi estdd tapahtuman
— teorian laajan mallinnusvoiman hinta

e kyse on myoGs siita, ettd epadeterminismi on monimutkainen ilmio
— jos kaikki LTS:t olisivat toiminnallisesti deterministisia,
kongruenssien maara pienenisi valtavasti

Mika semantiikka valita?

e sellainen, joka

— sailyttaa riittavasti informaatiota
— sailyttada mahdollisimman vahan tarpeetonta informaatiota

e mitd vihemman informaatiota sailytetdan, sitd paremmin LTS:id voi kutistaa
— seuraavalla ohjelmalla vahemman tyotd — tama on usein tarkeaa
— pienemmat kuvat
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15 Tiedon louhinta ja tekoaly
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Merkintojen hakemisto

suurin kokonaisluku 7 siten, ettd ¢+ < z
pienin kokonaisluku i siten, ettd z <74
osoittimen os padssa oleva tietue; ks. sivu 43
(esim. osoittimen) arvo, joka tarkoittaa, ettd ko. kohdetta ei ole
kasvaa hitaammin kuin .. .; ks. luku 4.2
kasvaa enintdan yhta nopeasti kuin ...; ks. luku 4.2
kasvaa yhta nopeasti kuin .. .; ks. luku 4.2
kasvaa vahintaan yhta nopeasti kuin .. .; ks. luku 4.2
kasvaa nopeammin kuin .. .; ks. luku 4.2
tyhja jono eli jono, jossa ei ole yhtaan alkiota
n div m kokonaislukuosamaara, kun n jaetaan m:lla; ks. sivu 9
log,  luvun x 2-kantainen logaritmi; kun se on olemassa, pitee 29827 = g
max A joukon A suurin alkio
min A joukon A pienin alkio
n mod m jakojdannos, kun n jaetaan m:ll3; ks. sivu 9
N luonnolliset luvut eli {0,1,2,3,...}
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kokonaisluvut eli {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
positiiviset kokonaisluvut eli {1,2,3,...}

negatiiviset kokonaisluvut eli {...,—-3,—2,—1}
reaaliluvut
positiiviset reaaliluvut

negatiiviset reaaliluvut
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